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混沌 论 Cchaos) 是 继 相对 论 和 量子 力学 问世 以 来 20 世纪 物理 学 的 第 三 次 革命 ， 
它 研 究 自然 界 非 线性 过 程 内 在 随机 性 所 具有 的 特殊 规律 性 。 而 与 混沌 论 密切 相关 的 
分 形 理论 (fractal theory), 则 揭示 了 非 线性 系统 中 有 序 与 无 序 的 统一 、 确 定性 与 随机 
性 的 统一 。 从 字面 上 来 说 ， 分 形 ” 是 指 一 类 极其 零碎 而 复杂 但 有 其 自 相似 性 或 自 仿 
射 性 的 体系 ,它们 在 自然 界 中 普 朱 存在 着 。 虽 然 分 形 理论 在 20 世纪 ?0 年 代 才 首次 
提出 ,但 经 过 多 年 的 发 展 ,已 成 为 一 门 重 要 的 新 学 科 , 被 广泛 应 用 到 自然 科学 和 社会 
科学 的 几乎 所 有 领域 ,成 为 当今 国际 上 许多 学 科 的 前 沿 研究 课题 之 一 。 

自然 界 大 部 分 不 是 有 序 的 、 稳 定 的 .平衡 的 和 确定 性 的 ,而 是 处 于 无 序 的 .不 稳定 
的 、 非 平衡 的 和 随机 的 状态 之 中 , 它 存在 着 无 数 的 非 线性 过 程 , 如 流体 中 的 油 流 就 是 
其 中 一 个 例子 。 在 非 线 性 世界 里 ,随机 性 和 复杂 性 是 其 主要 特征 ,但 同时 ,在 这 些 极 
为 复 泰 的 现象 背后 ,存在 着 某 种 规律 性 。 分 形 理论 使 人 们 能 以 新 的 观念 、 新 的 手段 来 
处 理 这 些 难题 , 透 过 扑朔迷离 的 无 序 的 混乱 现象 和 不 规则 的 形态 ,揭示 隐藏 在 复杂 现 
象 背 后 的 规律 .局 部 和 整体 之 间 的 本 质 联 系 。 分 形 理论 在 某 些 学 科 中 的 成 功 尝 试 , 极 
大 地 激发 了 研究 工作 者 的 兴趣 ,他 们 把 分 形 理 论 广泛 而 深入 地 运用 在 各 自 的 研究 领 
域 中 ,这 样 反 过 来 又 促使 分 形 理论 得 到 进一步 发 展 。 目 前 国内 外 定期 召开 有 关 分 形 
的 学 术 会 议 , 出 版 会 议论 文集 和 关于 分 形 的 专著 ,在 重要 期 刊 上 经 常 发 表 涉及 分 形 理 
论 和 应 用 的 论文 。 从 发 表 的 论文 来 看 ,所 涉及 的 领域 包括 哲学 、 数 学 、 物 理学 、 化 学 、 
材料 科学 、 电 子 技术 、 表 面 科学 ,计算 机 科学 、 生 物 学 、 医 学, 农学、 天 文学 、 气 象 学 、 地 
质 学 、 地 理学 、 城 市 规划 学 、 地 震 学 .经济 学 、 历 史学 、 人 口 学 、 情 报 学 、 商 品 学 、 电 影 美 
术 、 思 维 、 音 乐 、 艺 术 等 。 以 Mandelbrot 为 荣誉 编辑 的 《分形 》 杂 志 已 从 1993 年 开始 
出 版 发 行 。 

本 书 按照 由 注入 深 的 原则 ,使 不 同学 科 的 读者 在 掌握 基本 概念 后 ,能 逐步 把 分 形 
理论 应 用 到 本 学 科 的 研究 课题 之 中 。 在 第 1 章 至 第 4 章 中 ,介绍 了 非 线 性 复杂 系统 
与 非 线 性 热力 学 ,以 及 分 形 的 基本 概念 与 分 形 维 数 的 测定 。 第 5.6 章 分 别 介绍 了 分 
形 生长 模型 及 计算 机 模拟 。 第 7 章 介绍 了 作者 研究 材料 在 气 固 相 变 时 分 形 生 长 所 获 
得 的 结果 ,包括 实验 以 及 按 核 唱 凝 聚 模型 进行 的 计算 机 模拟 结果 。 第 8 章 介绍 了 在 
其 他 实验 条 件 下 观察 到 的 分 形 生 长 。 第 9 章 介 绍 了 不 同体 系 中 的 分 形 生 长 。 第 10 


(ESB) oo 


章 介 绍 了 自 组 织 生 长 。 第 11 章 列举 了 分 形 理论 在 一 些 学 科 中 的 应 用 。 最 后 一 章 介 
绍 了 分 形 理论 的 最 新 进展 以 及 相关 的 学 说 ,这 部 分 内 容 对 初次 接触 分 形 理论 的 读者 
来 说 有 一 定 的 难度 ,可 以 先 不 作为 重点 来 阅读 。 

本 书 的 重点 是 冰 述 分 形 理 论 及 其 应 用 ,而 分 形 与 混沌 关系 密 不 可 分 ,是 你 中 有 
我 ,我 中 有 你 ,所 以 在 书 中 也 引入 了 一 些 与 混 汪 有关 的 概 您。 对 非 线 性 科学 有 兴趣 的 
读者 ,可 以 在 读 了 本 蕊 后 ,再 去 看 介绍 混沌 的 书 以 及 其 他 相关 的 专著 ,如 耗 散 结构 、 协 
AF AAE REH TEEDE, 

另外 ,分 形 是 一 门 新 的 学 科 , 它 的 历史 很 短 ,目前 正 处 于 发 展 之 中 , 它 涉及 面 广 但 
还 不 够 成 熟 。 本 书 在 介绍 概念 及 研究 方法 时 , 尽 可 能 采用 一 些 实际 例子 和 直观 的 解 
释 , 避 开 一 些 抽象 的 数学 定义 和 推理 ,这 可 能 会 影响 论述 的 严密 性 ,但 目的 是 让 更 多 
的 读者 易于 接受 。 对 于 具有 大 学 本 科 数 理 知 识 的 读者 来 说 ,理解 并 逐步 掌握 分 形 理 
论 不 会 有 太 大 的 困难 ,至 于 把 它 应 用 在 具体 的 学 科研 究 之 中 ,可 能 需要 一 段 时 间 。 

本 书 是 作者 在 为 清华 大 学 本 科 生 和 研究 生 开 设 的 选修 课程 的 讲稿 基础 上 整理 补 
充 而 成 的 。 在 第 2 版 中 增加 了 两 章 (第 9 章 和 第 10 章 ), 均 为 实验 研究 成 果 , 其 中 第 
9 章 9.2 节 和 和 9.3 节 是 与 安徽 大 学 的 沈 玉 华 教授 和 谢 安 建 教授 共同 研究 获得 的 ,9.4 
节 是 与 北京 科技 大 学 的 沙 其 蹇 教授 合作 研究 的 ,9.5 节 是 与 北京 科技 大 学 的 柳 德 鲁 
教授 合作 研究 的 ,9.6 节 的 研究 由 泰国 清远 大 学 的 T，Vilaithong 教授 领导 的 研究 组 
完成 ,照片 也 是 他 们 提供 的 。 相 关 的 研究 论文 发 表 在 Physical Review E, Journal 
of Physics: Condensed Matter, Physica B, Physica Status Solodi (a), Physica 
Status Solodi (b), Defect and Dif fusion Forum 等 杂志 上 。 由 于 作者 水 平 有 限 , 加 
上 时 间 仓 促 , 书 中 表 定 会 有 错误 和 不 妥 之 处 , 庄 心 希望 读者 批评 指正 。 

作者 在 分 形 生长 研究 以 及 本 书 编 著 出 版 过 程 中 ,得 到 了 国家 自然 科学 基金 (项 目 
批准 号 70371074) .清华 大 学 基础 研究 基金 以 及 清华 大 学 实验 室 开 放 基 金 的 支持 ,也 
得 到 了 清华 大 学 教务 处 、 研 究 生 院 、 科 研 院 、 清 华 大 学 出 版 社 的 支持 。 光 华 基 金 会 为 
本 书 第 1 版 的 出 版 提供 了 资助 。 另 外 , 核 内 外 多 名 专家 学 者 对 本 书 的 出 版 给 予 了 支 
持 和 帮助 。 本 课题 组 的 合作 研究 者 有 清华 大 学 的 华 苏 教授 ,安徽 大 学 的 沈 玉 华 教授 、 
谢 安 建 教授 ,北京 科技 大 学 的 柳 德 鲁 教授 、 沙 其 蹇 教授 。 先 后 参加 本 课题 的 实验 和 理 
论 研究 、 计 算 机 模拟 、 文 稿 抄 写 以 及 插图 绘制 的 同学 有 张 崇 宏 、 阳 晓 军 、 叶 上 晖 、 英 钩 、 林 
REGA RAL ER BREA ERR SR BAD LES EPA T 
德 兴 。 如 果 没 有 他 们 的 支持 和 帮助 ,本 书 是 不 可 能 与 读者 见面 的 。 作 者 谨 向 他 们 表 
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自然 界 是 宇宙 万 物 的 总 称 , 是 各 种 物质 系统 相互 作用 相互 联系 的 总 体 , 它 包括 大 
至 宇宙 天 体 的 形成 演化 ,小 至 微观 世界 中 基本 粒子 的 运动 ,呈现 在 人 们 面前 是 如 此 的 
FENE AWEK, LE AER .奥秘 无 穷 。 人 类 在 认识 自然 改造 自然 的 过 程 中 ， 
正在 一 层 层 地 揭 去 其 面纱 ,来 探索 其 "庐山 真面目 "。 应 该 说 ,物理 学 家 们 在 解析 宇宙 
和 基本 粒子 方面 花 了 极 大 的 精力 。 随 着 牛顿 经 典 力学 的 创立 ,以 及 爱 因 斯 坦 相 对 论 
和 量子 力学 的 发 展 , 人 类 在 自然 科学 方面 已 经 取得 了 辉煌 的 成 就 ; 随 着 天 体 物 理学 以 
及 其 他 相关 学 科 的 迅速 发 展 , 人 类 已 经 登 上 月 球 ,进入 太空 ;人 类 对 微观 世界 由 质点 
组 成 的 简单 系统 的 运动 规律 也 有 了 全 面 而 正确 的 认识 。 

尽管 如 此 ,只 要 稍微 留心 一 下 周围 环境 中 发 生 的 大 量 非 线性 不 可 道 现象 ,就 会 发 
现 人 们 对 这 些 现象 所 知 其 少 ,有 许多 问题 甚至 束手无策 。 就 以 天 空中 发 生 的 大 家 习 
以 为 常 的 现象 为 例 , 当 你 仰望 蔚蓝 的 天 空 ,往往 可 以 看 到 一 团团 白云 漂浮 其 间 ,一派 
诗情画意 ,但 如 果 有 胃 不 同 倍数 的 望远镜 来 观察 云 团 时 ,就 会 发 现 ,和 白云 的 形态 似乎 和 
望远镜 的 放大 倍数 无 关 , 不 管 放大 倍数 多 大 , 它 的 形态 几乎 总 是 保持 不 变 。 

再 看 一 个 与 天 气 有 关 的 例子 , 那 就 是 气象 预报 。 事 实证 明 , 长 期 的 气象 预报 是 不 
可 能 很 准确 的 ,因为 随机 性 总 是 存在 的 ,而 它 是 无 法 事先 预见 的 。 另 外 对 一 个 特定 的 
地 点 而 言 ,完全 相同 的 天 气 ( 指 气温 .湿度 .风速 .风向 .阳光 、 雨 . 雪 、 雾 等 参数 ) 也 是 绝 
对 不 会 重 现 的 ， 

以 上 几 个 例子 都 是 一 些 与 天 气相 关 的 自然 现象 ,其 主要 特点 是 不 可 逆 性 和 随机 
性 。 除 了 气象 之 外 ,还 有 许 许 多 多 的 非 线性 不 可 逆 现 象 在 科学 研究 和 日 常生 活 中 存 
在 ,如 流体 力学 中 的 淇 流 .对流 .电子 线路 的 电 噪声 . 某 些 化 学 反应 等 。 远 离 平 衡 的 宏 
观 体系 中 自发 产生 时 空 有 序 状态 (结构 ) 是 十 分 普遍 的 自然 现象 和 社会 现象 。 自 然 界 
的 各 种 变化 都 不 是 过 去 的 简单 重复 ,而 是 不 可 逆 地 向 前 变化 ,发 展 的 ,这 些 变化 过 程 
中 都 包含 着 偶然 性 和 必然 性 的 统一 。 

经 典 物理 学 所 研究 的 是 可 逆 过 程 ,这 类 过 程 的 反 演 也 仍然 遵循 经 典 物理 定律 ,无 
论 是 宇宙 中 的 星系 还 是 地 面 上 的 物体 ,无 论 是 生物 还 是 非 生 物 ,它们 的 机 械 运动 无 一 
不 服从 经 典 力学 的 规律 。 量 子 力学 研究 对 象 是 能 量 不 连续 的 微观 世界 , 而 爱 因 斯 坦 
的 相对 论 则 提供 了 一 幅 适 用 于 光速 或 近 光 速 运动 的 、 比 牛顿 力学 更 为 普遍 的 宇宙 统 
一 图 景 。 对 于 非 线 性 科学 而 言 , 经 典 力学 、 量 子 力学 、 相 对 论 都 无 用 武之 地 ,必须 有 新 
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的 理论 来 研究 这 些 集 有 史 以 来 人 类 的 全 部 智慧 尚 不 能 解决 的 科学 难题 。 

EG 2$ 1E Yi (chaos). 4) TÉ (fractal). #6 fX i TJ (dissipative structure) 、 协 同学 
(synergetics) , fi Jii i (megentropics) .突变 论 (catastrophe theory) 以 及 元 胞 自动 学 
(cellular automata) 等 相继 问世 ,从 不 同 角度 来 研究 非 线性 不 可 逆 间 题 , 形 成 了 不 同 
的 学 派 UU, 

“分 形 ” 这 个 名 词 是 由 美国 IBM (International Business Machine) 公 司 研 究 中 心 
物理 部 研究 员 妖 哈佛 大 学 数学 系 教 授 曼 德 勃 罗 特 (Benoit B. Mandelbrot) # 1975 年 
首次 提出 的 ,其 原意 是 “不 规则 的 、 分 数 的 .支离破碎 的 ?物体 ,这 个 名 词 是 参考 了 拉丁 
文 fractus( 弄 碎 的 ) 后 造 出 来 的 , 它 既 是 英文 又 是 法 文 ,既是 名 词 又 是 形容 词 。1977 
年 ,他 出 版 了 第 一 本 著作 《分 形 : 形 态 , 偶 然 性 和 维 数 》(Fractal: Form, Chance and 
Dimension) ,标志 着 分 形 理论 的 正式 诞生 。 五 年 后 ,他 出 版 了 著名 的 专著 《自然 界 
的 分 形 几 何 学 》(TAe Fractal Geometry of Nature)! ™ 。 至 此 ,分 形 理论 初步 形成 。 
由 于 他 对 科学 作出 的 杰出 的 贡献 ,他 荣获 了 1985 年 的 Barnard 奖 。 该 奖 是 由 全 美 科 
学 院 推荐 ,每 五 年 选 一 人 ,是 非常 有 权威 的 。 在 过 去 的 获奖 者 中 , 爱 因 斯 坦 名 列 第 一 ， 
其 余 的 也 全 部 都 是 著名 科学 家 。 上 自前 ,分 形 是 非 线 性 科学 中 的 一 个 前 沿 课题 ,在 不 同 
的 文献 中 ,分 形 被 赋予 不 同 的 名 称 , 如 “分 数 维 集合 ”、“ 豪 斯 道夫 测度 集合 ”、“S 集 
合 ”“ 非 规整 集合 ”以 及 “具有 精细 结构 集合 ”等 。 一 般 来 说 ,可 把 分 形 看 作 大 小 碎片 
聚集 的 状态 ,是 没有 特征 长 度 的 图 形 和 构造 以 及 现象 的 总 称 。 由 于 在 许多 学 科 中 的 
迅速 发 展 , 分 形 已 成 为 一 门 描述 自然 界 中 许多 不 规则 事物 的 规律 性 的 学 科 。 

长 期 以 来 ,自然 科学 工作 者 ,尤其 是 物理 学 家 和 数学 家 ,由 于 受 欧 几 里 得 几何 学 
及 纯 数 学 方法 的 影响 ,习惯 于 对 复杂 的 研究 对 象 进行 简化 和 抽象 ,建立 起 各 种 理想 模 
型 ( 绝 大 多 数 是 线性 模型 ), 把 问题 纳入 可 以 解决 的 范畴 。 对 这 种 逻辑 思维 方法 ,大 家 
都 是 很 熟悉 的 ,因为 从 中 学 到 大 学 ,每 个 学 生 在 课堂 学 习 中 已 经 多 次 反复 地 被 灌输 、 
须 陶 ,已 经 习以为常 。 应 该 指出 的 是 ,这 种 线性 的 近似 处 理 方法 也 很 有 效 , 在 许多 学 
科 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,解决 了 许多 理论 问题 和 实际 问题 ,取得 了 丰硕 的 成 果 ,推动 
了 各 门 学 科 的 发 展 。 但 是 在 复杂 的 动力 学 系统 中 ,简单 的 线性 近似 方法 不 可 能 认识 
与 非 线 性 有 关 的 特性 ,如 流体 中 的 测 流 、 对 流 等 。 虽 然 从 数学 上 , 这 种 近似 方法 也 可 
以 对 一 些 非 线 性 系统 列 出 微分 方程 (组 ) 来 加 以 定量 描述 ,但 是 除了 极 个 别 的 例子 可 
以 在 某 一 特定 条 件 下 求 出 其 特 解 以 外 ,大 多 至 今 都 解 不 出 来 。 对 于 复杂 一 些 的 非 线 
性 系统 和 过 程 , 则 连 微分 方程 (组 ) 也 列 不 出 来 。 而 分 形 则 是 直接 从 非 线 性 复杂 系统 
的 本 身 入 手 , 从 未 经 简化 和 抽象 的 研究 对 象 本 身 去 认识 其 内 在 的 规律 性 ,这 一 点 就 是 
分 形 理 论 与 线性 近似 处 理 方法 本 质 上 的 区 别 。 

需要 指出 的 是 ,应 用 分 形 理论 来 研究 非 线 性 科学 中 的 各 种 课题 ,丝毫 也 不 贬低 线 
性 近似 处 理 方法 的 重要 性 ,因为 在 一 定 的 范围 之 内 ,应 用 线性 近似 处 理 方法 可 以 迅速 


shit 


得 到 有 效 的 结果 。 但 是 对 远离 平衡 的 非 线 性 复杂 系统 过程) 来 说 ,就 只 能 用 分 形 理 
论 来 进行 研究 ,正如 对 低速 运动 的 物体 ,用 牛顿 三 大 定律 来 处 理 完全 正确 ;而 对 微观 
过 界 中 粒子 的 高 速 运动 ,就 只 能 用 量子 力学 和 相对 论 来 加 以 描述 。 

分 形 理论 诞生 后 ,人 们 意识 到 应 该 把 它 作 为 工具 ,从 新 的 角度 来 进一步 了 解 自然 
界 和 社会 ,范围 包括 所 有 的 自然 科学 和 社会 科学 领域 。 本 书 的 目的 就 是 向 读者 介绍 
分 形 的 基本 概念 、 数 学 基础 .研究 方法 ,以 及 分 形 理 论 的 应 用 和 最 新 进展 。 


第 1 章 非 线 性 复杂 系统 与 非 线 性 热力 学 


1.1 KARAR 


所 谓 自 组 织 现象 就 是 在 某 一 系统 或 过 程 中 自发 形成 时 空 有 序 结构 或 状态 的 现 
象 , 也 可 以 称 为 合作 现象 或 非 平衡 非 线性 现象 。 在 人 类 生活 的 自然 界 里 充满 了 自 组 
织 现 象 。 很 时 以 来 ,人 们 就 发 现 了 许多 令 人 费解 的 自然 现象 和 实验 观察 , 贝 纳 
(Benard) 流 流体 力学 中 的 对 流 有 序 现象 ,就 是 其 中 一 个 例子 5 1900 年 法 
国学 者 Bénard 在 如 图 1. 1 所 示 的 水 平 容 器 中 , 注 人 一 薄 层 液体 ,然后 从 下 面 均匀 组 
慢 地 加 热 , 同 时 维持 上 面 温度 不 变 。 当 上 下 液体 的 温度 梯度 较 小 时 ,流体 中 的 热 交 换 
主要 是 靠 热传导 方式 进行 的 ,此 时 没有 宏观 的 运动 发 生 ,流体 保持 静止 ; 当 温 度 梯度 
达到 某 个 临界 值 时 ,原来 静止 的 流体 会 突然 产生 上 下 运动 。 一 般 来 说 ,流体 下 层 被 加 
热 的 部 分 膨胀 ,密度 变 小 ,这 部 分 液体 由 于 浮力 而 向 上 运动 , 热 交换 后 冷却 ,然后 回 到 
底部 形成 对 流 , 这 是 符合 常规 的 一 个 过 程 。 但 令 人 非常 惊奇 的 是 ,在 这 个 实验 中 , 流 
体 产 生 的 上 下 运动 是 很 规则 的 ,从 侧面 观察 到 相互 紧 挨 得 非常 有 序 的 流体 “ 卷 ”, 如 
图 1.1 BOR. ÉL 1.1(a) 是 实验 装置 示意 图 ,在 水 平 放 园 的 遍 形 容器 中 , 充 入 液体 , 荆 
和 T, 分 别 代表 上 ,下 液 面 的 温度 ,T; 放 TI。 图 1.1(b) 是 一 个 稳定 的 对 流 有 序 图 形 ， 
它 是 Benard 流 的 一 种 ,产生 该 图 形 的 容器 的 形状 是 算 形 。 仔 细 分 析 一 下 这 个 有 序 图 
形 , 可 以 发 现 , 该 图 形 的 基本 组 成 单元 是 以 相反 方向 旋转 的 两 个 流体 “ 卷 ”, 这 个 基本 
组 成 单元 的 宽度 是 流体 层 深度 的 两 倍 。 另 外 ,在 这 个 矩形 容器 中 ,流体 “ 卷 ” 与 矩形 的 
短 边 相 平 行 。 更 有 意思 的 是 ,对 流 有 序 图 形 的 平面 形状 完全 取决 于 流体 层 的 边界 ( 容 
器 的 几何 形状 ) ,在 一 个 同形 的 容器 中 ,对 流 有 序 图 形 为 同心 圆 环 ,如 图 1. 1(c) 所 示 。 
一 般 来 说 ,只 有 当 流 体 没有 自由 表面 时 ,才能 观察 到 一 个 稳定 的 流体 “ 卷 ” 图 形 。 

现代 常用 硅油 做 实验 ,为 了 使 图 案 清 晰 ,还 在 硅油 中 加 入 少量 悬 泽 的 铝 粉 。 当 温 
度 梯度 进一步 增加 ,又 有 新 的 现象 发 生 , 这 些 “ 卷 ”开始 沿 着 它们 各 自 的 轴 做 波状 运 
动 , 而 且 它 们 的 幅度 随时 间 振 荡 。 于 是 在 完全 均匀 的 状态 中 出 现 了 动力 学 上 完全 有 
序 的 时 - 空 振荡 ,这 就 是 所 谓 的 Benard 流 。 有 趣 的 是 ,所 形成 的 “ 卷 ” 的 大 小 比 液体 分 
子 之 间 的 距离 大 很 多 ,这 说 明 , 分 子 之 间 相 互 作用 的 范围 要 比 它们 本 身 的 尺度 大 得 
多 。 那 么 ,各 处 的 液体 分 子 ( 例 如 水 分 子 ) 是 怎样 协调 它们 的 行动 ,来 构成 规则 的 上 升 
和 下 降 交 替 排 列 的 图 案 呢 ? 无 序 的 热 运动 是 如 何 导 致 了 有 序 的 运动 呢 ? 显然 要 回答 


F] 1.1 Bénard 流 实验 的 示意 图 


这 个 问题 并 不 容易 。 

化 学 反应 中 的 别 洛 索 夫 一 扎 鲍 庭 斯 基 (BelousovZhabotinsky, 以 下 简称 B-Z) 反 
应 , 则 是 相当 有 趣 的 又 一 个 例子 。 在 一 般 情 况 下 , 当 把 几 种 物质 放 在 一 起 进行 化 学 反 
应 时 ,它们 会 达到 一 个 均匀 的 状态 ,但 是 他 们 发 现 , 在 金属 钙 离子 作 众 化 剂 的 情况 下 ， 
一 些 有 机 酸 ( 如 再 二 酸 , 棕 檬 酸 ) 的 溴 酸 氧 化 反应 ,会 呈现 出 组 分 浓度 和 反应 介质 随时 
间 周 期 变化 的 现象 。 如 把 Ce, (SO,)3 .KBrO;, .CH (COOH); H5 SO, 及 风 滴 试 亚 铁 
灵 ( 和 氧化 还 原 指 示 剂 ) 混 合 在 一 起 并 搅拌 ,再 把 得 到 的 均匀 混合 物 倒 人 试管 ,试管 里 立 
刻 会 发 生 快 速 的 振荡 : 溶液 周期 地 由 红 ( 表 示 Ce 超 量 ) 到 蓝 ( 表 示 Ce 超 量 ) 地 改 
变 颜色 ,一 会 儿 红色 ,一 会 儿 蓝 色 , 像 钟 摆 一 样 发 生 规 则 的 时 间 振 荡 。 因 此 这 类 现象 
常 称 为 化 学 振荡 和 化 学 钟 ("i ,当然 在 通常 的 化 学 反应 中 ,是 没有 振荡 发 生 的 。 

后 来 Zhabotinsky 等 人 在 实验 中 又 发 现 , 在 某 些 条 件 下 ,体系 中 组 分 的 浓度 分 布 
并 不 是 均匀 的 ,而 是 可 以 形成 规则 的 空间 分 布 ,形成 许多 漂亮 的 花纹 ;并 且 在 某 些 条 
件 下 ,花纹 会 成 同心 圆 或 螺旋 状 向 外 扩散 , 像 波 一 样 在 介质 中 传递 。 这 就 是 所 谓 的 浓 
度 花 纹 和 化 学 波 现象 "下 。 图 1. 2 为 Zhabotinsky 花纹 ,从 (a) 到 (h) 的 8 个 花纹 分 别 
对 应 于 8 个 不 同 的 时 刻 。 现 在 已 经 发 现 还 有 不 少 反应 体系 能 产生 这 种 化 学 振荡 \ 浓 
度 花 纹 和 化 学 波 现象 1]。 

其 实 , 早 在 1921 年 Bray 就 报道 了 化 学 振荡 现象 ,但 一 直 未 能 引起 人 们 的 足够 重 
视 , 因 为 化 学 振荡 现象 是 和 热力 学 第 二 定律 及 Boltzmann 定律 ( 即 S— &ln. P) 相 违背 
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图 1.2 Zhabotinsky 4E £t C8 种 花纹 对 应 于 8 个 不 同 的 时 刻 ) 


的 , 它 的 出 现 很 难为 化 学 家 们 所 接受 。 在 化 学 振荡 的 过 程 中 ,反应 分 子 在 宏观 的 空间 
距离 上 和 宏观 的 时 间 间 隔 上 呈现 出 一 种 长 程 的 一 致 性 ,长 程 的 相关 ,体系 中 的 分 子 好 
像 是 接受 了 某 个 统一 的 命令 ,自己 组 织 起 来 形成 宏观 的 空间 和 时 间 上 的 一 致 行动 。 
前 面 提 到 的 Bénard 流 也 是 如 此 。 

在 半导体 器 件 中 也 可 以 发 现 类 似 的 现象 。 以 砷 化 久 二 极 管 为 例 , 当 其 二 端 所 加 
电压 不 太 高 时 ,二 极 管 中 通 过 的 电流 与 外 加 电压 成 线性 关系 ,服从 欧姆 定律 ; 当 所 加 
电压 达到 一 定 值 时 ,电流 变 成 周期 性 的 脉冲 ,这 就 是 大 家 所 熟悉 的 联 氏 (Gunn) 效 应 。 

除了 上 面 的 例子 以 外 ,在 各 学 科 的 实验 研究 中 ,还 可 以 发 现 许 多 自发 形成 时 间 有 
序 、 空 间 有 序 或 者 二 者 结合 起 来 的 时 一 空 有 序 的 有 序 结构 。 在 一 定 实验 条 件 下 ,高 度 
规则 的 空间 花纹 或 时 间 振 荡 可 以 从 原来 静止 的 均匀 的 实验 介质 中 自发 形成 并 维持 下 
去 ,这 种 现象 已 为 许多 实验 工作 者 所 观察 到 。 

在 高 频 感 应 加 热 实 验 中 ,将 一 石英 管用 机 械 泵 抽 真 空 ,使 之 维持 在 低 真 空 状 态 ， 
然后 通过 高 频 感 应 炉 的 感应 线圈 对 石英 管 施加 一 个 高 频 交 变 电 场 ,这 时 在 石英 管 中 
就 可 以 看 到 明暗 相间 的 光环 -一 一 种 空间 有 序 结构 。 


在 20 世纪 60 年 代 出 现 的 激光 ,也 是 一 种 时 间 有 序 现象 ,德国 学 者 Haken 对 此 
进行 了 全 面 的 研究 ! 。 当 光 泵 向 激光 器 中 输入 能 量 的 功率 低 于 某 个 临界 值 ,激光 髓 
中 的 每 个 原子 独立 地 无 规则 地 发 射 光子 ,此 时 激光 器 就 像 一 个 普通 灯泡 ,整个 光 场 系 
统 处 于 无 序 状态 。 但 当 输 入 功率 超过 某 个 临界 值 时 ,激光 器 就 会 发 出 单 色 的 相干 受 
激光 ,不 同 原子 发 出 的 光 的 频率 和 位 相 都 变 得 十 分 有 序 。 

在 生物 的 种 群 动力 学 方面 ,也 有 许多 这 方面 的 例子 。 如 亚 得 里 亚 海 附近 的 渔民 
发 现 , 鱼 的 种 类 也 有 周期 性 的 变化 ,如 图 1. 3 所 示 。 有 甲 、 乙 两 种 鱼 , 甲 是 吃 乙 的 , 乙 
是 被 甲 吃 的 ,图 中 曲线 ab 分 别 表示 甲乙 两 种 鱼 的 数目 。 由 于 乙 种 鱼 被 甲 种 鱼 吃 
了 , 乙 种 鱼 的 数目 就 减少 ,此 时 甲 种 鱼 数 月 就 比较 多 。 但 乙 种 鱼 减少 到 一 定 程度 时 ， 
由 于 甲 种 鱼 的 食物 减少 了 , 甲 种 鱼 的 数目 必然 下 降 , 于 是 就 使 得 乙 种 鱼 又 得 以 较 快 地 
繁殖 。 如 此 反复 进行 ,就 形成 了 图 中 的 振荡 曲线 ”1 。 在 生态 学 中 ,这 类 课题 被 归结 
为 捕食 者 与 被 捕食 者 的 关系 。Tinbergen 在 1960 年 提出 一 个 反映 捕食 关系 的 最 基 
本 .最 简化 的 公式 是 


N = RDt (1.1) 
式 中 ,N 是 时 间 t 内 捕捉 到 的 被 捕食 者 数 ,D 是 被 捕食 者 的 密度 ,: 是 捕捉 的 时 间 ,R 
是 风险 指数 。N 与 + 成 正比 ,搜寻 时 间 越 长 , 捕 提 到 的 越 多 ; N 与 D 在 一 定 范围 内 也 
成 正比 ,被 捕食 者 密度 越 高 ,单位 时 间 内 捕捉 到 的 就 越 多 ;R 则 是 由 其 他 各 种 有 关 因 
素 共同 作用 决定 的 ,如 被 捕食 者 形体 的 大 小 、 被 捕食 者 的 适口 性 、 被 捕食 者 的 发 育 阶 
BE .捕食 者 的 捕食 效率 以 及 环境 条 件 ( 即 环境 中 是 否 还 有 其 他 被 捕食 者 存在 ) 等 。 由 
于 捕食 者 和 被 捕食 者 的 相互 作用 ,使 二 者 的 种 群 密度 长 期 维持 在 一 定 范围 之 内 (又 称 
为 守恒 振荡 ) ,这 种 状态 被 认为 实现 了 种 群 相互 平衡 。 


0 时 间 
图 1.3 亚 得 里 亚 海 两 类 鱼 的 数量 变化 曲线 


包 类 的 这 种 数目 增 减 规律 在 别 的 生态 系统 中 也 可 以 看 到 。 有 人 根据 在 加 拿 大 
Hudson Bay 公司 收购 到 的 野兔 和 山猫 的 皮 的 数量 随 年 份 的 变化 画 了 一 张 图 
(图 1.4) ,图 中 的 变化 曲线 很 类 似 于 亚 得 里 亚 海里 甲 、 乙 两 种 鱼 的 数目 变化 ,呈现 出 
一 个 明显 的 周期 性 变化 (5 。 在 这 里 ,野兔 是 被 山猫 吃 的 ,相当 于 亚 得 里 亚 海 里 的 乙 
种 鱼 。 
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在 人 们 日 常生 活 中 ,同样 可 以 观察 到 自发 形成 的 各 种 有 序 结构 ,如 松花 蛋 中 常常 
出 现 漂亮 的 “松花 ”, 就 是 一 种 司空 见 惯 的 三 维 空 间 有 序 结构 。 


1.2 自 相 似 性 


一 个 系统 的 自 相 似 性 是 指 某 种 结构 或 过 程 的 特征 从 不 同 的 空间 尺度 或 时 间 尺 度 
来 看 都 是 相似 的 ,或 者 某 系统 或 结构 的 局 域 性 质 或 局 域 结构 与 整体 类 似 。 另 外 ,在 整 
体 与 整体 之 间或 部 分 与 部 分 之 间 . 也 会 存在 自 相 似 性 。 一 般 情况 下 自 相 似 性 有 比较 
复杂 的 表现 形式 ,而 不 是 局 域 放大 一 定 倍 数 以 后 简单 地 和 整体 完全 重合 。 但 是 ,表征 
自 相似 系统 或 结构 的 定量 性 质 如 分 形 维 数 ,并 不 会 因为 放大 或 缩小 等 操作 而 变化 [这 
一 点 被 称 为 伸缩 对 称 性 (dilation symmetry)j, 所 改变 的 只 是 其 外 部 的 表现 形式 。 

人 们 在 观察 和 研究 自然 界 的 过 程 中 ,认识 到 自 相 似 性 可 以 存在 于 物理 .化 学 、 天 
文学 .生物 学 .材料 科学 .经 济 学 以 及 社会 科学 等 众多 的 学 科 中 ,可 以 存在 于 物质 系统 
的 多 个 层次 上 , 它 是 物质 运动 .发 展 的 一 种 普遍 的 表现 形式 , 即 是 自然 界 的 普遍 规律 
之 一 。 但 是 科学 工作 者 真正 把 自 相 似 性 作为 月 然 界 的 本 质 特性 来 进行 研究 还 只 是 近 
二 三 十 年 的 事 。 

在 欧 几 里 得 几何 学 中 ,点 、 线 、 面 以 及 立体 几何 (立方 体 \ 球 、 锥 体 等 ;等 规则 形体 
是 对 自然 界 中 事物 的 高 度 抽象 。 这 些 人 类 创造 出 来 的 几何 体 可 以 是 严格 地 对 称 的 ， 
也 可 以 在 一 定 的 测量 精度 范围 ,制造 出 两 个 完全 相同 的 几何 体 。 然而 自然 界 中 广泛 
存在 的 则 是 形形色色 不 规则 的 形体 ,如 地 球 表面 的 山脉 .河流 ,海岸 线 等 .这 些 月 然 界 
产生 的 形体 有 具有 自 相似 特性 ,它们 不 可 能 是 严格 对 称 的 .也 不 存在 两 个 完全 相同 的 
形体 。 

从 飞机 上 俯视 海岸 线 , 可 以 发 现 海岸 线 并 不 是 规则 的 光滑 有 曲线 .而 是 由 很 多 半岛 
和 港湾 组 成 的 , 随 着 观察 高 度 的 降低 ( 即 相 当 于 放大 倍数 增 大 ) Te ROR B 2E S 
和 港湾 又 是 由 很 多 较 小 的 半岛 和 港湾 所 组 成 的 。 当 你 沿 着 海岸 线 步 行 时 .再来 观察 


脚下 的 海岸 线 , 则 会 发 现 更 为 精细 的 结构 -一 一 具有 自 相 似 特 性 的 更 小 的 半岛 和 港湾 
组 成 了 海岸 。 如 此 一 来 ,一 个 普通 的 问题 被 提 了 出 来 ,一 条 海岸 线 的 长 度 能 精确 测量 
吗 ? 答案 是 否定 的 。 人 们 无 法 精确 地 测量 海岸 线 的 长 度 ,因为 随 着 测量 的 尺子 的 长 
度 的 减 小 ,海岸 线 的 长 度 会 逐渐 增 大 。 用 10 cm 长 的 尺子 去 测量 海岸 线 所 得 的 长 度 ， 
比 用 1m 长 的 尺子 去 测量 所 得 的 长 度 要 大 得 多 。1967 年 Mandelbrot 在 美国 (科学 》 
杂志 上 首次 发 表 一 篇 题 为 “英国 的 海岸 线 有 多 长 ?” 的 论文 ,而 使 整个 学 术 界 大 为 震 
惊 。 应 用 分 形 理论 ,人 们 认识 到 海岸 线 的 长 度 是 不 确定 的 , 它 依赖 于 所 使 用 的 测量 
单位 。 

在 数学 上 ,可 以 用 一 般 的 代数 方程 或 者 微分 方程 (组 ) 来 描述 某 一 个 物理 系统 。 计 
算 结 果 发 现 ,有 些 系统 往往 存在 一 种 无 限 赎 套 的 自 相 似 的 几何 结构 ,而 且 结构 本 身 的 
某 些 定量 性 质 与 该 系统 的 具体 内 容 无 关 。 著 名 的 Logistic 方程 x —Yx, 07 x) 
就 是 其 中 一 个 例子 ( 详 见 5.2 节 )。 

数学 家 们 设想 了 许多 不 规则 的 几何 图 形 ,瑞典 o 


Bee RL he CH. von Koch) 在 1904 年 首次 提出 的 ”人 
Koch 曲线 就 是 其 中 一 个 例子 ,参见 图 1. 5。 它 的 生 / N 

成 方法 是 把 一 条 直线 等 分 成 三 段 ,将 中 间 的 一 段 用 C 

夹 角 为 60" 的 两 条 等 长 的 折线 来 代替 ,形成 一 个 生 了 
成 元 ,然后 再 把 每 个 直线 段 用 生成 元 进行 代 换 ,经 “ 

无 穷 多 次 迭代 后 就 呈现 出 一 条 有 无 穷 多 弯曲 的 P TAL 
Koch 曲线 ,用 它 来 模拟 自然 界 中 的 海岸 线 是 相当 a we 


理想 的 。 

从 图 1.5 中 可 以 看 出 ,Koch 曲线 是 个 分 形 , 具 ” 
有 自 相 似 特性 。 由 于 它 是 按 一 定 的 数学 法 则 生成 图 1.5 三 次 Koch 曲线 
的 ,因此 具有 严格 的 自 相 似 性 ,这 类 分 形 通 常 称 为 
有 规 分 形 。 而 自然 界 里 的 分 形 , 其 自 相 似 性 并 不 是 严格 的 ,而 是 在 统计 意义 上 的 自 相 
似 性 ,海岸 线 就 是 其 中 的 一 个 例子 。 凡 满足 统计 自 相似 性 的 分 形 称 为 无 规 分 形 。 海 
岸 线 是 无 规 分 形 ,在 绪论 里 提 到 云 的 形状 也 属于 无 规 分 形 , 它 们 都 不 具有 严格 的 自 相 
似 性 ,而 只 具有 在 统计 意义 上 的 自 相 似 性 。 

下 面 再 来 看 几 个 例子 。 一 棵 大 树 由 一 个 主干 及 一 些 从 主干 上 分 叉 长 出 来 的 树枝 
组 成 ,如 果 把 一 根 树枝 锯 下 来 仔细 看 看 ,又 会 发 现 , 该 树枝 也 是 由 一 些 从 该 树 核 上 分 
又 长 出 来 的 更 小 的 细 枝 条 组 成 ,其 构成 形式 与 一 棵 大 树 完 全 相似 。 再 观察 细 枝 条 ,可 
能 在 更 小 的 层次 上 ,还 具有 大 树 的 构成 特点 。 当然 ,这 只 能 是 在 一 定 的 尺度 上 呈现 出 
自 相 似 性 .不 会 无 限 扩展 下 去 。 另 外 , 树 栈 与 树枝 之 间 , 树 叶 与 树叶 之 闻 , 也 呈现 出 明 
显 的 自 相 似 性 。 再 仔细 观察 树叶 的 叶脉 ,也 可 以 发 现 类 似 的 自 相似 结构 。 

把 太阳 系 的 构造 与 原子 的 结构 作 一 对 比 ,就 会 发 现 这 两 个 系统 在 某 些 方 面具 有 
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质 ? 对 此 ,目前 还 不 十 分 清楚 ,很 可 能 与 宇宙 演化 的 动力 学 特征 有 关 。 

在 社会 科学 中 ,人 类 历史 上 常常 出 现 惊 人 的 相似 (但 绝 不 是 简单 的 重演 ) ,这 也 可 
以 说 是 人 类 社会 发 展 中 自 相 似 的 生动 表现 。 

物质 系统 之 间 的 自 相似 性 在 生物 界 也 广泛 地 存在 着 。 以 人 为 例 , 人 是 由 类 人 猿 
进化 到 一 定 程 度 的 产物 ,解剖 学 研究 表明 ,人 体 中 的 大 脑 .神经 系统 .血管 .呼吸 系统 、 
消化 系统 等 在 结构 上 都 具有 高 度 的 自 相似 性 。 图 1. 6 是 人 体 小 肠 的 结构 ,由 图 可 以 
看 到 , 当 以 不 同 的 放大 倍数 观察 小 肠 结构 时 , 即 从 (a) 到 (e), 较 大 的 形态 与 较 小 的 形 
态 之 间 的 相似 表明 小 肠 结 构 具 有 自 相 似 性 。 


图 1.6 人 体 小 肠 的 自 相 似 结构 


再 来 看 一 下 由 我 国生 物 学 家 张 颖 清 教 授 提 出 的 全 息 胚 理论 ”3。 植 物 的 一 块 
根茎 一 根 枝条 .一片 叶子 都 包含 着 这 种 植物 的 全 部 信息 ,或 者 说 是 一 整套 基因 ,它们 
可 以 培育 成 完整 的 植物 体 。 从 分 形 的 角度 来 看 ,这 正好 反映 了 植物 体 本 身 所 具有 的 
自 相 似 性 ,是 动力 学 过 程 中 本 质 特性 的 体现 。 这 个 规律 不 只 是 存在 于 植物 之 中 ,在 动 
物 中 也 同样 适用 , 现 已 发 展 成 生物 学 的 一 个 新 的 分 支 学 科 一 -一 全 息 生 物 学 ,这 是 由 中 
国人 创建 的 新 学 科 。 全 息 生 物 学 是 研究 生物 体 部 分 与 整体 或 部 分 与 部 分 之 间 在 生物 
学 特性 上 全 息 相 关 的 规律 以 及 其 应 用 的 学 科 。 

无 论 是 动物 的 体 细胞 ,还 是 植物 的 体 细胞 ,都 具有 潜在 的 发 育成 新 整体 的 能 力 ， 
这 称 为 全 能 性 。 体 细胞 的 全 能 性 在 动 植物 的 个 体 本 体 上 ,在 自然 生长 条 件 下 就 会 表 


现 出 来 。 正 是 由 于 体 细胞 在 动 植物 个 体 本 体 这 样 天 然 培养 基 上 的 自主 发 育 , 才 使 全 
息 胚 体现 出 整体 缩 形 的 胚胎 性 质 , 才 使 全 息 豚 之 间 以 及 全 息 胚 与 整体 之 间 有 了 生物 
全 息 律 所 揭示 的 关系 。 全 息 胚 体现 出 整体 缩 形 ,这 就 反映 了 它们 之 间 的 日 相似 性 。 
一 般 来 说 ,全 息 胚 是 生物 体 上 处 于 向 着 新 整体 发 育 的 某 个 阶段 上 的 机 能 单位 , 它 在 生 
物体 上 是 广泛 存在 着 的 ,任何 一 个 在 功能 和 结构 上 有 相对 完整 性 并 与 其 周围 部 分 有 
相对 明确 边界 的 相对 独立 的 部 分 都 是 全 息 胚 ,真正 的 胚胎 是 能 够 发 育成 新 整体 的 全 
息 胚 ,是 全 息 胚 的 特例 。 

在 北方 冬季 ,大 白菜 在 自然 储存 条 件 下 ,在 植株 基部 可 以 长 出 小 的 植株 。 吊 兰 常 
从 叶 从 中 抽出 细 长 柔韧 下 垂 的 枝条 ,顶端 或 节 上 萌发 嫩 叶 和 和 气 生根 ,从 而 这 些 部 位 的 
全 息 胚 得 到 高 度 的 发 育 而 成 为 小 的 完整 植株 。 鹿 蹄 草 的 全 息 胚 如 图 1.7 所 示 , 发 育 
一 年 的 全 息 胚 只 有 几 片 时; 发育 3 一 4 年 的 全 息 胚 才 可 以 达到 开花 的 阶段 。 

在 原生 动物 中 ,可 以 由 独立 性 较 强 的 全 息 胚 组 成 群体 性 个 体 。 某 些 群 体 性 鞭毛 
虫 由 群体 组 织 中 所 分 出 的 个 别 的 未 分 化 的 细胞 能 够 发 育成 新 的 群体 性 整体 。 海 绵 动 
物 的 大 多 数 类 型 是 群体 性 动物 ,分 离 出 来 的 全 息 胚 都 可 以 继续 发 育 而 成 为 一 个 新 的 
群体 性 整体 。 腔 肠 动 物 在 其 最 发 达 的 形态 时 ,也 是 群体 性 的 整体 。 淡 水 水 昕 在 出 芽 
生殖 时 ,于 母体 上 由 体 细胞 的 发 育 而 形成 的 每 一 个 幼年 水 蝗 个 体 就 是 一 个 胚 性 明显 
的 全 息 胚 。 这 样 的 全 息 胚 已 经 从 形态 上 可 以 看 出 是 一 个 小 的 个 体 了 ,如 图 1. 8 Bron 
对 腔 肠 动物 来 说 , 体 细胞 的 全 能 性 可 以 有 很 强 的 表现 : HH UK HR ZEE E UI P RS IE DURX 
毫米 的 小 块 就 可 以 发 育成 新 的 个 体 。 
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以 上 仅仅 是 全 息 胚 概念 的 一 个 简略 介绍 ,之 所 以 介绍 全 息 胚 学 说 ,是 由 于 它 充 分 
体现 了 自 相似 性 。 在 全 息 胚 学 说 的 自身 发 展 过 程 中 ,也 已 经 引入 了 “相似 条" 这样 一 
个 概念 ,来 表示 对 应 部 位 之 间 生 物 学 特性 相似 程度 的 大 小 。 全 息 胚 的 相似 度 越 大 , 则 
全 息 胚 之 间 在 形态 和 结构 上 越 相似 ,如 一 株 植 物 的 各 叶 之 间 , 或 一 株 植物 的 各 种 子 
之 间 。 
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应 该 注意 的 是 ,在 本 节 中 强调 的 是 自 相 似 性 ,而 不 是 相同 或 简单 的 重复 。 另 外 ， 
自 相 似 性 通常 只 和 非 线 性 复杂 系统 的 动力 学 特征 有 关 。 总 而 言 之 , 随 着 人 类 对 自然 
界 中 复杂 的 . 非 线 性 动力 学 系统 行为 认识 的 逐步 深化 ,提出 了 自 相 似 性 这 个 新 的 概 
念 , 它 是 包括 人 类 社会 在 内 的 自然 界 中 普遍 存在 的 一 个 客观 规律 ,和 自 相 似 性 有 关 的 
研究 将 促使 非 线性 科学 的 进一步 发 展 。 


1.3. 标 度 不 变性 


1.2 节 讨 论 了 分 形 具有 自 相似 性 ,在 这 一 节 中 将 讨论 标 度 不 变性 , 即 一 个 具有 有 自 
相似 特性 的 物体 (系统 ) 必 定 满足 标 度 不 变性 ,或 者 说 这 类 物体 没有 特征 长 度 。 

所 谓 标 度 不 变性 ,是 指 在 分 形 上 任 选 一 局 部 区 域 ,对 它 进 行 放大 ,这 时 得 到 的 放 
大 图 又 会 显示 出 原 图 的 形态 特性 。 因 此 ,对 于 分 形 ,不 论 将 其 放大 或 缩小 , 它 的 形态 、 
复杂 程度 .不 规则 性 等 各 种 特性 均 不 会 发 生变 化 ,所 以 标 度 不 变性 又 称 为 伸缩 对 称 
性 。 通 俗 一 点 说 ,如 果 用 放大 镜 来 观察 一 个 分 形 ,不 管 放大 倍数 如 何 变化 ,看 到 的 情 
形 都 是 一 样 的 ,从 观察 到 的 图 像 ,无 法 判断 所 用 放大 镜 的 倍数 。 以 前 面 提 到 的 云 为 
例 , 当 用 某 一 倍数 的 望远镜 来 进行 观察 时 ,会 看 到 某 种 复杂 的 不 规则 的 四 凸 形态 ;如 
果 继 续 用 较 高 倍数 的 望远镜 再 来 观察 云 的 一 个 局 部 时 ,还 会 看 到 同样 复杂 而 不 规则 
的 凹凸 形态 ,与 前 面 看 到 的 图 像 完 全 类 似 ; 如 果 再 用 更 高 倍数 的 望远镜 来 观察 ,情况 
也 是 如 此 。 

图 1.9 显示 了 一 个 自 相 似 表面 的 投影 图 ,图 1.9(b) 是 图 1.9Ca) 中 一 个 凸 出 端的 
放大 图 , 它 同 样 显示 出 图 1. 9(a)? 的 基本 几何 特征 ,从 这 两 个 图 无 法 判断 它们 的 放大 
倍数 的 大 小 ,也 就 是 说 ,这 个 自 相 似 表面 具有 标 度 不 变性 。 


(b) 
图 1.9 一 个 自 相 似 表 面 的 投影 图 


按照 分 形 的 分 类 ,图 1.9 中 的 自 相似 表面 属于 表面 分 形 (surface fractal) ,并 可 用 

下 式 来 描述 : 
S ~ RB (1.2) 
式 中 ,S 是 表面 积 ,D. 是 表面 分 形 维 数 (surface fractal dimension), R 是 该 表面 的 下 
度 。 应 该 注意 ,对 一 个 普通 的 致密 的 平整 表面 ,D., 一 2; 而 对 分 形 表 面 ,D, 可 以 是 2 和 


3 之 间 的 非 整数 。 实 际 上 ,D, 也 提供 了 表面 粗糙 度 的 一 个 定量 描述 。 

在 1.2 节 中 介绍 的 Koch 曲线 是 具有 严格 的 自 相 似 性 的 有 规 分 形 ,无 论 将 它 放 
大 或 缩小 多 少 倍 , 它 的 基本 几何 特征 都 保持 不 变 , 很 显然 , 它 具 有 标 度 不 变性 。 

从 以 上 的 例子 可 以 看 到 ,除了 严格 的 数学 模型 外 (如 Koch 曲线 ) ,对 于 实际 的 分 
形体 来 说 ,这 种 标 度 不 变性 只 在 一 定 的 范围 内 适用 。 通 常 把 下 边界 取 到 原子 尺度 ,上 
边界 取 到 宏观 实物 。 对 一 般 的 物体 而 言 , 标 度 变换 的 范围 往往 可 以 达到 好 几 个 数量 
级 。 人 们 通常 把 标 度 不 变性 适用 的 空间 称 为 该 分 形体 的 无 标 度 空 间 , 例 如 云 的 投影 
只 在 1~10 平方 公里 尺度 内 有 自 相似 性 ,其 维 数 为 1. 35, 在 此 范围 以 外 ,就 不 是 分 
形 了 。 

随 着 分 形 理论 的 产生 和 发 展 ,逐步 地 形成 了 分 形 几 何 学 ,这 是 近 十 几 年 才 发 展 起 
来 的 数学 的 一 个 分 支 ,又 称 为 非 欧 氏 几 何 学 ,与 具有 2000 多 年 历史 的 欧 几 里 得 几何 
学 相 比 ,它们 的 差异 是 十 分 明显 的 ,如 表 1.1 所 示 。 


表 1.1 分 形 几 何 学 与 欧 氏 几何 学 的 差异 


描述 的 对 象 特征 长 度 | 表达 方式 维 数 
0 及 正 
BEG ILA | 入 类 创造 的 简单 的 标准 物体 有 用 数学 公式 
- 一 般 是 分 数 
Te ay 2 IR Y 4 d Ju t TE B TII 
SS HB ILA | 大 自然 创造 的 复杂 的 真实 物体 无 ABR < 可 以 是 正 整数 ) 


ee. 


下 面 对 表 1. 1 中 的 特征 长 度 这 一 名 词 , 作 一 个 简单 的 说 明 。 自 然 界 存在 的 所 有 
物体 的 形状 和 人 类 迄今 所 考虑 的 一 切 图 形 , 大 致 可 分 为 如 下 两 种 : 具有 特征 长 度 的 
图 形 和 不 具有 特征 长 度 的 图 形 。 对 特征 长 度 , 并 没有 严密 的 定义 ,一般 认为 能 代表 物 
体 的 几何 特征 的 长 度 , 就 称 为 该 物体 的 特征 长 度 。 如 一 个 球 的 半径 ,正方 体 的 边 长 ， 
人 的 身高 ,汽车 的 长 度 , 这 些 都 是 各 个 物体 (包括 人 ,从 几何 学 角度 来 看 ,人 也 是 一 个 
特定 的 几何 体 ) 的 特征 长 度 ,它们 很 好 地 反映 了 这 些 物体 的 几何 特征 。 对 具有 特征 长 
度 的 物体 的 形状 ,对 它们 即使 稍 加 简化 ,但 只 要 其 特征 长 度 不 变 , 其 几何 性 质 也 不 会 
有 太 大 的 变化 。 如 竖 起 一 个 代替 人 的 .与 人 具有 相同 高 度 的 圆柱 ,那么 从 远 处 去 看 ， 
也 不 会 有 太 大 的 差错 ;如 果 再 精细 一 点 ,以 小 圆柱 代替 手 和 腿 , 以 矩形 体 代替 身躯 ,以 
球 代 替 头 , 那 么 就 会 很 像 人 了 ;还 可 以 添上 和 手指、 鼻子 、 嘴 、 眼 睛 等 细微 特征 , 那 就 更 像 
一 个 人 。 换 名 话说 ,关于 这 类 物体 ,可 以 用 几何 学 上 熟知 的 矩形 体 、 贺 柱 、 球 等 简单 形 
状 加 以 组 合 ,就 能 很 好 地 与 其 构造 相近 似 。 

具有 特征 长 度 的 最 基本 形状 ,虽然 有 上 述 球 、 圆 柱 或 矩形 体 这 类 几何 学 上 的 简单 
形状 ,但 这 些 基 本 形状 却 具 有 共同 的 重要 性 质 , 那 就 是 构成 其 形状 的 线 和 面 的 平滑 
(光滑 ) 程 度 。 球 的 表面 处 处 都 是 光滑 的 ,矩形 体 虽 有 楼 角 , 但 其 面 却 是 平滑 的 ,也 就 
是 说 ,几乎 任何 位 置 都 是 可 以 微分 的 。 自 然 界 中 物体 的 形状 , 几 是 属于 这 一 类 的 物 
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体 ,一 般 如 果 不 是 真正 平滑 的 ,也 是 近似 地 平滑 的 。 以 地 球 为 例 , 一 般 可 以 把 它 看 作 
一 个 球 ,再 确切 一 些 , 把 它 看 作 一 个 回转 椭 球 。 然而 真正 的 地 球 表面 却 是 凹凸 不 平 
的 , 既 有 山 又 有 水 ,但 这 些 差 询 与 地 球 特 征 长 度 \ 地 球 的 半径 ) 相 比 是 可 以 忽略 的 。 

下 面 再 来 看 不 具有 特征 长 度 的 物体 的 特点 。 以 天 空中 的 积 雨 云 为 例 ,翻滚 的 积 
十 云 的 各 个 部 分 , 粗 看 时 也 像 球 的 形状 ,但 车 仔细 观察 ,可 以 发 现 ,在 认为 是 球 的 部 分 
又 存在 着 不 可 忽视 的 媚 凸 ,必须 取 一 些 较 小 的 球 来 进行 近似 ;但 更 细致 的 观察 又 要 求 
以 更 小 的 球 来 进行 近似 ; 随 着 观察 范围 的 逐步 缩小 ,一 再 要 求 以 越 来 越 小 的 球 来 进行 
近似 ,以 至 无 穷 。 也 就 是 说 ,者 要 把 积 雨 云 表现 得 更 像 一 些 , 就 必须 准备 无 数 不 同 大 
小 的 球 。 如 果 用 和 矩形 体 或 椭圆 体 去 近似 积 雨 云 ,情况 也 是 如 此 。 这 说 明 , 如 果 想 用 具 
有 特征 长 度 的 图 形 去 近似 的 话 , 那 么 与 真正 的 云 的 形状 相 比 ,任何 时 候 都 会 产生 不 可 
忽视 的 很 大 的 差异 ,为 减 小 这 些 差异 ,必须 准备 无 数 不 同 大 小 的 几何 体 [ 。 所 以 认 
为 这 类 物体 不 具有 特征 长 度 ,或 者 说 具有 标 度 不 变性 。 

在 前 面 的 讨论 中 已 经 指出 , 云 是 具有 自 相 似 性 的 物体 ,所 以 具有 自 相 似 性 是 没有 
特征 长 度 的 物体 (或 图 形 ) 的 一 个 重要 性 质 。 自 相似 性 指 的 是 若 把 所 考虑 的 图 形 的 局 
部 放大 , 则 其 形状 与 整体 (或 者 大 部 分 ) 完 全 相似 或 者 在 统计 意义 上 自 相似 (参见 1. 2 
节 )。 由 1.2 节 和 本 节 所 述 ,可 以 看 到 , 自 相似 性 与 标 度 不 变性 是 密切 相关 的 ,具有 自 
相似 性 的 结构 (或 图 形 ) ,一 定 会 满足 标 度 不 变性 。 应 该 指出 的 是 , 自 相似 性 和 标 度 不 
变性 是 分 形 的 两 个 重要 特性 。 


1.4 非 线 性 非 平衡 态 热 力学 


经 典 热力 学 通常 假定 其 处 理 的 对 象 是 处 于 平衡 的 ,并 且 所 考虑 的 过 程 是 无 限 组 
慢 的 。 一 个 初始 具有 不 均匀 浓度 分 布 或 不 均匀 温度 分 布 的 孤立 体系 ,总 是 自发 地 并 
且 单方 向 地 趋 于 一 个 均 色 分布 的 状态 , 即 热力 学 平衡 态 , 简称 平衡 态 ,一 个 在 分 子 水 
平 上 最 混乱 最 无 序 的 状态 ,此 时 体系 内 部 不 再 有 任何 宏观 过 程 ( 如 宏观 的 热传导 , 扩 
散 或 化 学 反应 ) 。 如 将 一 滴 蓝 墨水 滴 到 一 杯 水 中 , 蓝 色 的 墨水 “分 子 总 是 很 快 地 向 周 
围 扩散 ,最 后 得 到 的 是 一 杯 均匀 的 浅 蓝 色 溶 液 , 此 时 旱 水 “分 子 ” 和 水 分 子 达 到 均匀 的 
混合 ,体系 是 一 个 宏观 静止 的 平衡 态 ,对 应 于 这 个 平衡 态 BR TA BUR AA 

在 解释 体系 自发 趋 于 平衡 和 趋 于 无 序 的 这 种 行为 方面 ,经 典 热力 学 已 经 取得 了 
巨大 的 成 功 。 但 是 趋 于 平衡 和 趋 于 无 序 并 不 是 自然 界 的 普遍 规律 ,以 生物 体系 为 例 ， 
从 达尔 文 的 生物 进化 论 可 以 看 到 ,在 生物 界 ,进化 的 结果 总 是 导致 种 类 繁多 和 结构 的 
复杂 化 , 即 有 序 的 增加 。 因 而 生物 学 家 认为 ,在 空间 和 功能 方面 的 有 序 是 生命 的 基本 
特性 ,而 这 一 类 宏观 范围 的 时 空 有 序 ,只 有 在 非 平衡 条 件 下 通过 和 外 界 环境 间 的 物质 
和 能 量 的 交换 才能 维持 。 这 类 体系 在 热力 学 中 被 称 为 开放 体系 。 生 物体 系 显然 属于 
开放 体系 ,因为 生物 体 总 是 不 断 地 和 环境 交换 着 物质 和 能 量 。 除 了 生物 界 以 外 ,开放 


体系 在 非 生命 系统 中 也 大 量 存 在 ,如 1.1 节 中 列举 的 那些 产生 自 组 织 现象 的 体系 。 
对 生物 体系 和 非 生命 系统 存在 的 大 量 有 序 结 构 的 起 因 ,经 典 热 力学 是 无 法 解释 的 。 

热力 学 的 近代 发 展 是 将 热力 学 概念 和 方法 推广 到 非 平衡 态 的 线性 区 ( 即 近 平衡 
态 ), 通 常 称 为 线性 非 平 衡 态 热力 学 ,简称 为 线性 热力 学 "2 。 线 性 热力 学 已 是 一 
门 比较 成 熟 的 理论 , 它 的 主要 内 容 有 Onsager 在 1931 年 确立 的 Onsager 倒 易 关 
FU 和 Prigogine 在 1945 年 确立 的 最 小 烂 产 生 原 理 “”“”“ 。 线 性 热力 学 对 许多 输 运 
现象 包括 生物 体 中 的 输 运 现象 有 重要 的 应 用 。 但 它 仍 无 法 解释 时 空 有 序 结构 的 形 
成 ,因为 这 类 有 序 结构 本 质 上 是 在 远离 平衡 的 条 件 下 形成 和 维持 的 。 

随 着 对 远离 平衡 的 非 线 性 体系 的 研究 的 逐步 深入 ,逐步 产生 了 研究 远离 平衡 条 
件 下 的 热力 学 ,通常 称 非 线 性 非 平衡 态 热 力学 ,简称 为 非 线 性 热力 学 。 


非 线 性 热力 学 迄今 还 没有 成 熟 的 理论 , 它 所 涉及 的 许多 概念 还 是 目前 人 们 争论 . 


的 对 象 "1 ,但 是 非 线性 热力 学 已 能 从 原则 上 为 认识 宏观 范围 的 时 空 有 序 结构 的 起 因 
提供 线索 ,其 主要 观点 是 : 任何 一 种 新 出 现 的 有 序 结 构 总 可 以 看 成 是 某 种 无 序 状态 
失去 稳定 性 的 结果 ,是 在 不 稳定 性 之 后 某 种 涨 落 被 放大 的 结果 。 即 在 某 些 条 件 下 , 体 
系 通过 和 外 界 环境 不 断交 换 能 量 和 物质 以 及 通过 内 部 的 不 可 疼 过 程 , 无 序 态 可 能 失 
去 稳定 性 , 某 些 涨 落 可 以 被 放大 而 使 体系 达到 某 种 有 序 的 状态 。 比 利 时 的 Prigogine 
把 这 样 形成 的 有 序 状 态 称 为 耗 散 结构 ,因为 它们 的 形成 和 维持 需要 能 量 的 
FEBRE, 

应 该 看 到 , 非 线 性 非 平衡 态 热力 学 和 经 典 热力 学 一 样 ,其 结论 是 很 一 般 的 。 要 处 
理 一 个 具体 的 问题 ,还 必须 采用 动力 学 分 析 的 手段 。 因 为 耗 散 结构 还 只 是 一 种 概念 ， 
是 一 种 在 不 稳定 性 之 后 可 能 出 现 的 东西 ,要 在 理论 上 证 实 它们 的 存在 以 及 揭示 它们 
的 行为 必须 具体 地 分 析 体 系 以 及 体系 中 发 生 的 过 程 ,就 必须 依靠 动力 学 方程 以 及 适 
当 的 数学 分 析 方 法 。 但 是 无 论 采用 何 种 方法 ,首先 要 确定 产生 不 稳定 的 条 件 。 经 验 
表明 ,远离 热力 学 平衡 仅仅 是 产生 不 稳定 性 的 一 个 必要 条 件 ,而 不 是 充分 条 件 。 从 动 
力学 观点 看 ,产生 不 稳定 的 另 一 个 必要 条 件 是 动力 学 过 程 中 必须 包括 适当 的 非 线性 
反馈 。 这 些 非 线性 反馈 使 得 体系 中 各 个 单元 有 可 能 合作 起 来 行动 而 形成 有 序 的 耗 散 
结构 。 这 些 有 序 结构 的 产生 都 是 不 稳定 性 的 结果 ,在 这 个 过 程 中 , 涨 落 的 行为 起 着 决 
定性 的 作用 。 因 此 ,对 这 类 现象 的 研究 也 可 以 一 般 地 叫做 关于 结构 .稳定 性 和 涨 落 的 
科学 92 RE ACA HY BRIO ZE (LB ERI A A ER AT SE E T ALT 
究 对 象 是 相同 的 ,都 是 通过 非 线性 动力 学 分 析 和 对 涨 落 的 研究 来 弄 清 有 序 现象 的 宏 
观 行为 和 微观 起 源 ,只 是 从 各 自 的 角度 进行 探索 ,起 了 不 同 的 名 称 而 已 。 

为 了 了 解 热力 学 的 发 展 过 程 及 熟悉 非 线性 热力 学 的 理论 ,下 面 列 出 从 经 典 热力 
学 到 非 线 性 非 平衡 热力 学 的 主要 研究 成 果 ” 。 

热力 学 第 一 定律 可 由 一 个 数学 表达 式 子 以 表达 : 

AE=Q-—A (1.3) 


(RSS) 
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式 中 ,AE 为 始 态 到 终 态 体系 内 能 的 增 量 ,Q 代表 环境 传递 给 体系 的 热量 ,A 代表 体 
系 对 环境 做 的 功 。 

炉 是 体系 的 一 个 状态 泣 数 ,用 S Ae AS BS REC RT VLA Bd: 一 部 分 是 由 
体系 和 外 界 环境 间 的 相互 作用 引起 的 , 即 出 物质 和 能 量 的 流出 或 流入 的 过 程 引起 的 ， 
用 d.S 表示 ; 另 一 部 分 是 由 体系 内 部 的 不 可 逆 过 程 产生 的 ,用 diS 表示 ,于 是 有 如 下 
KR: 


dS = dS + dS (1. 4) 
热力 学 第 二 定律 最 一 般 的 数学 表达 式 可 写成 ; 
dS > 0 (1. 5) 


式 中 ,diS AR Ze PE AE BAL B 2E FE. 24 TIS RS PL Z8 I n] ai 28 4C EST Dg Tt RR 
28 Ja AN up 3st 38 4E p D E . BI 
d$-0 《可 逆 过 程 ) 
dS>0 (AA) wate) 
对 于 封闭 体系 (与 环境 间 没 有 物质 变换 ,但 可 以 有 能 量 交 换 的 体系 ), 经 典 热力 学 
的 一 个 重要 关系 式 是 ， 


(1.6) 


as = ds 38 zo (1.7) 


这 就 是 经 典 的 Carnot-Clausius AER, ERMAN, WRR A BBA A 3 
过 程 , 即 diS 一 0, 有 


dS = d.S = (1.8) 
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对 于 封闭 体系 ,物质 的 总 量 不 变 , 内 能 已 和 体积 可 选 作 独 立 变量 ,S 是 它们 的 
函数 
S = f(E,V) (1.9) 
对 于 开放 体系 (与 环境 间 既 可 以 有 物质 交换 ,也 可 以 有 能 量 交换 的 体系 ) ,体系 内 
的 物质 的 总 量 不 再 保持 不 变 , 每 种 物质 的 量 也 是 独立 变量 , 即 
S = f(E,V,(N,}) CI. 10) 
其 中 ,NN; 为 第 i 种 物质 的 摩尔 数 ,{ NN;}) 代 表 Ni Noseta Nio 
一 个 体系 如 果 处 于 平衡 态 , 则 其 中 必 不 再 有 任何 不 可 道 过 程 ,于 是 平衡 的 条 件 为 
dS = 0 《1. 11) 
Boltzmann 有 序 原理 (Boltzmann's Order Principle) A] A Jg S= Ksln PROP 
为 某 一 状态 出 现 的 概率 ,Ks X Boltzmann 常数 。 它 很 好 地 解释 了 液体 和 固体 中 有 序 
结构 的 形成 。 在 高 温 ,体系 处 于 某 种 相对 无 序 的 状态 (如 气态 ) ,低温 下 体系 处 于 某 种 
相对 有 序 的 状态 (如 液态 ) ,进一步 降低 温度 可 得 到 更 有 序 的 状态 (如 固态 的 晶体 )。 
无 论 是 无 序 状 态 还 是 有 序 状 态 ,都 是 在 相应 条 件 下 的 最 可 几 状 态 ( 概 率 最 大 的 状态 ) 。 


在 液体 和 国体 (更 典型 的 是 晶体 ) 中 出 现 的 有 序 结构 常 叫做 平衡 结构 ,因为 它们 不 仅 
可 以 在 平衡 的 条 件 下 形成 ,还 可 以 在 平衡 的 条 件 下 (甚至 孤立 的 条 件 下 ) 维 持 而 不 需 
要 任何 物质 和 能 量 的 补充 。 这 种 平衡 结构 中 的 有 序 是 在 分 子 水 平 上 定义 的 ,它们 是 
靠 分 子 间 的 相互 作用 来 维持 的 ,分 子 间 相互 作用 距离 通常 为 10: cm, 所 以 平衡 结构 
中 有 序 的 特征 长 度 也 在 这 个 量 级 上 。 

但 是 Boltzmann 有 序 原理 解释 不 了 生命 科学 和 非 生命 科学 中 种 种 自 组 织 有 序 现 
象 ,而 且 这 些 有 序 现象 与 Boltzmann 有 序 原 理 是 根本 相 违 背 的 。 

应 该 清醒 地 看 到 ,经 典 热力 学 的 结论 只 是 从 孤立 体系 (与 环境 之 间 没 有 任何 相互 
作用 , 即 既 无 物质 交换 又 无 能 量 交 换 的 体系 ) 中 以 及 在 偏离 平衡 不 远 的 条 件 下 总 结 出 
来 的 规律 ,而 在 1.1 节 中 列举 的 大 量 自 组 织 现 象 中 ,体系 是 处 于 开放 的 和 远离 平衡 的 
条 件 下 。 热 力学 上 开放 体系 和 孤立 体系 的 主要 差别 在 于 ; 对 于 开放 体系 , 随 着 和 环 
36 [8] £5] 4] Jo AN AE Bk S456 EE PARSE dS 。 按 照 式 (1. 4), 只 要 维持 一 个 
A A BY AT dS <0) ,原则 上 体系 有 可 能 被 维持 在 某 种 比 平衡 态 低 箭 的 状态 ,这 种 
低 灶 状 态 可 对 应 于 某 种 有 序 状 态 !31 。 

以 比利时 Prigogine 为 首 的 布鲁塞尔 学 派 长 期 研究 非 平 衡 态 和 不 可 逆 过 程 的 热 
力学 理论 ,他 们 在 研究 相 变现 象 ( 如 水 变 成 冰 这 样 一 种 突变 现象 ) 时 得 到 启发 ,突变 现 
象 是 一 种 失 稳 现 象 ,任何 一 种 有 序 状 态 的 出 现 都 可 以 看 作 是 某 种 无 序 的 参考 态 失去 
稳定 性 的 结果 。 如 水 变 成 冰 这 样 的 相 变 过 程 是 由 于 分 子 间 的 相互 作用 使 得 原来 无 序 
的 均匀 状态 变 得 不 稳定 的 结果 。 所 以 为 了 找到 自 组 织 现象 的 起 因 , 首 先 要 弄 清 产生 
不 稳定 性 现象 的 原因 。 在 平衡 条 件 下 最 多 只 能 形成 在 分 子 水 平 上 定义 的 平衡 结构 ， 
而 不 能 形成 宏观 的 时 空 有 序 结构 。 在 后 面 将 会 看 到 , 当 体 系 处 于 远离 热力 学 平衡 的 
时 候 ( 宏 观 上 不 随时 间 变 化 的 恒定 状态 ,简称 为 定 态 ) 有 可 能 失去 稳定 性 ,从 而 在 原则 
上 表明 了 宏观 的 有 序 结构 有 可 能 在 远离 平衡 的 体系 中 形成 ,这 在 概念 上 是 一 个 大 的 
突破 ,冲破 了 热力 学 第 二 定律 所 提出 的 不 可 能 在 非 生命 体系 中 形成 宏观 有 序 结构 的 
观念 的 束缚 。 

下 面 介 绍 非 平 衡 态 热力 学 基础 ,首先 介绍 的 是 局 域 平 衡 假设 。 为 了 能 继续 保持 
热力 学 的 含义 而 又 能 绕 过 定义 非 平衡 态 热 力学 量 的 困难 ,在 非 平衡 态 热力 学 中 引入 
了 所 谓 的 局 域 平 衡 的 假说 (Assumption of Local Equilibrium) ,其 基本 意思 如 下 : 设 
想 把 所 讨论 的 体系 分 成 许多 很 小 的 体积 元 ,每 个 体积 元 在 宏观 上 是 足够 小 ,以 至 于 它 
的 性 质 可 以 用 该 体积 元 内 部 的 某 一 点 附近 的 性 质 来 代表 ,但 所 有 的 体积 元 在 微观 上 
又 是 足够 大 ,每 个 体积 元 内 部 包含 有 足够 多 的 分 子 ( 泛 指 体 系 中 的 基本 结构 单元 ) , 因 
而 仍 能 满足 统计 处 理 的 要 求 。 局 域 平衡 假设 是 把 从 平衡 态 热力 学 中 得 到 的 结果 推广 
到 非 平 衡 态 热力 学 中 的 第 一 步 ,目前 绝 大 部 分 理论 工作 是 基于 这 样 一 个 假 
设 的 [5 T, 


在 局 域 平衡 假设 的 基础 上 , 非 平衡 态 热力 学 还 是 以 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 
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为 基础 。 因 为 对 非 平衡 体系 来 说 , 态 变 量 的 值 可 能 随 位 置 而 变 。 总 体 描述 可 能 失去 
意义 而 必须 采用 局 域 描述 ,所 以 必须 寻找 各 种 局 域 热力 学 量 之 间 的 定量 关系 ,其 出 发 
点 是 各 种 守恒 定律 和 连续 性 方程 。 

在 非 平衡 体系 中 ,一 切 态 变量 是 时 间 上 和 空间 位 置 + 的 函数 。 假 定 在 体系 中 的 任 
何 一 个 特定 的 时 空 点 ,这 样 的 函数 是 存在 并 连续 的 ,也 就 是 说 体系 可 以 作为 蘑 种 连续 介 
质 来 处 理 。 下 面 列 出 任何 一 个 守恒 量 在 连续 介质 中 必须 满足 的 一 般 的 连续 性 方程 : 


gari. = — Y. jolr,t) (1. 12) 


式 中 下 标 Q 被 设 为 某 个 广 延 量 ,并 且 是 个 守恒 量 , 体 系 在 上 时刻 和 位 置 r 处 的 Q 的 密 
EH pD , 流 密度 为 jat). 

若 考 虑 质量 守恒 方程 , 设 某 体系 中 有 /种 组 分 ,它们 在 单位 体积 中 的 摩尔 浓度 分 
别 为 ,ns，,… ,ny。 原 则 上 在 每 一 个 小 体积 元 内 这 些 量 的 值 可 以 通过 两 种 方式 发 生 


变化 一 是 通过 和 外 界 环境 的 交换 , 二 是 通过 内 部 的 化 学 反应 。 如 以 写生 表示 交换 


过 程 对 变化 的 贡献 ， min. RR MEAE BUM 贡献 MI 
dn; den; , din; 
dt dt T dt (1. 19 


利用 式 (1. 12) 表 示 的 连续 性 方程 ,并 且 设 j;(r,t) 为 第 i 种 组 分 在 位 置 r 处 的 物质 流 ， 
vw 为 参与 第 p 个 反应 的 反应 物 (或 反应 产物 ) 的 化 学 计量 系数 ,w, 为 第 o 个 反应 的 速 
度 , 则 有 总 的 质量 守恒 方程 为 
im =y. j+ Eryo, (1.14) 
FRR AE GE. ERA Sh AAU RE ROP RO AR Je) R E G6 A ER 
立 , 则 按 Gibbs 公式 


TdS = dE + PdV — DidN,; (1. 15) 
有 


ds 1 de 1 dn; 
_ en .16 
d Td T2 (1. 16) 


trp ss 和 e Ap IDA SE BE ALN RE HE ,mi 为 第 i 种 组 分 的 化 学 势 。 
由 能 量 守恒 原理 及 连续 性 方程 ,可 得 到 无 外 场 无 对 流 情况 下 的 炳 平衡 方程 


— Sud. 
ao Vt) nes (7) 
- iV (E)- 3 E, (1.17) 
H Pp 


PERHE 4 TEES FD VA SP ARAB RE VE kB BA 77 8 7A 
析 质 量 守 恒 方 程 。 如 果 在 时 刻 1 位 于 位 置 r 处 的 流体 体积 元 的 质心 速度 为 u(r,1)， 
第 i 种 组 分 的 质心 流速 为 u; ,质量 密度 为 c ,质量 扩散 流 为 


j? = o; — u) (1.18) 
则 在 没有 化 学 反应 时 ,有 
ge: =— oV- u— V. j” (1.19) 
如 果 考 虑 到 化 学 反应 的 贡献 , 则 有 
E: =~ pV u— y. j? + Dy Mw, (1. 20) 


式 中 ,M, 为 第 i 种 组 分 的 分 子 量 。 
再 看 动量 守恒 定律 ,可 写作 如 下 形式 


Jou 
=v (puu + P) + DoF, (1.21) 


式 中 ,pu 为 动量 密度 , Couu 十 已 ) 为 动量 流 ，> oF, 为 动量 源 ,FF 为 作用 于 单位 质量 
的 第 i 种 组 分 上 的 作用 力 。 
而 能 量 守恒 方程 可 写 为 
TE) = Vj, (1. 22) 
AP, je 为 能 量 流 密度 (单位 时 间 通 过 单位 面积 的 能 量 ),s 为 单位 质量 的 介质 所 包含 
的 总 能 量 。 
在 分 析 了 质量 守恒 方程 ,动量 和 能 量 守恒 方程 后 ,就 可 得 出 单位 体积 中 的 灶 平 衡 


方程 
9s 29 4 Y —— V. cu d l. Bis 
2: ap PS? = Reece T 
1l u p M;F 
th y(r) Dae [9 (GF) S| 
— HI: Vu 一 De, (1. 23) 
式 中 ,* A UE a Hp BOLA ye, 为 化 学 势 ,六 为 热流 ,下 为 外 力 ,H/T 为 粘性 应 力 
张 量 。 
由 于 炉 不 是 一 个 守恒 量 , 一 个 体系 的 总 炉 随 时 间 的 变化 可 以 写作 如 下 形式 
ds df Os, . 
5 f cdo — | Sv —— [| adn ed, +] dvo (1. 24) 


其 中 ,J FCPS vB SEP D Ta BR BY lg B CGS PT TUBE DE o Fe Rr RB P^ ^E RR RS 
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EK, BIA TRS PE. AB UL RT AES E 


J, = su 4 A PE (1.28) 


式 (1. 250 4103/2 88 — BU e h Dri ah Ee 5 b TÉ Hl Do BS LA I] Fe | Hl T 
RITA dig Bod res UE RE URL. E Pn HET UL RS DX 


oie y (p Dae [-9 (F)+ 


1 一 D watts 

一 元 了 Yat 2, T9 (1. 26) 
XC. 26) 右 边 第 一 项 与 热传导 有 关 , 第 二 项 和 扩散 过 程 ( 包 括 自 然 扩 散 和 在 外 力 场 作 
用 下 的 扩散 ) 有 关 , 第 三 项 与 粘 清流 动 有 关 , 而 第 四 项 和 化 学 反应 有 关 。 热 流 JUI 
散 流 Ji A TERI ZI SET H/T 和 化 学 反应 速率 w, 可 以 广义 地 称 为 不 可 逆 过 程 的 热力 
学 流 ,简称 “ 流 ”。 式 (1.26) 布 边 各 项 中 的 另 一 个 因子 和 引起 相应 的 “ 流 ” 的 推动 力 有 
关 , 这 些 和 推动 力 有 关 的 因子 可 以 广义 地 称 为 不 可 逆 过 程 的 热力 学 力 , 简 称 “ 力 ”。 如 
RAI, 代表 第 种 不 可 逆 过 程 的 流 ,用 X, 代表 第 & 种 不 可 逆 过 程 的 力 , 则 式 (1.26) 
可 写作 如 下 的 一 般 形式 


o = SX, (1. 27) 
k 


ADE AE A BER RI BRS Se AP SR PR RUBER 
表 1.2 为 扩散 过 程 .热传导 过 程 ON A Bea RR MP A SL 
力学 力 的 具体 形式 。 

在 引入 了 热力 学 力 和 热力 学 流 以 后 ,可 以 知道 经 典 热力 学 ( 即 平衡 态 热力 学 ,又 
叫 可 逆 过 程 热 力学 ) 是 研究 当 热 力学 力 和 热力 学 流 丝 为 零 时 的 情况 。 对 于 开放 体系 ， 
当 边 界 条 件 迫 使 体系 离开 平衡 态 时 ,宏观 的 不 可 逆 过 程 随即 开始 ,于 是 热力 学 力 和 热 
FEE AAS 


#12 不 可 逆 过 程 的 流 I, MAX, 


不 可 逆 过 程 J X, 

扩散 mij -v (4) E 
热传导 shit A, v (4) 

ot ofc a KEII ILT 一 wu 

化 学 反应 反应 速率 w 一 Drees /T 


当 热力 学 力 很 弱 时 , 即 体系 的 状态 偏离 平衡 态 很 小 时 ,可 以 认为 热力 学 流 是 热力 
学 力 的 某 种 线性 函数 ,并 以 平衡 态 作为 参考 态 , 对 它 作 Taylor 展开 ,对 单一 过 程 可 以 
得 到 热力 学 力 和 热力 学 流 之 间 的 唯 象 关系 : 


J = Lx (1. 28) 
式 中 比例 系数 上 称 为 唯 象 系数 , 它 被 定义 为 
L- (55). (1. 29) 


像 式 (1.28) 那 样 的 唯 象 关系 表明 ,热力 学 力 和 热力 学 流 之 间 满 足 线性 关系 ,满足 
这 种 线性 关系 的 非 平衡 态 叫 做 非 平衡 态 的 线性 区 。 和 研究 线性 区 的 特性 的 热力 学 称 为 
线性 非 平 衡 态 热力 学 或 线性 不 可 逆 过 程 热力 学 , 它 是 热力 学 发 展 的 第 二 阶段 ,现在 已 
经 有 了 比较 成 熟 的 理论 。 而 热力 学 研究 的 第 一 阶段 是 研究 当 热 力学 力 和 热力 学 流 丝 
为 零 的 情况 ,这 就 是 平衡 态 热 力学 ,或 者 叫 可 逆 过 程 热 力学 或 经 典 热 力学 。 经 典 热 力 
学 早已 有 成 熟 的 理论 , 它 对 物理 学 、 化 学 和 自然 科学 的 其 他 领域 产生 过 并 继续 产生 着 
重要 的 作用 ,但 它 主 要 限于 描述 处 于 平衡 态 和 经 受 可 逆 过 程 的 体系 ,因此 它 主要 适用 
于 研究 孤立 体系 或 封闭 体系 。 

当 热 力学 力 不 是 很 弱 时 , 即 体系 远离 热力 学 平衡 时 , 则 在 热力 学 流 和 热力 学 力 的 
函数 的 Taylor 展开 式 中 ,包含 有 热力 学 力 的 高 次 需 的 那些 项 的 贡献 可 能 不 再 是 很 小 
的 ,因而 必须 在 展开 式 中 保留 这 些 非 线性 高 次 项 ,于 是 热力 学 流 是 热力 学 力 的 非 线性 
函数 。 热 力学 力 和 热力 学 流 之 间 超 过 线性 关系 而 必须 考虑 到 上 述 的 非 线性 关系 的 非 
平衡 态 叫 做 非 平 衡 态 的 非 线 性 区 。 研究 这 种 非 线 性 区 的 特性 的 非 平衡 态 热力 学 称 为 
非 线性 非 平衡 态 热 力学 或 非 线 性 不 可 赣 过 程 热力 学 。 研 究 非 线性 区 的 非 平衡 态 热力 
学 是 热力 学 发 展 的 第 三 阶段 。 这 个 阶段 开始 的 时 间 还 不 长 ,目前 还 没有 成 熟 的 理论 。 
介绍 线性 非 平衡 态 热力 学 和 非 线性 非 平衡 态 热力 学 是 本 节 的 主要 目标 , 下面 依 次 介 
绍 这 两 部 分 的 内 容 。 

有 许多 实验 事实 ,特别 是 有 关 物 质 和 能 量 的 输 运 过 程 的 实验 事实 表明 ,在 某 些 条 
件 下 力 和 流 之 间 确 实 满足 式 (1. 28) 表 达 的 线性 唯 象 关系 。 例 如 ,在 各 向 同性 介质 中 
热流 确实 正比 于 绝对 温度 (或 绝对 温度 的 倒数 ) 的 梯度 ,这 就 是 热传导 的 Fourier 
定律 


1, 30 
W T? 3r or (1. 30) 
其 中 
I 
= 一 (1.31) 
A= #5 


为 热 导 系 数 ,W 为 热流 。 另 外 描述 二 元 系 中 扩散 过 程 的 Fick 扩散 定律 以 及 电导 的 
Ohm 定律 等 也 都 满足 这 种 线性 关系 。 
对 于 化 学 反应 ,情况 有 所 不 同 ,线性 关系 只 在 化 学 反应 十 分 接近 于 化 学 平衡 的 条 
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件 下 才 适 用 。 

应 该 注意 ,线性 关系 式 (1. 28) 中 的 唯 象 系数 工 并 不 是 一 个 常数 ,可 以 是 体系 的 
某 些 特征 参数 的 函数 ,例如 它 可 以 取决 于 化 学 平衡 时 组 分 的 浓度 , 即 它 与 体系 对 应 的 
平衡 态 的 性 质 有 关 。 但 唯 象 系数 与 参数 的 变化 速率 无 关 , 因 此 与 它 所 关联 的 力 和 流 
无 关 。 

式 (1.28) 所 表示 的 线性 关系 适用 于 体系 中 只 有 一 种 非 平衡 过 程 的 情况 ,因而 体 
系 中 只 有 一 种 过 程 推动 力 和 一 种 非 零 的 速率 过 程 , 即 上 只 有 一 种 热力 学 力 和 一 种 热力 
学 流 。 但 如 果 体 系 中 同时 发 生 着 多 种 非 平 衡 过 程 ,实验 表明 ,一 种 非 平衡 过 程 的 速率 
( 流 ) 不 仅 决定 于 该 过 程 的 推动 力 ,而 且 还 可 以 受到 其 他 非 平衡 过 程 的 影响 , 即 不 同 的 
非 平衡 的 不 可 逆 过 程 之 间 可 以 存在 某 种 耦合 。 例 如 非 平衡 的 温度 分 布 不 仅 能 引起 热 
流 , 还 可 以 引起 物质 流 , 这 就 是 热 扩 散 现 象 。 浓 度 分 布 的 不 均匀 不 仅 能 引起 物质 流 ， 
还 会 引起 热流 和 能 量 流 。 还 有 压强 差 不 仅 能 引起 物质 流 , 还 能 引起 电流 , 即 动 电 效 
应 。 因 此 ,一 般 来 说 ,一 种 流 J 是 体系 中 各 种 力 {X,} 的 函数 

Ji = JGX) (1. 32) 

将 式 (1. 32) 作 Taylor 展开 ,如 体系 中 所 有 不 可 逆 过 程 都 十 分 接近 于 平衡 ,所 有 的 过 
程 推 动力 (Xi,X,,…) 都 是 足够 弱 , 以 至 于 可 以 忽略 展开 式 中 所 有 关于 力 的 高 次 响 的 
项 而 只 保留 其 线性 项 ,同时 考虑 到 


Je Xo) — 0 C1. 33) 
则 可 得 到 线性 唯 象 关系 

Je = L.X, C1. 34) 
其 中 已 定义 

La = (535) (1. 35) 


唯 象 系数 Ly LAR) BR Y PAS Te] AN HT 3 ok ART) P6) 36 3CRS er 200 E n] 86 03 KH 


的 内 在 特性 如 温度 .压力 或 组 分 浓度 等 有 关 , 但 与 这 些 参数 的 变化 速率 无 关 。 

线性 唯 象 关系 本 身 应 被 看 作 是 热力 学 以 外 的 一 种 假设 .但 一 旦 作 了 这 样 一 种 假 
设 , 热 力学 方法 便 可 以 提供 许多 关于 唯 象 系数 Ly 的 性 质 的 知识 ,这 些 知 识 的 获得 并 
不 需要 特定 的 动力 学 模型 ,它们 可 以 从 一 般 的 热力 学 原理 或 其 他 的 自然 原理 对 叭 象 
关系 的 限制 演绎 出 来 。 

由 热力 学 第 二 定律 ,体系 中 总 的 焙 产 生 总 是 正 的 , 即 

o = MX, = >LuwXeX z0 (1. 36) 

这 一 不 等 式 定 义 了 一 个 关于 力 的 正定 二 次 型 , 它 代 表 了 热力 学 第 二 定律 对 唯 象 系数 
Lyx B3 BR Ht o 

Curie-Prigogine 对 称 性 原理 (空间 对 称 性 原理 ) 对 唯 象 系数 的 限制 如 下 ; 在 各 向 


[e] HE f I HP, AB Tet a EE BS L0 7] Ta ANE ERA, B m e Id Fe ME fr A p e 
学 反应 和 扩散 (或 传导 ) 之 间 不 存在 耦合 ,这 是 因为 化 学 反应 的 力 是 标量 , 它 不 能 产生 
像 热 流 和 扩散 流 这 样 具有 较 少 对 称 元 素 的 矢量 流 , 它 们 之 间 的 耦合 系数 必须 为 零 。 
上 述 结 论 仅 适用 于 各 向 同性 介质 的 情况 ,在 非 各 向 同性 介质 中 , 唯 象 定 律 可 以 允许 不 
同 对 称 特性 的 力 和 流 之 间 的 耦合 ,例如 在 生物 膜 中 所 谓 的 活性 输 运 过 程 一 一 某 些 组 
分 逆 着 浓度 梯度 减 小 的 方向 扩散 。 

唯 象 系数 还 受到 微观 可 逆 性 原理 的 限制 ,这 一 限制 导致 了 线性 不 可 逆 过 程 热力 
学 的 最 重要 的 结论 : 线性 唯 象 系数 具有 对 称 性 ,其 数学 宕 达 式 为 

Ly = Lpr (1.37) 

其 物理 意义 是 : Bk PAN OT Mt ET. Se BSR ROR] te PEA OX 5 O8 
HE, oS AN RE at PEAS DL J tL RE DE Se BUS B SN a AX, 3f 
HAE ix PPA BO Up] BR Gr ABO Te]. Raa TEAR a BE AUR 
ipf np 3$ ORTI FE RI EL VUE Z VERS RI 3 SERRA HAN REA. MER AR 
这 种 关系 首先 由 Onsager 于 1931 年 确定 的 ,因此 它 又 被 称 为 Onsager 倒 易 关系 
(The Onsager reciprocity relations)?! , 

Onsager 倒 易 关系 的 重要 性 在 于 它 的 普 适 性 , 它 已 得 到 许多 实验 的 支持 。 它 的 
这 种 普 适 性 首次 表明 了 非 平 衡 态 热力 学 和 平衡 态 热 力学 一 样 , 可 以 产生 与 特定 的 微 
观 模型 无 关 的 一 般 性 结果 。 从 实践 的 观点 看 ,Onsager 关系 的 重要 性 还 在 于 它 大 大 
减少 了 实验 分 析 的 困难 和 工作 量 。 因 为 ,虽然 线性 唯 象 关系 恰当 地 关联 了 各 种 缓慢 
的 不 可 逆 过 程 ,它们 的 应 用 仍 有 很 多 困难 ,比如 即使 在 只 有 两 种 力 和 两 种 流 的 最 简单 
情况 下 ,还 有 四 个 唯 象 系数 需 确 定 ,也 就 是 说 至 少 需要 四 个 独立 的 实验 。 至 于 有 更 多 
的 力 和 流 的 情况 ,需要 确定 的 唯 象 系数 大 为 增加 ,使 实验 分 析 十 分 困难 。 有 了 
Onsager 关系 ,所 需 确定 的 唯 象 系数 的 数目 大 为 减少 ,所 需 的 实验 工作 也 大 为 简化 。 

应 该 注意 ,只 有 在 所 定义 的 力 和 流 满足 

o= D> Xs (1. 38) 


的 情况 下 , 式 (1. 37) 的 倒 易 关系 才 是 正确 的 ,也 就 是 说 力 和 流 的 乘积 必须 具有 炉 产 生 
的 量 纲 。 

Onsager 倒 易 关系 本 身 是 一 种 宏观 的 唯 象 关系 ,但 其 起 源 是 微观 的 ,是 由 于 力学 
方程 的 时 间 可 道 性 。 它 的 推导 需要 统计 力学 的 理论 把 宏观 性 和 微观 性 联系 起 来 ,其 
主要 依据 是 Einstein 的 涨 落 理 论 5?1 和 微观 可 逆 性 原理 [1; Einstein 的 涨 落 理 论 指 
出 ; 一 个 体系 处 于 某 一 状态 的 概率 户 取 决 于 该 状态 的 灶 与 其 平衡 态 的 精 之 差 , 即 

prem = erst (1.39) 
st th k 是 Boltzmann 常数 ,A;S RRA, 

TORT J TSH, 单个 粒子 的 一 切 力 学 方程 对 (09 — € 的 变换 是 不 变 的 。 
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线性 非 平衡 态 热力 学 的 另 一 个 重要 结果 是 Prigogine 于 1945 4E1/8 vr BU dg M Pe 
He SRR 797 。 按 照 这 个 原理 ,在 接近 平衡 的 条 件 下 , 和 外 界 强 加 的 限制 (控制 条 件 ) 相 
适应 的 非 平 衡 定 态 的 炉 产 生 具 有 极 小 值 。 利 用 变 分 原理 可 以 证 明 , 和 一 定 的 限制 相 
适应 的 定 态 的 炉 产生 具有 极 小 值 。 

最 小 烂 产生 原理 反映 了 非 平 衡 定 态 的 一 种 “惰性 ”行为 : 当 边界 条 件 阻 止 体系 到 
达 平 衡 态 时 ,体系 将 选择 一 个 最 小 耗 散 的 态 ,而 平衡 态 仅仅 是 它 的 一 个 特例 , 即 粹 产 

从 最 小 炉 产 生 原 理 可 以 得 到 一 个 重要 结论 : 在 非 平 衡 态 热力 学 的 线性 区 , 非 平 
衡 定 态 是 稳定 的 。 该 结论 很 容易 通过 将 非 平衡 定 态 的 炉 产生 和 平衡 态 的 炉 函 数 的 行 
为 作 类 比 而 得 到 。 

应 该 强调 最 小 彤 产生 原理 所 依赖 的 条 件 要 比 线性 唯 象 关系 所 依赖 的 条 件 更 严 。 
在 证 明 最 小 精 产 生 原 理 的 过 程 中 ,除了 利用 了 Onsager 倒 易 关系 外 ,还 假定 了 唯 象 系 
数 是 常数 ,这 些 对 实际 体系 是 很 强 的 限制 。 另 外 , 当 体 系 中 存在 着 像 储 存 能 量 这 样 的 
“惯性 ”过 程 ,例如 在 带 有 电容 的 电路 中 或 具有 “记忆 ”的 介质 中 ,即使 力 和 流 之 间 满 足 
线性 关系 ,但 炉 产 生 对 时 间 的 导数 却 不 一 定 是 负 的 ,好 最 小 炉 产 生 原 理 并 不 一 定 成 
立 。 因 此 最 小 烂 产生 原理 不 是 普 适 的 ,即使 在 非 平 衡 态 的 线性 区 ,其 实 并 不 能 肯定 定 
态 总 是 稳定 的 。 

从 前 面 的 讨论 可 知 ,线性 非 平衡 态 热力 学 作 了 如 下 几 个 假定 : 

(1) 热力 学 力 和 流 间 满足 线性 唯 象 关系 ; 

(2) Onsager 倒 易 关系 是 有 效 的 ; 

(3) 唯 象 系数 可 当 作 常数 处 理 。 
这 些 假设 实际 上 比 局 域 平衡 的 假设 所 要 求 的 条 件 要 严格 得 多 ,要 求 体系 中 所 有 不 可 
逆 过 程 都 十 分 接近 于 平衡 态 。 但 是 人 们 关心 的 大 部 分 体系 是 远离 平衡 的 ,并 且 不 满 
足 线性 关系 , 唯 象 系 数 也 不 是 常数 ,因此 有 必要 延伸 前 面 讨论 的 线性 理论 来 研究 具有 
非 线性 叭 象 关系 的 情况 。 

当 体系 远离 平衡 时 ,虽然 体系 仍 可 发 展 到 某 个 不 随时 间 变 化 的 定 态 ,但 是 这 个 远 
离 平 衡 的 定 态 不 再 总 能 像 平衡 态 或 接近 平衡 的 非 平衡 定 态 那样 用 某 个 适当 的 热力 学 
势 函数 (例如 平衡 态 的 炳 或 自由 能 和 近 平 衡 的 非 平 衡 定 态 的 炉 产 生 ) 来 表征 。 

由 于 在 远离 平衡 时 缺乏 任何 热力 学 势 肾 数 , 便 不 再 有 一 个 确定 的 普 适 的 过 程 发 
展 规律 。 一 个 远离 平衡 的 体系 将 随时 间 发 展 到 哪个 极限 状态 取决 于 动力 学 过 程 的 详 
细 行 为 ,这 和 体系 在 近 平衡 时 的 发 展 规律 形成 鲜明 的 对 照 。 在 近 平 衡 情况 下 ,不 管 体 
系 中 的 动力 学 机 制 如 何 , 发 展 过 程 总 是 单 向 地 趋 于 平衡 态 或 与 平衡 态 有 类 似 行 为 的 
非 平衡 定 态 。 在 平衡 态 热 力学 中 ,不可逆 的 动力 学 过 程 只 是 暂时 的 ,体系 发 展 的 极限 
状态 可 由 纯粹 的 热力 学 因素 决定 。 而 非 平衡 态 热力 学 所 研究 的 体系 中 存在 着 非 平衡 
的 不 可 道 过 程 ,热力 学 和 动力 学 是 紧密 相关 的 ,因此 在 远离 平衡 的 条 件 下 ,过 程 的 发 


展 方向 不 能 依靠 纯粹 的 热力 学 方法 来 确定 ,必须 同时 研究 动力 学 的 详细 行为 。 

下 面 讨论 非 线性 非 平衡 态 热力 学 的 主要 研究 结果 。 前 面 已 经 担 到 ,为 了 解释 自 
组 织 现象 的 出 现 , 需 要 确定 在 什么 样 的 情况 下 参考 态 会 变 得 不 稳定 。 在 非 平衡 态 的 
非 线 性 区 ,最 小 灶 产 生 原理 不 再 有 效 , 体 系 的 稳定 性 也 就 不 能 再 从 业 函数 或 精 产 生 的 
行为 来 判断 ,也 就 是 说 在 非 线 性 区 灶 或 炉 产 生 不 再 具有 热力 学 势 吗 数 的 行为 。 如 果 
想 继续 从 热力 学 角度 来 探索 非 线 性 区 的 稳定 特性 , 则 必须 男 外 寻找 适当 的 热力 学 势 
消 数 ,从 这 个 函数 的 行为 可 以 判断 非 线性 区 的 稳定 特 解 。Lyapunov 确立 的 关于 非 线 
性 微分 方程 的 解 的 稳定 性 理论 是 解决 这 个 问题 的 一 条 有 效 的 途径 。 

虽然 稳定 性 的 概念 并 不 十 分 复杂 ,但 要 确定 由 非 线 性 方程 组 所 描述 的 体系 的 稳 
定性 却 并 不 是 件 容易 的 事 , 因 为 大 多 数 非 线 性 微分 方程 组 是 不 可 能 或 很 难 精 确 求 出 
其 解 的 解析 表达 式 , 这 使 得 直接 从 特定 的 动力 学 方程 组 作 稳定 性 分 析 显 得 十 分 困难 ， 
因此 希望 最 好 能 在 不 具体 解 出 方程 组 的 解 的 情况 下 判断 体系 的 稳定 性 ,正如 在 确定 
平衡 态 和 非 平衡 态 线性 区 的 稳定 性 时 那样 。 在 这 方面 ,Lyapunov 建立 了 讨论 非 线性 
方程 组 的 解 的 稳定 性 问题 的 较 普遍 的 理论 。 

关于 微分 方程 的 解 的 稳定 性 的 确切 数学 定义 是 : 对 于 一 个 任意 的 高 阶 常 微分 方 
程 , 如 果 把 各 阶 导 数 当 作 未 知 数 处 理 , 总 可 以 用 一 组 一 阶 方程 来 代替 。 例 如 下 面 的 二 
阶 微分 方程 


E dX 
ds = f(X] (1. 40) 
总 可 以 用 如 下 两 个 一 阶 方程 
(1.41) 
dY = (X.Y) 
dt 
来 代替 。 在 下 面 的 讨论 中 , 仅 考虑 如 下 一 般 的 一 阶 微分 方程 组 
OA o LOG Xen XO G = 012,00 (1. 42) 


设 在 初始 条 件 X; (to) = X? 的 情况 下 式 (1.42) 的 方程 组 有 解 X. CO ,如 果 当 初始 
条 件 发 生 一 个 小 的 扰动 而 成 为 XS Co) = X? + IN BAA BX, G 0800 , 则 稳 
定性 的 定义 为 "1, 如 果 对 于 任意 给 定 的 e>>0, 总 有 8>0(6 一 般 与 es 和 to AX) ,使 得 
条 件 |w | SO 满足 时 ,对 一 切 tty 总 有 
| XC ig) — XG [me Go 1,2,%,n) (1. 43) 
则 称 方程 组 的 解 X, CO 为 稳定 的 ,否则 为 不 稳定 的 。 这 样 定义 的 稳定 性 称 为 
Lyapunov 稳定 性 。 
如 果 X, (oO 是 稳定 的 ,并 且 满 足 
lim | X; (t, (ag) — Xi) |= 0 (= 1,2,%,n) (1. 44) 


Sy 
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则 称 X;(#) 是 浙 近 稳定 的 。 

定义 VOX Xn X0 A ERE SIE CX, HX, SH — X, 二 0) 某 个 邻 域 
Q PIE SCA SEY A RLV (000, =0, WR V ERO 内 不 变 号 , 则 称 V 在 域 
人 2 内 是 定 号 的 ;如 果 在 域 2 内 恒 有 V 宇 0, 则 称 V 在 域 人 02 内 为 常 正 的 ;如 果 在 域 Q 内 
E Ji ex LASS ERAS VO, UPR eV 为 正定 的 ;如 果 一 V 是 正定 的 (或 常 正 的 ), 则 称 
V 是 负 定 的 (或 常 负 的 )。 

假定 式 (1. 42) 方 程 组 (或 通过 坐标 变换 后 的 方程 组 ) 有 零 解 (XI S XL 一 … = 
X, 一 0) FFI BM VCXI ,Xs ，… ,XX,) 关 于 所 有 X; (i 二 1,2,… ,nn) 的 偏 导 数 存 在 且 连 
续 , 以 式 (1.42) 方 程 组 的 解 代入 ,然后 对 t 求 导数 


dV 9V dX; JV , 
dż = > 2X. ° dt 一 5 ax Oe Xen Xa) (1.45) 


BORER BLA BOY hy UC V 通过 方程 组 (1. 42) 的 全 导数 。 


Lyapunov 稳定 性 理论 的 主要 思想 是 利用 函数 V 及 其 全 导数 守 的 性 质 来 确定 方 


程 组 的 解 的 稳定 性 。 具 有 这 种 特性 的 函数 VCX,X,,…,X,) 称 为 Lyapunov RA. 
Lyapunov 确立 了 如 下 一 个 稳定 性 定理 : 
定理 ”如 果 对 微分 方程 组 (1.42) 可 以 找到 一 个 正定 函数 VCXi，,X: n X0. 


通过 方程 组 (1. 42) 的 全 导数 为 常 负 的 或 恒 等 于 零 , 则 方程 组 (1. 42) 的 零 解 (X = 
0, £7 1,2, AERE D UR S 为 负 定 的 , 则 零 解 是 渐 近 稳定 的 ;如 果 在 除 原点 以 


外 的 某 个 邻 域内 恒 有 V. 宁 >>0, 则 零 解 是 不 稳定 的 。 


为 了 弄 清 在 非 平 衡 态 的 非 线性 区 中 体系 的 稳定 特性 和 贿 时 间 的 发 展 方向 ,下 面 
BE FE CE AE Be EE DC rp dl P HE EY IRE TY 

FZ SR b. P^ E BU ISTE Te 2E 45 Op fe A BB o>, — Bo 32 3 72 26 73 B I TR] E HL. 
关 , 另 一 部 分 和 热力 学 流 的 时 间 变 化 有 关 : 


dF dX, d. 47, dI 
do Jv Dy » +fav ox, ub SE d (1.46) 
THIRA HP BS BAS Pe AEs FOC. 460 rot xh $8 — ni Sx da 7j 9 md 8] AE £x Hg n He AE 
Ab AY SE RR LS LO FR p LEO E TREE (69) 8 P^ ^E RE 46) TK o 

deAEX AG AS ESTE ALPE LAS IRR E] BER MERE 170 (EFÈ RT DAER, OR 


边界 条 件 与 时 间 无 关 , 则 有 


a" <0 (1. 47) 


式 (1.47) 表 明 , 在 局 域 平衡 假设 成 立 的 条 件 下 ,即使 在 非 平衡 态 的 非 线 性 区 ， 
只 要 边界 条 件 与 时 间 无 关 , 在 炉 产 生 的 时 间 变 化 中 , 力 的 时 间 变 化 部 分 的 贡献 总 为 
负 或 为 零 。 因 为 这 个 结论 同时 适用 于 线性 区 和 非 线 性 区 ( 当 线 性 唯 象 关系 和 
Onsager 倒 易 关系 满足 时 , 式 (1. 47) 等 价 于 最 小 炉 产 生 原 理 ), 它 是 在 非 平衡 态 热 力 
学 中 迄今 得 到 的 最 一 般 的 结果 ,所 以 有 时 称 为 一 般 发 展 判 据 (the general evolution 
criterion) *? 。 

用 一 般 发 展 判 据 来 分 析 非 平衡 定 态 的 性 质 ,发 现在 非 线 性 区 定 态 的 稳定 性 并 没 
有 一 般 的 规律 ,为 了 和 卉 清 体 系 在 非 线 性 区 的 行为 ,需要 具体 分 析 非 平衡 定 态 的 稳定 性 
条 件 。 

下 面 的 分 析 假 定 体系 处 于 等 温 等 压 的 条 件 下 ,其 中 只 有 化 学 反应 和 扩散 两 种 动 
力学 过 程 。 体 系 偏离 定 态 时 的 炉 和 烂 产 生 的 值 必 定 与 相应 的 定 态 值 不 同 , 设 其 差别 
为 AS 和 AI。 如 果 体 系 的 状态 对 定 态 的 偏离 很 小 ,可 以 将 AS 和 AT 展开 


AS = 8S4 Ls e (1. 48) 


AJ = 87+ —8 24. (1. 49) 


1 
2 


st(1. 48) 中 8S BRAM. TEE des É IRE S] SP AB TE EE PAB PEA, da T, HT 


(ze) = a9 (1. 50) 


根据 动力 学 的 具体 情况 ,3.7 的 符号 可 正 、 可 负 , 也 可 为 零 , 因 此 全 (去 YS) 也 可 能 是 


正 的 、 负 的 或 为 零 。 另 一 方面 ,在 局 域 平衡 假设 成 立 的 条 件 下 ,SS 总 是 小 于 零 的 (只 
AEEA SN), 

由 此 可 见 4 E Jen Sake SE G (BRE HO e a E o HEL SS AS RR ABL RIDA A 
负 的 。 


8S 一 0 (1.51) 
当 体系 接近 平衡 态 时 ,有 
oJ, = Ji 
9X, — X, (1.52) 
d (iss. 7=| X,=IFI>0 
Slee S) 8,2 E .=I> 


因此 在 近 平 衡 时 ^S 可 以 看 作 是 体系 的 一 个 Lyapunov 函数 ,这 保证 参考 态 是 渐 近 


对 于 远离 热力 学 平衡 的 情形 ,虽然 式 (1. SDAR I S (Iss) BA mee n 


正 负 号 , 它 取 决 于 动力 学 过 程 的 详细 情况 。 如 果 对 于 tn ,对 于 参考 态 总 有 


(5)>0 (1. 53a) 
则 参考 态 是 渐 近 稳定 的 。 如 果 

T (yeso (1. 53b) 
则 参考 态 是 不 稳定 的 。 而 当 

二 (二 2S) 一 0 (1.530 
则 参考 态 处 于 临界 稳定 性 。 整 个 情况 如 ps, 
图 1. 10 所 示 。 "m 

上 述 非 平衡 态 热力 学 稳定 性 理论 是 人 们 me T 


迄今 第 一 次 用 热力 学 量 给 出 了 不 稳定 现象 的 
热力 学 含义 的 理论 , 它 第 一 次 指出 了 偏离 热 


me ie € » D 临界 稳定 
力学 平衡 的 “距离 ”对 于 体系 的 稳定 特性 的 重 


要 作用 。 稳 定性 判 据 式 (1. 53) 是 第 一 次 给 导 qd 
致 不 稳定 现象 的 动力 学 过 程 作 了 自然 的 分 。. 
类 ,这 种 分 类 表明 了 像 自动 俊 化 这 一 类 非 线 FILIO 6's RTE tl 
性 过 程 的 特殊 作用 。 参考 态 的 稳定 性 
对 于 一 般 的 情况 ,体系 的 动力 学 方程 可 以 写作 如 下 的 形式 
SX — AXA) (1.54) 


式 中 ,X 为 组 分 的 浓度 ,4 代表 某 个 (或 一 组 ) 控 制 参 数 。 在 平衡 态 时 4 二 Xo, 当 4 的 取 
[RI Ag 时 ,体系 将 偏离 平衡 态 ; 当 ^ 偏离 % 的 程度 越 大 ,体系 偏离 平衡 态 的 程度 也 
RA, B A 的 值 表征 了 体系 偏离 平衡 态 的 程度 以 及 体系 受 外 界 控制 的 程度 。 

当 体系 的 状态 接近 于 平衡 态 时 , 即 在 非 平衡 态 的 线性 区 ,也 就 是 当 控制 参数 1 的 
值 接近 于 )。 时 ,最 小 焙 产 生 原 理 将 保证 非 平衡 定 态 的 稳定 性 。 自 发 过 程 总 是 使 体系 
回 到 和 外 界 条 件 相 适 应 的 定 态 (在 孤立 体系 的 条 件 下 为 平衡 态 ) 。 在 空间 均匀 和 不 随 
时 间 变 化 的 边界 条 件 下 ,这 样 的 非 平 衡 定 态 通 常 有 和 平衡 态 相似 的 定性 行为 ,例如 保 
持 空间 均匀 性 、 时 间 不 变性 和 对 各 种 扰动 的 稳定 性 。 因 此 在 这 种 条 件 下 体系 中 不 可 
能 自发 产生 任何 时 空 有 序 结构 。 而 当 体 系 远离 热力 学 平衡 时 , 即 在 非 平 衡 态 的 非 线 
性 区 , 当 控 制 参数 4 的 值 超过 某 一 临界 值 *., 即 当 体 系 偏离 平衡 态 超 过 某 个 临界 距离 
时 , 非 平衡 参考 定 态 有 可 能 失去 稳定 性 ,对 该 参考 定 态 的 一 个 很 小 的 扰动 可 使 体系 越 
来 越 偏离 这 个 空间 均匀 的 缺乏 任何 时 空 特性 的 状态 而 发 展 到 一 个 新 的 状态 。 这 个 新 
的 状态 可 能 保持 那个 不 稳定 的 扰动 的 (当然 是 放大 了 的 ) 时 空 定性 行为 ,于 是 这 个 由 
参考 定 态 失 稳 而 导致 的 新 状态 可 以 对 应 于 某 种 时 空 有 序 结构 ,这 常 称 为 耗 散 结构 。 


上 述 情况 可 借助 于 图 1. 11 来 说 明 。 设 体系 
在 :一 < 时 的 极限 状态 可 以 用 组 份 的 浓度 | X; | 来 
描述 ( 当 体 系 为 均匀 并 不 随时 间 变 化 时 , | 和 || ON 
平均 浓度 ; 当 体 系 为 不 均匀 或 随时 间 变 化 时 上 X; || 


| 
代表 X, WRAY. RER IX 1 的 值 取 决 于 I | e 
体系 所 处 的 条 件 , 即 它 会 随 控 制 参数 的 值 而 变 | 
化 。 假 如 在 4 二 4。 时 体系 的 极限 状态 是 平衡 态 ， Ao A: i 
其 组 分 的 平衡 浓度 为 中 XX 1 随 着 和 偏离 ho, 与 图 1.11 分 又 现象 : (4) 热 力学 分 
A 的 值 相 适 应 的 极限 状态 ( 非 平 衡 定 态 ) 的 浓度 支 ; (b) 热 力学 分 支 的 不 
IXS] XO Ws HE BUGA ASA. 之 前 ( 即 定 稳定 部 分 ;(c) 和 (ec ) 耗 散 
态 保持 渐 近 稳定 性 时 ) ,上 | X, || BE 4 的 变化 是 连续 结构 分 支 


的 和 平滑 的 ,用 图 1.11 中 的 曲线 (4) 来 描述 。 在 曲线 (a) 上 的 每 一 点 所 对 应 的 状态 的 
行为 很 类 似 于 平衡 态 的 行为 ,例如 保持 空间 均匀 性 和 时 间 不 变性 ,它们 可 以 看 作 是 热 
力学 平衡 态 的 自然 延伸 ,因而 曲线 (Ca) 可 叫做 热力 学 分 支 (Cthermodynamic 
branch) 中 。 当 A 之 A. 时 ,热力 学 分 支 (a) 的 延续 (5) 分 支 变 得 不 稳定 。 此 时 一 个 很 小 
的 扰动 便 可 强迫 体系 离开 热力 学 分 支 而 跳跃 到 另外 某 个 稳定 的 分 支 (c) 或 (co)。 分 
支 (c) 或 (c7) 上 的 每 一 个 点 可 能 对 应 于 某 种 时 室 有 序 状态 ,这 样 的 有 序 状 态 只 有 在 
和 的 值 偏离 4, 足够 大 , 即 体系 离开 平衡 态 的 距离 足够 远 的 情况 下 才 有 可 能 出 现 , 而 且 
它们 是 以 突变 的 方式 产生 的 ,其 行为 和 热力 学 平衡 态 有 本 质 的 差别 。 这 样 的 有 序 态 
属于 耗 散 结构 ,分 支 (c) 和 (c ) 叫 做 耗 散 结构 分 支 。 在 4 二 和 ,热力 学 分 支 刚 开始 变 得 
不 稳定 ,一 个 或 两 个 新 的 分 支 从 这 里 产生 (由 热力 学 讨论 并 不 能 确定 新 分 支 的 数目 及 
其 行为 ,它们 的 确定 需要 进行 具体 的 动力 学 讨论 )。 在 A= 点 附近 , 几 个 分 支 组 成 的 
图 案 很 像 一 把 叉子, 因此 这 类 现象 称 为 分 叉 现象 或 分 支 现象 (bifurcation)。A 二 4. 这 
个 点 称 为 分 丸 点 或 分 支点 ,超过 分 支点 4. 以 后 , 耗 散 结构 分 支 上 每 一 点 可 能 对 应 于 菜 
种 时 空 有 序 状态 ,这 就 可 能 破坏 体系 原来 的 对 称 性 ,因而 这 类 现象 也 常 叫做 对 称 性 破 
缺 不 稳定 性 (symmetry breaking instabilities) 现 象 。 

综 上 所 述 , 非 平衡 态 热力 学 指出 了 在 远离 平衡 时 出 现 分 支 现 象 和 对 称 性 破 缺 不 
稳定 性 现象 的 可 能 性 ,为 用 物理 学 或 化 学 原理 来 解释 自然 界 中 出 现 的 各 种 宏观 有 序 
现象 扫 清 了 最 主要 的 障碍 。 非 平衡 态 热 力学 并 不 是 抛弃 经 典 热力 学 的 基本 结论 ,而 
是 给 以 新 的 解释 和 重要 的 补充 ,从 而 使 人 们 对 自然 界 的 发 展 过 程 有 了 一 个 比较 完整 
的 认识 : 在 平衡 态 附近 ,发 展 过 程 主要 表现 为 趋向 平衡 态 或 与 平衡 态 有 类 似 行 为 的 
非 平 衡 定 态 ,并 总 是 伴随 着 无 序 的 增加 和 宏观 结构 的 破坏 。 而 在 远离 平衡 的 条 件 下 ， 
非 平 衡 定 态 可 以 变 得 不 稳定 ,发 展 过 程 可 以 经 受 突变 ,并 导致 宏观 结构 的 形成 和 宏观 
有 序 的 增加 。 这 种 认识 不 仅 为 弄 清 物理 学 .化 学 .材料 科学 等 学 科 中 各 种 有 序 现象 的 
起 因 指 明了 方向 ,也 为 阐明 像 生 命 起 源 、 生 物 进化 以 至 宇宙 发 展 等 复杂 问题 提供 了 有 
益 的 启示 ,更 有 助 于 人 们 对 宏观 过 程 不 可 道 性 的 本 质 及 其 作用 的 认识 深化 。 


第 2 章 分 形 的 数学 基础 


2.1 非 欧 氏 几何 学 


本 节 先 讨论 欧 氏 空间 中 非 规 整 几何 图 形 的 几何 量 的 计算 。 在 讨论 非 规 整 几 何 图 
形 前 ,作为 比较 ,我 们 先 简 略 地 回顾 一 下 研究 规整 几何 图 形 的 欧 几 里 得 几何 学 (简称 
欧 氏 几何 学 ) 3 。 欧 氏 几 何 学 是 一 门 具有 2000 多 年 历史 的 数学 分 支 , 它 是 以 规整 几 
何 图 形 为 其 研究 对 象 。 所 谓 规整 几何 图 形 就 是 我 们 熟悉 的 点 、 直 线 与 线段 ,平面 与 平 
面 上 的 正方 形 .和 矩形、 梯形、 葵 形 .各 种 三 角形 以 及 正 多 边 形 等 ,空间 中 的 正方 体 .长 方 
体 、 正 四 面体 等 ;另外 一 类 就 是 由 曲线 或 曲面 所 组 成 的 几何 图 形 ,平面 上 的 圆 与 椭圆 ， 
空间 中 的 球 ER AE .圆锥 以 及 圆 台 等 。 这 些 点 .直线 .平面 图 形 .空间 图 形 的 维 数 
( 欧 氏 维 数 ) 分 别 为 0,1,2 和 3。 对 规整 几何 图 形 的 几何 测量 是 指 长 度 ( 边 长 . 周 长 以 
及 对 角 线 长 等 ) .面积 与 体积 的 测量 。 所 以 在 欧 氏 几何 测量 中 ,可 以 把 上 述 两 类 几何 
图 形 ( 分 别 以 正方 体 和 球 作为 代表 ) 归 纳 为 如 下 两 点 : 

CD 长 度 =: ,面积 一 皇 , 体 积 一 请 (正方 体 ) 


(2) KECK) =r, 面积 一 xz R= ar? GR) 


从 上 面 两 式 可 以 看 到 ,长 度 .面积 和 体积 的 量 纲 分 别 是 长 度 单位 的 1,2 与 3 次 方 , 它 
们 恰好 与 这 些 几 何 图 形 存在 空间 的 欧 氏 维 数 相 等 ,而且 均 为 整数 。 除 了 正方 体 和 球 
以 外 的 那些 几何 图 形 的 体积 ,都 可 以 用 正方 体 或 球 来 进行 测量 。 

总 结 欧 氏 几何 的 测量 可 以 看 到 : 第 一 类 几何 图 形 的 测量 是 以 长 度 ! 为 基础 ;第 
二 类 几何 图 形 也 是 以 长 度 (两 点 间 的 距离 >) 为 基础 的 ,平面 图 形 以 圆 为 基础 ,空间 图 
形 以 球 为 基础 。 所 以 ,在 欧 氏 几何 中 对 规整 几何 图 形 的 测量 ,可 以 用 下 式 来 表示 : 


KH —I 
面积 A — al? (2.1) 
IKE V = b’ 


式 中 a Alb 为 常数 , 称 为 几何 因子 ,与 具体 的 几何 图 形 的 形状 有 关 。 如 对 圆 ,a 二 x; 对 
so iE, Hast (2. 1) 可 以 得 出 如 下 的 结论 : 


它们 是 以 两 点 间 的 直线 距离 为 基础 的 ,而 且 , 它 们 的 量 纲 数 分 别 等 于 几何 图 形 存 


在 的 空间 的 维 数 。 

当 几 何 图 形 的 周 界 曲线 或 曲面 可 以 用 解析 函数 给 出 时 ,几何 量 的 计算 可 以 用 微 
积分 给 出 。 如 计算 曲线 的 弧 长 , 弧 长 的 微分 公式 是 以 欧 氏 几何 为 基础 的 ,其 长 度 的 量 
岗 也 是 长 度 单位 的 一 次 方 。 在 计算 曲 边 梯形 的 面积 时 ,其 积分 是 以 小 矩形 的 面积 进 
行 登 加 的 , 求 得 的 面积 的 量 纲 是 长 度 单位 的 2 次 方 。 而 在 计算 曲 顶 柱 体 的 体积 时 ,是 
以 直 六 面体 为 标准 的 , 求 得 的 体积 的 量 纲 是 长 度 单位 的 3 次 方 。 由 此 可 见 , 微 积分 是 
以 欧 氏 几何 为 基础 的 , 它 所 给 出 的 几何 量 ( 长 度 、 面 积 和 体积 ) 的 量 纲 是 长 度 单位 的 整 
数 次 瞪 , 分 别 是 长 度 单位 的 1,2 和 3 KE. 

在 物理 学 中 ,大 于 三 维 的 空间 也 是 存在 的 ,如 把 时 间 和 空间 一 起 加 以 考虑 ,就 得 
到 了 所 谓 的 四 维 空间 。 

以 上 讨论 的 维 数 都 是 整数 ,它们 的 数值 与 决定 几何 形状 的 变量 个 数 及 自由 度数 
是 一 致 的 。 也 就 是 说 ,直线 上 的 任意 点 可 用 1 个 实数 表示 , 平面 上 的 任意 点 可 用 由 
2 个 实数 组 成 的 数组 来 表示 , 依 此 类 推 。 

把 自由 度数 作为 维 数 ( 又 称 为 经 验 维 数 ) 的 设想 是 很 自然 的 ,也 没有 特别 使 人 产 
生 怀 疑 的 地 方 。 但 早 在 1890 年 就 有 人 对 经 验 维 数 
提出 了 较 深 刻 的 疑问 ,这 是 因为 可 以 只 用 一 个 实数 
来 表示 二 维 的 正方 形 上 的 任意 点 。 用 一 条 曲线 即 可 
把 平面 完全 覆盖 的 最 好 例子 是 Peano 曲线 ,如 图 2.1 
所 示 ,Peano 曲线 可 定义 为 图 中 折线 的 极限 站 。 从 
图 中 可 以 看 出 ,此 曲线 同样 可 以 把 平面 完全 覆盖 住 。 

此 曲线 属于 自 相 似 , 与 Koch 曲线 一 样 ,处 处 都 不 能 
微分 ,是 分 形 的 一 个 例子 ,被 称 为 非 规整 几何 图 形 。 
属于 非 规整 几何 图 形 的 还 有 康 托 尔 (Cantor) 集 , 谢 
尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 集 等 ( 详 见 第 3 章 ) ,它们 又 被 
称 为 病态 几何 图 形 。 研 究 非 规整 几何 图 形 的 几何 学 是 非 欧 几 里 得 几何 学 的 一 种 。 

Peano 曲线 的 考虑 方法 也 适用 于 三 维 以 上 , 即 可 以 用 一 个 实数 来 表示 PE ZR TR] 
图 形 中 的 任意 点 。 也 就 是 说 ,如 果 从 自由 度 角 度 来 考虑 ,也 可 把 n 维 空间 看 成 一 维 ， 
这 样 就 产生 了 了 矛盾。 为 了 避免 这 一 矛盾 ,必须 从 根本 上 重新 考虑 维 数 的 定义 。 为 此 ， 
提出 了 不 少 有 关 维 数 的 定义 ,其 中 最 易 理 解 且 与 分 形 维 数 有 密切 关系 的 是 相似 维 数 
(similarity dimension) 。 

根据 相似 性 ,现在 来 看 线段 .正方 形 和 立方 体 的 维 数 。 首 先 , 把 线段 ,正方形 和 立 
方 体 的 边 分 成 两 等 份 ,这 样 ,线段 成 为 一 半 长 度 的 两 个 线段 ,正方 形 则 是 边 长 为 原来 
边 长 的 1/2 的 四 个 小 正方 形 , 而 立方 体 则 可 分 为 八 个 小 立方 体 , 其 边 长 也 为 原来 边 长 
的 1/2。 这 样 ,原来 的 线段 .正方 形 .立方 体 可 被 看 成 为 分 别 由 2,4,8 个 把 全 体 分 成 
1/2 的 相似 形 组 成 。2,4,8 可 改写 为 2. ,2 ,2 ,这 里 出 现 的 指数 1,2,3 分 别 与 其 图 形 


图 2.1 Peano 曲线 
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su 


的 经 验 维 数 相 一 致 。 一 般 来 说 ,如 果 某 图 形 是 由 把 全 体 缩小 为 1/e 的 a? 个 相似 图 形 
构成 的 ,那么 此 指数 D 就 具有 维 数 的 意义 。 此 维 数 被 称 为 相似 维 数 。 按 此 定义 ， 
Peano 曲线 是 由 全 体 缩 小 1/2 的 四 个 图 形 构 成 的 ,4 二 22, 所 以 它 的 相似 维 数 为 2 ,与 
正方 形 的 欧 氏 维 数 相 一 致 ,前 面 提 到 的 矛盾 就 得 以 解决 了 。 

相似 维 数 常 用 D. 表示 。 按 照 其 定义 ,D, 完全 没有 是 整数 的 必要 。 如 某 图 形 是 
由 全 体 缩小 1/a 的 6 个 相似 形 所 组 成 , 即 b= 2 ,所 以 相似 维 数 D. 为 


D, = In? (2.2) 


ina 
E 1.2 节 中 讨论 的 Koch 曲线 ,是 由 把 全 体 缩 小 成 1/3 的 四 个 相似 形 构成 的 ,因此 ， 
按 式 (2.2),Koch 曲线 的 相似 维 数 可 表示 为 


D, = 124 = 1, 2618 (2.3) 
In 3 


这 是 一 个 非 整 数值 , 它 定 量 地 表示 了 Koch 曲线 的 复杂 程度 。 分 形 图 形 虽 然 一 般 都 
比较 复杂 ,但 其 复杂 程度 可 用 非 整数 维 数 去 定量 化 。 

提出 相似 维 数 是 把 经 验 维 数 扩大 为 非 整 数值 的 划时代 的 进展 ,但 按照 其 定义 E 
的 适用 范围 就 非常 有 限 ,因为 只 有 对 有 具有 严格 的 自 相 似 性 的 有 规 分 形 , 才 能 应 用 这 个 
维 数 。 所 以 ,定义 适用 于 包括 随机 图 形 在 内 的 任意 图 形 的 维 数 是 很 必要 的 ,现在 已 有 
几 种 这 样 的 维 数 ,其 中 最 有 代表 性 的 是 Hausdorff 维 数 , 它 适 用 于 包括 随机 图 形 在 内 
的 任意 图 形 。 


2.2 Hausdorff 测度 和 维 数 


在 2.1 节 中 ,我 们 知道 在 欧 氏 空间 中 ,直线 或 曲线 的 欧 氏 维 数 为 1, 平面 图 形 的 
欧 氏 维 数 为 2 ,空间 图 形 的 欧 氏 维 数 是 3; 而 非 规整 几何 图 形 的 相似 维 数 可 以 是 非 整 
数值 。 为 了 能 定量 地 描述 包括 非 整数 值 在 内 的 维 数 ,波恩 大 学 数学 家 豪 斯 道夫 
(Felix Hausdorff) 在 1919 年 从 测量 的 角度 引进 了 Hausdorff 维 数 的 定义 。 在 讨论 
Hausdorff 维 数 以 前 , 先 来 看 一 下 Hausdorff 测度 [43] 。 

如 果 U 39 n AEEK EK ZE SIR" rp e f AE Z8 .U 的 直径 定义 为 IU| 二 sup(1x 一 y| :x， 
y€EU), 即 UU 内 任何 两 点 距离 的 最 大 值 , 式 中 的 sup 是 上 确 界 的 缩写 。 如 果 {D;)} 为 可 


数 ( 或 有 限 ) 个 直径 不 超过 5 的 集 构成 的 覆盖 下 的 集 类 , 即 FC- UU Bx —- i 


都 有 0 二 |U,;| 志 5, 则 称 {U;} 为 F 的 一 个 6- 覆盖 。 
设 下 为 R" 中 的 任何 子 集 ,s 为 一 非 负数 ,对 任何 070.58 XC 


H = int( 9] | Us QU 为 的 人 覆盖) (2.4) 
式 中 inf 是 下 确 和 界 的 缩写 。 于 是 考虑 所 有 直径 不 超过 6 的 下 的 覆盖 ,并 试图 使 这 些 


直径 的 s UREN AGS BY ep COLES 2.2)。 当 5 减少 时 , 式 (2.4) 中 能 覆盖 下 的 集 类 是 
减少 的 ,所 以 下 确 界 如 (FF) 随 着 增加 且 当 3>0 时 趋 于 一 极限 (集合 的 上 确 界 与 下 确 
界 直 观 地 被 认为 是 集合 的 最 大 值 与 最 小 值 ) 。 记 

X^ OF) = lim CF) (2. 5) 
对 及 "中 的 任何 子 集 下 ,这 个 极限 都 存在 ,但 极限 值 可 以 是 (并 且 通 常 是 )0 或 =。 
HP) ERA FM s- Hausdorff ME, 
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FI 
E 2.2 fE Fn F 的 两 个 可 能 的 -覆盖 。 取 遍 所 有 这 样 的 
全 覆盖 {U;} 而 得 的 Sy IU 的 下 确 界 给 出 A 


通过 一 定 的 努力 可 以 说 明 交 为 一 测度 ,因为 测度 基本 上 只 是 赋予 集 以 数值 “大 
小 ”的 一 种 方式 ,如 果 集 是 以 合理 的 方式 分 解 为 有 限 或 可 数 个 部 分 , 则 整体 的 数值 应 
该 是 所 有 各 部 分 数值 之 和 。 可 以 证 明 , 对 于 空 集合 局 , 和 (CO) = 一 0; MRE WAT 
F WW CE) o CF) LB} 28 EE] PICS S RC ZR e FE «MY 


"TU F,)= SEED (2.6) 
i=l i=] 


所 谓 波 雷 尔 集 是 R" 中 满足 下 列 性 质 的 最 小 集 类 : 

COD 每 一 个 开 集 和 每 一 个 闭 集 都 是 波 雷 尔 集 。 

(2) 每 一 个 有 限 个 波 雷 尔 集 的 交 或 并 ,每 一 个 可 数 个 波 雷 尔 集 的 交 或 并 都 是 波 
雷 尔 集 。 
实际 上 ,在 本 书 中 讨论 的 任何 R" 的 子 集 都 是 波 雷 尔 集 。 

Hausdorff 测度 推广 了 长 度 、 面 积 和 体积 等 类 似 概 念 。 可 以 证 明 R" 中 任何 子 集 
iin 维 Hausdorff 测度 与 n 维 勒 贝 格 (Lebesgue) 测 度 , 即 通常 的 维 体积 ,相差 一 常 
BO. Ba F ER PR BK FR , 

FCF) = CV, (F) (2.7) 


式 中 常数 c, cat | (2° (n) 1) , 即 直 径 为 1 的 ” 维 球 的 体积 。 
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2&4 nh, SR" “AYR EE POP Pop ARR: 和 (FE) 给 出 了 光滑 曲 
R FEIKE; # F HJE TEL, I CP) = aX areal F) (F) = LX Vo | CF) ;车 


F AR PIR m 维 子 流 形 ( 即 经 典 意义 上 的 m HEBR TED, WW CPSC, XV, |” CIO 。 另 
外 应 该 指出 的 是 ,Hausdorff 测度 是 平移 不 变 的 ,而 且 也 是 旋转 不 变 的 。 

T BE .面积 和 体积 的 比例 性 质 是 众所周知 的 。 当 比例 放大 4 倍 时 ,曲线 的 长 度 放 
大 4 倍 , 平 面 区 域 的 面积 放大 x 倍 , 三 维 物 体 的 体积 放大 i 倍 。 正 如 可 以 预料 到 的 ， 
s 维 Hausdorff 测度 放大 倍 , 见 图 2.3。 这 个 比例 性 质 是 分 形 理论 的 基础 。 

下 面 来 讨论 Hausdorff 维 数 。 在 式 (2.4) 中 ,容易 看 出 对 任何 给 定 的 集 下 和 6 一 
1,26: CF) xf. S 是 不 增 的 ,因此 由 式 (2.5),%'(F) 也 是 不 增 的 。 事 实 上 ,有 更 进一步 的 
结论 ; A >s, HU SA F Wo Aa. WA 

SLU, |e <a) IUN 
取 下 确 界 , 得 CP <8 OIF), 4 890 SET. ts FCP oo. WI #(F)=0, 
所 以 CPST s MACE 2.4) 表 明 AEs 的 一 个 临界 点 使 得 CP) M oo" BERR” Bl 
0。 这 个 临界 值 称 为 下 的 Hausdorff 维 数 ,以 Dimn 下 表示 , 常 简写 为 Du, R Da CF), 
精确 地 


(2.8) 


Dy = inf(s,3X CF) = 0} = sup{s:4°CF) = oo} (2.9) 
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图 2.4 8 FH o^C0F)Xxp s A. Hausdorff 
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22.3 用 比例 A 放大 集合 ,长 度 放大 4 售 ， 
i BUA A? 倍 ,S 维 Hausdorff 测度 


放大 di 数值 
所 以 
LG. D ) 
pF Cm Di (2.10) 
lo (Bs > Dn) 


ding s— Du WH CO RI DAZ 2E SR E 26 23 MA 
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满足 最 后 这 个 条 件 的 波 雷 尔 集 称 为 - 集 。 


Hausdorff 维 数 满足 下 面 的 性 质 ， 

OD 开 集 ”车 CR’ 为 开 集 , 因 下 包含 一 个 具有 正 n 维 体积 的 球 ,所 以 Du —n. 

(2) 光滑 集 ” 车 下 为 R" 中 光滑 ( 即 连续 可 微 )m AEE CBD m 维 曲 面 ), 则 Du = 
m。 特 别 地 ,光滑 曲线 维 数 为 1, 光 滑 曲 面 维 数 为 2。 

(3) 单调 性 ”车 上 CF, 则 D4,E«DuF, AARE s, CE) C CF)ix A 
度 性 质 立 即 得 到 。 


(4) 可 数 稳定 性 ” 若 FF Peo CT BO SERA WD OF = sup (DaF:). 
i=] Sree 


由 单调 性 ,对 每 一 j, 必 然 有 Du LJ FADE. Bob. sS DF, WA B uon 
i=] 


CF) = 0, BED 26 (LF, ) = 0. aiti HH I TA AS EK 


(5) 可 数 集 E FREU DaP=0, E FE 是 一 单 点 ,有 20 CFO — DF, = 


0, 所 以 由 可 数 稳定 性 ,Da ( U F) 0. 


大 部 分 维 数 的 定义 都 基于 “用 尺度 6 进行 量度 ”这 样 的 设想 ,忽略 尺寸 小 于 5 时 
的 不 规则 性 ,并 且 查 看 当 6->0 时 ,这 些 测量 值 的 变化 。 所 以 ,也 可 以 用 类 似 的 方式 来 
描述 Hausdorff Zt" 。 

设 有 一 条 长 度 为 革 的 线段 , 若 用 一 长 为 > 的 "“ 尺 "作为 单位 去 量 它 ,量度 的 结果 是 
N ,我 们 就 说 这 条 线段 有 N 尺 。 显 然 N 的 数值 与 所 用 尺 的 大 小 有 关 , 它 们 之 间 具 有 
下 列 关系 : 


Nr) = L/r~r! (2.11) 
同 理 , 芳 测量 的 是 一 块 面积 为 A 的 平面 ,这 时 就 用 边 长 为 > 的 单位 小 正方 形 去 
测量 它 ,才能 得 出 确定 的 N 值 ,其 NEA 
NG) =A/r? ~ r* (2. 12) 
r 越 小 , 测 得 越 准 ,所 需 小 方块 的 数目 总 是 比例 于 A 
如 果 不 是 用 单位 小 方块 去 测量 ,而 仅 是 用 > 的 尺 去 直接 测量 , 那 是 测 不 出 这 块 面 
积 大 小 的 。 由 此 可 见 ,测量 任何 一 个 物体 都 必须 要 用 一 种 适合 于 它 的 “ 尺 ”去 量度 , 才 
能 给 出 正确 的 数值 。 同 样 ,可 以 用 半径 为 > 的 小 球 来 填 满 一 块 体积 V ,所 需 小 球 的 数 
目 比 例 于 V/r。 
数学 家 们 把 上 述 事实 归纳 为 下 述 结 论 : 对 于 任何 一 个 有 确定 维 数 的 几何 体 , 若 
用 与 它 相同 维 数 的 “ 尺 ” 去 量度 , 则 可 得 到 一 确定 的 数值 N; 若 用 低 于 它 维 数 的 “下” 
去 量 它 ,结果 为 无 穷 大 ; 若 用 高 于 它 维 数 的 “ 尺 ” 去 量 它 ,结果 为 零 。 其 数学 表达 式 为 
N(r) ~r” (2.13) 
对 式 (2. 13) 两 边 取 自然 对 数 ,再 进行 简单 运算 后 ,可 得 下 式 
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Dy = In NO /lInCl/r) (2.14) 
式 中 的 Dn 就 称 为 Hausdorff 维 数 。 它 可 以 是 整数 ,也 可 以 是 分 数 。 在 某 些 文献 中 ， 
把 D £k 2j SE Wr Jc — N 3& RE 2E E ZEE (C Hausdorff-Besicovitch dimension), TERK 
几何 学 中 所 讨论 的 几何 体 ,它们 光滑 平整 ,其 DD 值 为 1,2 或 3, 均 为 整数 。 但 自然 界 
造就 的 各 种 物体 ,它们 的 形态 千奇百怪 ,并 不 都 是 光滑 平整 的 ,如 弯 弯 曲 曲 的 海岸 线 、 
起 伏 不 平 的 山脉 、 迁 回 曲 折 的 河流 等 ,如 何 确定 这 些 不 规则 ,不 平整 物体 的 维 数 呢 ? 
数学 家 为 此 设想 了 许多 病态 的 几何 图 形 , 如 第 1 章 中 提 到 的 Koch 曲线 就 是 一 例 , 可 
以 用 它 来 模拟 自然 界 中 的 海岸 线 。 应 用 上 面 的 公式 ,我 们 可 以 求 出 Koch 曲线 的 维 
数 , 其 基本 单元 由 4 段 等 长 的 线段 构成 ,每 段 长 度 为 1/3, 即 N=4,r=1/3, 
Dy = In 4/ln 3 = 1. 2618 

Dy 是 个 比 1 大 的 分 数 ,这 反映 了 Koch 曲线 要 比 一 般 的 曲线 来 得 复杂 各 不 规则 , 它 
是 一 条 处 处 连续 但 不 可 微 的 曲线 。 另 外 ,Da 与 2.1 节 中 的 相似 维 数 D. 值 是 相 
同 的 。 

人 们 常 把 Hausdorff 维 数 是 分 数 的 物体 称 为 分 形 , 把 此 时 的 Dn 值 称 为 该 分 形 
的 分 形 维 数 ,简称 分 维 , 也 有 人 把 该 维 数 称 为 分 数 维 数 。 显 然 Koch 曲线 是 个 分 形 。 
当然 ,严格 地 说 ,在 确定 一 个 物体 是 否 是 分 形 时 ,除了 看 其 Hausdorff 维 数值 以 外 ,还 
必须 看 其 是 否 具 有 自 相 似 性 和 标 度 不 变性 (参见 第 1 章 )。 

在 欧 氏 几何 学 中 , 维 数 表示 为 确定 空间 中 一 个 点 所 需 独 立 坐 标的 数 日 。 确 定 直 
线 上 一 个 点 只 需 一 个 坐标 , 维 数 为 1; 确 定 平面 上 一 个 点 需 两 个 坐标 , 维 数 为 2; 确定 
立体 中 一 个 点 需 三 个 坐标 , 维 数 为 3。 对 欧 氏 几何 学 中 的 规整 几何 图 形 ,其 维 数 的 计 
算 也 可 以 按 如 下 的 方法 进行 。 

把 一 个 几何 对 象 的 线 度 放 大 世 倍 , 若 它 本 身 成 为 原来 的 几何 体 的 & 倍 , 则 该 对 
象 的 维 数 是 


D = In K/lnL (2.15) 
例如 ,把 一 个 正方 形 每 边 放大 4 倍 , 图 形 本 身 将 变 为 原来 的 正方 形 的 16 倍 , 即 L—4. 
K —16, rJ D—1n 16/1n 4 二 2, 也 就 是 说 正方 形 的 维 数 为 2。 
或 者 ,我 们 按 相反 的 方式 ,把 一 个 图 形 划分 为 N 个 大 小 和 形态 完全 相同 的 小 图 
形 , 每 一 个 小 图 形 的 线 度 是 原 图 形 的 r 倍 ,此 时 维 数 为 
D = in N(r)/Iin(l/r) (2.16) 
RO. 16) 与 式 (2. 14) 具 有 相同 的 形式 ,这 也 不 奇怪 ,因为 它们 的 思路 实际 上 是 相同 
的 。 还 以 正方 形 为 例 , 如 把 一 个 正方 形 分 成 16 个 小 正方 形 , 每 个 小 正方 形 的 边 长 为 
原来 正方 形 边 长 的 1/4( 每 个 小 正方 形 的 线 度 是 原来 正方 形 的 1/4 倍 ),16 个 小 正方 
形 之 和 等 于 原来 的 正方 形 , 即 N= 16,7 1/4. fF LL, D=In 16/In4=2, 
下 面 再 来 看 一 个 例子 ,该 例子 说 明 如 何 采用 不 同 的 方法 来 获得 一 个 二 维 的 分 形 ， 


并 且 比 较 它 们 的 Hausdorff 维 数 ,如 图 2.5 Pra, 


(b) 


图 2.5 在 二 维 平面 上 分 形 的 构成 
(a) HAHN; (b) 逐步 分 割 


图 2.5(a) 表 明 , 人 们 可 以 通过 一 个 重复 玲 加 的 过 程 来 形成 一 个 分 形 , 而 在 
图 2.5(b) 中 ,把 一 个 原来 的 方块 一 步 步 地 分 割 ,也 构成 了 一 个 类 似 的 图 形 。 当 moo 
时 ,上 述 的 两 个 过 程 都 导致 一 个 分 形 的 形成 。 下 面 来 算 一 下 它们 的 Hausdorff 维 数 
Dy ,对 重复 辣 加 的 情况 ,很 显然 ， 

NCL) = 54, L = 34 
这 里 的 表示 重复 的 次 数 。 所 以 
Dy = In 5*/In 3* = 1. 465+ 
类 似 地 ,对 逐步 分 割 的 情况 
N(L)= 5, 1=3% 
Dy = ln 5*/In(1/3 *) 一 1.465… 

这 表明 ,它们 具有 相同 的 Hausdorff 维 数 , D; —1. 465, 

综 上 所 述 可 以 发 现 , 那 些 至 今 为 止 认 为 异常 的 分 形 集 在 某 种 意义 上 说 应 该 是 规 
则 的 ,被 认为 是 病态 的 结构 应 该 自然 而 然 地 从 非常 具体 的 问题 中 演化 出 来 。 分 形 几 
何 可 以 用 来 描绘 自然 物体 的 复杂 性 。 不 管 其 起 源 或 构造 方法 如 何 , 所 有 的 分 形 都 具 
有 一 个 重要 的 特征 ; 可 通过 一 个 特征 数 , 即 分 形 维 数 测定 其 不 平 度 . 复 杂 性 或 卷 积 
度 。 对 分 形 几 何 的 这 一 表征 并 不 只 限于 包含 在 某 一 平面 之 内 的 数学 图 形 或 形态 ,人 
们 还 能 计算 出 诸如 河流 ,海岸 线 、. 树 木 . 办 电 、 云 层 . 血 管 .神经 网 络 或 肠 壁 绒毛 之 类 真 
实物 体 的 分 形 维 数 。 例 如 ,人 的 动脉 的 分 形 维 数 大 约 为 2. 7; 按 理 查 森 经 验 公式 挪威 
海岸 线 的 分 形 维 数 应 为 D 二 1. 52。 理 查 森 (L.F. Richardson) E 1961 年 对 挪威 东南 
部 海岸 线 进行 测量 后 得 到 下 面 的 经 验 公 式 : l 

Lla) = CXa™? 


(Bou) 


Sy 
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式 中 ,a 为 比例 尺 ( 如 取 1 cm 代表 a km), 当 a 一 0 时 ,L 不 会 趋 于 定 值 。 如 果 海 岸 线 
长 度 符合 欧 氏 几何 学 原理 , 则 D 应 等 于 1, 上 L 应 等 于 C, 至 少 当 &a 很 小 时 应 如 此 。 但 
是 ,测量 结果 却 是 D=1. 52。 不独 挪威 海岸 线 是 这 样 ,其 他 国家 的 海岸 线 也 是 分 形 
(分 形 维 数值 可 能 不 同 )。 自 然 界 就 是 如 此 的 奥秘 无 穷 ,正如 Mandelbrot 所 指出 的 : 
“ 云 团 不 是 球 , 山 岳 不 是 锥 体 ,海岸 线 不 是 圆 , 树 皮 不 是 光滑 的 ,闪电 也 不 是 沿 直线 传 
播 的 。” 


2.3 维 数 的 其 他 定义 


在 上 两 节 中 ,我 们 讨论 了 非 规整 几何 图 形 、 相 似 维 数 以 及 Hausdorff 维 数 。 然 
而 ,除了 上 述 两 个 维 数 以 外 ,还 有 其 他 一 些 经 常用 到 的 维 数 ,在 讨论 这 些 维 数 以 前 , 先 
来 看 一 下 分 形 的 定义 。 

Koch 曲线 是 一 个 非 规整 几何 图 形 , 但 具有 严格 的 自 相 似 性 ,属于 有 规 分形 , 其 
Hausdorff 维 数 Di, =1.2618, 那 么 其 拓扑 维 数 是 多 大 呢 ? 拓扑 维 数 是 比分 形 维 数 更 
基本 的 量 , 以 Dr 表示 , 它 取 整数 值 ,在 不 作 位 相 变 换 的 基础 上 是 不 变 的 , 即 通过 把 空 
间 适 当地 放大 或 缩小 ,甚至 扭转 ,可 转换 成 孤立 点 那样 的 集合 的 拓扑 维 数 是 0, 而 可 
转换 成 直线 那样 的 集合 的 拓扑 维 数 是 1。 所 以 拓扑 维 数 就 是 几何 对 象 的 经 典 维 数 ， 
在 一 般 情 况 下 ,点 是 0 维 , 线 是 1 维 , 面 是 2 维 , 体 是 3 维 。 拓 扑 维 数 是 不 随 几 何 对 象 
形状 变化 而 变化 的 整数 维 数 。 显 然 ,Koch 曲线 的 拓扑 维 数 Dr 一 1, 而 其 Hausdorff 
维 数 Di 二 1.2618, 所 以 有 Da>>Dr。 由 此 ,我 们 可 以 引入 分 形 的 定义 。 

定义 1 如 果 一 个 集合 在 欧 氏 空间 中 的 Hausdorff 维 数 Dy 恒 大 于 其 拓扑 维 数 
Dr, Bp 


Dy > Dr (2.17) 
则 称 该 集合 为 分 形 集 , 简 称 为 分 形 。 

这 个 定义 是 由 Mandelbrot 在 1982 年 提出 的 ,四 年 以 后 ,他 又 提出 了 一 个 实用 的 
定义 : 

定义 2 组 成 部 分 以 某 种 方式 与 整体 相似 的 形体 叫 分 形 。 

这 里 的 “ 某 种 方式 "是 指 “ 自 相似 ”。 这 个 定义 很 通俗 且 直 观 , 很 受 实验 科学 家 的 
欢迎 , 它 突出 了 分 形 的 自 相似 性 ,反映 了 自然 界 中 广泛 存在 的 一 类 物质 的 基本 属性 ， 
即 局 部 与 局 部 .局 部 与 整体 在 形态 .功能 .信息 .时 间 与 空间 等 方面 具有 统计 意义 上 的 
自 相 似 性 。 但 应 该 注意 一 点 ,这 里 提 到 的 “ 自 相 似 性 ”与 欧 氏 几何 学 中 的 “相似 性 ”是 
两 个 不 同 的 概念 ,如 两 个 三 角形 是 相似 的 ,就 不 能 说 它们 是 分 形 。 

应 当 指 出 的 是 ,虽然 有 上 述 两 个 定义 ,但 迄今 为 止 对 分 形 尚未 有 严密 的 定义 ,对 
分 形 给 予 严 密 的 定义 还 为 时 过 早 。 有 的 学 者 认为 ,对 “分 形 ” 的 定义 可 以 用 生物 学 中 
对 “生命 "定义 的 同样 方法 处 理 。 生 物 学 中 “生命 ”并 没有 严格 和 明确 的 定义 ,但 都 可 


以 列 出 一 系列 生命 物体 的 特性 ,如 繁殖 能 力 .运动 能 力 及 对 周围 环境 的 相对 独立 的 存 
在 能 力 等 。 大 部 分 生物 都 有 上 述 的 特性 ,虽然 有 一 些 生物 对 上 述 某 些 性 质 有 例外 。 
同样 ,对 分 形似 乎 最 好 把 它 看 成 具有 下 列 性 质 的 集合 ,而 不 去 寻找 精确 的 定义 ,因为 
这 种 定义 肯定 总 要 排除 掉 一 些 有 趣 的 和 情形。 一般 来 说 , 称 集 下 是 分 形 , 即 认 为 它 具 
有 下 述 典型 的 性 质 

(OD 王 具有 精细 的 结构 , 即 有 任意 小 比例 的 细节 。 

(2) 下 是 如 此 的 不 规则 ,以 致 它 的 整体 与 局 部 都 不 能 用 传统 的 几何 语言 来 描述 。 

(3) 下 通常 有 某 种 自 相 似 的 形式 ,可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 。 

(4) 下 的 “分 形 维 数 ”( 以 某 种 方式 定义 的 ) 一 般 大 于 它 的 拓扑 维 数 。 

(5) 在 大 多 数 令 人 感 兴趣 的 情形 下 ,FF 可 以 以 非常 简单 的 方法 来 定义 ,可 能 由 适 
代 产 生 。 

另外 ,就 分 形 维 数 而 言 ,一 个 集合 的 分 形 维 数 还 不 能 给 出 该 集合 的 基本 信息 ,如 
已 知 某 个 集合 的 分 形 维 数 为 1. 25 ,但 是 仅 靠 这 一 点 ,就 连 这 个 集合 是 分 散 点 的 集合 
还 是 由 皱 折 的 线 组 成 的 都 不 得 而 知 。 有 关 这 个 集合 的 信息 可 以 由 其 他 的 维 数 来 给 
出 ,如 拓扑 维 数 。 

正如 在 2.2 节 中 所 指出 的 ,大 部 分 形 维 数 的 定义 都 基于 “用 尺度 0 进行 量度 ”这 
样 的 指导 思想 ,在 测量 时 忽略 尺寸 小 于 8 时 的 不 规则 性 ,观察 当 3S->0 时 ,这 些 测 量 值 
的 状况 如 何 。 例 如 ,当下 是 平面 曲线 , 则 测量 值 M;(F) 可 以 用 两 脚 间 距 为 6 的 两 脚 
规 度量 整个 下 所 需 的 步 数 确定 ,而 下 的 维 数 则 由 MC(F) 服 从 的 罕 定 律 (如 果 有 的 话 》 
决定 , 即 当 6 一 0, 如 果 对 常数 c 和 ;, 有 


Ms(F) ~ «B^ (2. 18) 
则 可 以 说 下 具有 ” 维 数 ”, 而 <c 则 可 以 看 成 是 集 下 OY“ SEE”, Bt ee 
In M,(F) = Inc—slné (2.19) 
在 式 (2.19) 两 端的 差 随 6 趋 于 零 而 趋 于 零 的 意义 下 ,有 
s = lim BMC (2. 20) 
o —Iné 


HF s 可 以 利用 8 值 的 一 个 适当 范围 内 作出 的 双 对 数 图 的 斜率 来 估计 ( 见 图 2. 6) ,所 
以 把 上 述 这 些 公式 用 于 计算 和 实验 是 令 人 感 iara 
兴趣 的 (在 实际 现象 中 , 当然 只 能 对 6 在 有 限 | 
范围 内 进行 讨论 。 因 为 在 尺度 达到 原子 的 尺 
寸 之 前 ,理论 结果 与 实验 就 会 有 很 大 的 差别 )。 
另外 ,用 常用 对 数 或 自然 对 数 来 作 图 ,结果 都 


1 1 1 n 


是 相同 的 。 Ind 
也 可 能 MORARMA EES 图 2.6 ERAUR EIE M (PO~ a 
之 是 接近 的 ,由 此 可 得 到 式 (2. 20) 中 的 上 、 下 定 下 ,对 集 下 维 数 的 经 验 估计 


(Eng) 


PS 


ay 


极限 。 

应 该 看 到 ,并 不 存在 严格 的 规则 来 确定 某 个 量 是 否 能 合理 地 被 当成 一 个 维 数 。 
确定 一 个 量 能 否 作为 维 数 , 通 常 是 去 寻找 它 的 某 种 类 型 的 比例 性 质 , 在 特殊 意义 下 定 
义 的 自然 性 以 及 维 数 的 典型 性 质 。 

应 注意 一 些 表 面 上 很 相似 的 维 数 定义 ,它们 有 共有 的 性 质 可 能 差别 很 大 。 不 应 当 
假定 不 同 的 定义 对 同一 个 集合 能 给 出 相同 的 维 数值 ,即使 对 很 “规则 ”的 集 也 是 如 此 。 
这 样 的 假定 在 过 去 已 造成 了 很 大 的 误解 和 混乱 。 对 任 一 维 数 应 当 从 它 的 定义 去 研究 
它 的 性 质 , Hausdorff 维 数 所 具有 的 性 质 , 别 的 维 数 未 必 都 具有 5- 。 

下 面 介 绍 几 种 维 数 的 定义 ,为 了 区 别 起 见 , 分 别 采用 不 同 的 下 标 。 男 外 ,为 便于 
比较 ,把 Hausdorff 维 数 和 相似 维 数 也 一 起 列 了 出 来 后 。 

(1) Hausdorff 维 数 Dy 

由 式 (2. 14) ,可 写 出 Hausdorff 维 数 的 数学 表达 式 如 下 : 


Inn 
Dy = lim In(1/8) 


式 中 的 N(6) 表 示 AAU WER. Di 又 可 称 为 覆盖 维 数 和 量规 维 数 。 

(2) 信息 维 数 D 

在 Hausdorff 维 数 Da 的 定义 中 ,只 考虑 了 所 需 5-8 s FN (6) ,而 不 考虑 
每 个 覆盖 U, 中 所 含 分 形 集 元 素 的 多 少 。 设 已 表示 分 形 集 的 元 素 属于 覆盖 U; 中 的 
概率 , 则 信息 维 数 为 


(2.21) 


STP, In P; 
D, = [im^ ' ln à 
在 等 概率 P; 二 1/N(8) 的 情况 下 ,信息 维 数 等 于 Hausdorff 维 数 , 即 D; —Da. & 
P.=1/NOFHRARC. 22), 经 过 简单 的 运算 ,就 可 得 到 这 个 结果 。 有 时 ,DD; 也 被 
称 为 信息 量 维 数 。 
(3) 关联 维 数 D。 
若 分 形 中 某 两 点 之 间 的 距离 为 86, 其 关联 函数 为 C(8) , 则 关联 维 数 为 
D. = lim De® 
E s-o InC1/8) 


(2. 22) 


(2. 23) 
式 中 


N N 
Co» = 4 >) HO x, n= DP 
ijel i= 


关联 维 数 便于 从 实验 中 直接 测定 ,应 用 很 广 , 它 是 由 P. Grassberger 和 
I. Procaccia 在 1983 年 提出 的 。 

C4) 相似 维 数 D, 

设 分 形 整体 S 是 由 N 个 非 重 到 的 部 分 ss ,sn 组成, 如果 每 一 个 部 分 s 经 


过 放大 l/r; 售后 可 与 S 全 等 (0 过 rx; 三 1,1 二 1,2,…',N), 并 上 且 ri — r , 则 相似 维 数 为 
D, = In N/|n(1/r) (2.24) 
如 果 7; 不 全 等 , 则 定义 


2j = 1 (2. 25) 
如 对 不 等 分 两 标 度 (mm ,7r;) 康 托 尔 分 形 , 有 rn Ps = 1524 r = 0. 25572 = 0. 4 E}, D, = 
0.6110, 
(5) 容量 维 数 D. 
容量 维 数 是 由 Kolmogorov 推导 的 , 它 的 定义 与 Hausdorff 维 数 很 相似 ,也 是 以 
包 著 作为 基础 的 。 假 定 要 考虑 的 图 形 是 n 维 欧 氏 空 间 R" 中 的 有 界 集 合 ,用 半径 为 6 
Bg d 维 球 包 禾 其 集合 时 ,假定 N(e) 是 球 的 个 数 的 最 小 值 , 则 容量 维 数 D. 可 用 下 式 
来 定义 
. InN 
D. = lim ERES) 
在 上 面 的 定义 中 ,首先 用 同样 大 小 的 ” 维 球 尽量 无 浪费 地 把 给 予 的 图 形 包 履 并 
加 以 近似 。 每 个 球 的 D 维 测度 因 与 a? 成 比例 ,用 球 近 似 的 图 形 的 D 维 测度 ,大 致 可 
5 NGO +e? 成 比例 。 E e 的 极限 值 为 0 时 ,车 DD AEA D. 小 ,这 样 测 得 的 品 维 测 
EKARA; # D HD. K WMH DEWE 04 D— D. 时 为 有 限 。N(e)，e?: 在 
e>O 时 为 有 限 , 这 意味 着 当 。 接近 0 时 ,Ne) 与 se 成 比例 。 所 以 ,ss0 时 ,下 式 
成 立 


(2. 26) 


In NCe) &— D. Ine = D.lnCl/e) (2. 27) 
用 式 (2.26) 即 可 定义 维 数 。 在 Hausdorff 维 数 中 ,虽然 把 球 的 大 小 作为 比 e 还 小 的 
任意 球 , 但 如 果 把 它 限 定 在 1 的 特殊 情况 下 则 为 容量 维 数 了 。D. 虽 常 与 Dn 相 一 
致 ,但 有 时 也 取 不 同 的 值 , 一 般 的 关系 是 
D. > Dy (2. 28) 
维 数 的 这 些 定义 ,在 数学 上 都 是 很 严密 的 ,但 要 广泛 用 于 实际 之 中 ,有 时 也 有 不 
适合 之 处 。 例 如 ,这 些 定义 往往 都 把 包 覆 球 的 半径 的 极限 考虑 为 0, 但 是 在 物理 学 
中 ,在 严密 考虑 长 度 为 0 的 极限 时 ,要 想 同 时 正确 测定 某 一 组 物理 量 ( 如 坐标 和 速度 、 
能 量 与 时 间 ) 在 原理 上 是 不 可 能 的 。 考 虑 长 度 为 0 的 物体 时 ,动量 的 不 确定 性 将 变 得 
无 限 大 。 即 使 不 是 这 样 ,要 进行 实验 测定 ,也 是 离 不 开 界 限 的 。 
(6) 谱 维 数 D 
在 研究 具有 自 相 似 性 分 布 的 随机 过 程 , 如 研究 作 随 机 行走 的 粒子 的 统计 性 质 以 
及 可 用 渗流 模型 来 描述 的 多 孔 介质 .高 聚 物 凝 胶 、 无 规 电阻 网 络 中 的 输 运 规律 等 这 一 
类 * 蚂 蚊 在 迷宫 中 ”的 问题 时 , 引 人 了 谱 维 数 万 ,又 叫做 分 形 子 (fracton) 维 数 。 
这 里 所 说 的 随机 行走 是 指 每 经 过 一 个 离散 的 时 间 Ai, 就 在 格子 上 移动 一 个 格子 


(ENH) 


oaz 


BY 


的 随机 行走 。 因 此 ,现在 研究 的 分 形 结构 是 由 格子 组 成 的 分 形 结构 ,在 空间 和 时 间 上 
是 离散 的 ,可 以 进行 计算 机 模拟 ,也 可 以 进行 重 正 化 群 的 理论 解析 -4 。 

首先 , 离 原 点 (出 发 点 ) 距 离 的 平方 的 平均 期 望 值 (R?) 可 用 下 式 表示 : 

(R3) oc. NBD (2. 29) 

式 中 ,D 是 所 要 考虑 的 分 形 结构 的 分 形 维 数 ,D 是 谱 维 数 。 对 于 一 般 维 数 为 整数 的 
欧 几 里 得 的 几何 结构 , 则 马 =D。 式 (2. 29) 给 出 了 大 家 熟知 的 有 关 随 机 行走 的 关系 ， 
但 一 般 来 说 ,D 关 DD, 所 以 分 形 的 随机 行走 与 通常 的 随机 行走 的 性 质 是 大 不 相同 的 。 

作 随 机 行走 的 粒子 在 经 过 时 间 间 隔 N 后 所 通过 的 不 同 格子 总 数 Sw ,只 用 谱 维 
数 就 可 表示 : 


(N?" (D<2) 

LN (D> 2) 

另外 ,在 N 间隔 后 , 回 到 原点 的 概率 P,(N) 也 可 只 用 DD 来 表示 : 
P(N) cc NP? (2.31) 


可 以 说 这 些 关 系 把 欧 几 里 得 几何 的 情况 自然 地 扩展 到 分 形 , 因 为 当 忆 一 * 时， 
式 (2. 30) 和 式 (2. 31) 也 同样 成 立 。 


由 于 已 是 包含 时 间 的 量 , 而 分 形 维 数 D 纯粹 是 几何 学 上 的 量 , 因 而 只 给 出 分 形 
维 数 D 是 不 能 求 出 万 的 。 可 以 把 式 (2.29) 一 式 (2. 31) 中 的 任何 一 个 看 作 是 谱 维 数 
D 的 定义 式 , 因 为 如 果 用 一 个 公式 就 能 决定 也 ,那么 其 他 关系 式 也 就 自动 地 得 到 满 
足 。 在 理论 上 用 重 正 化 群 的 方法 解析 粒子 迁移 概率 ,就 可 得 到 下 列 忆 值 。 对 R" 中 的 
Sierpinski 集 ( 参 看 3. 3 节 ),D 值 为 


(Sy? oC < (2. 30) 


2ln(n+ 1) 


p = inetd (2. 33) 
In 2 
对 于 渗流 构造 , 则 有 下 式 
D= 2(dy — p) (2. 34) 
u— Bo 2v 
sty 和 8B 是 临界 指数 ,w 是 与 电导 率 有 关 的 临界 指数 。 
yo (P— P)“ (2, 35) 


如 果 jy 二 & 十 (d 十 2) - v. BBA £01. MRE 2<n<6 范围 内 ,用 式 (2. 34) 求 D,W D 
值 为 


Dx 4/3 (2.36) 


这 暗示 着 渗流 构造 中 的 随机 行走 几乎 不 依赖 被 填 进 的 空间 维 数 这 样 一 种 普遍 的 
性 质 。 

谱 维 数 对 研究 分 形 的 随机 行走 是 个 非常 重要 的 概念 。 为 什么 要 取 名 谱 维 数 ? 我 
MRSE PHR OL, BN Sierpinski 集 和 渗流 构造 这 类 分 形 结构 被 看 成 是 用 橡胶 
弹性 体制 成 的 。 因 为 是 弹性 体 ,如 果 发 生 微小 变形 ,就 要 恢复 原状 ,而 开始 振动 。 其 
振动 谱 密 度 o(w) 是 作为 振动 数 w 的 函数 ,可 表示 为 

pw) oc wt (2.37) 

由 于 分 形 结构 的 振动 谱 受 忆 控制 ,所 以 已 被 取 名 为 谱 维 数 。 

另外 ,还 有 一 个 与 谱 维 数 有 关 的 有 趣 的 话题 。 那 就 是 在 D 维 分 形 结构 上 的 自我 
回避 的 随机 行走 分 形 维 数 会 是 个 什么 样 的 问题 。Flory 公式 的 了 一 (rz 十 2)73 ,在 
非 整 数 的 Dazn 时 是 否 也 同样 成 立 呢 ? 答案 是 否定 的 ,此 时 D 的 表达 式 如 下 
D,by2 
D 3 
所 以 ,把 Flory 公式 原封 不 动 地 应 用 在 非 整数 维 数 是 不 能 成 立 的 ,必须 引进 谱 
HER, 

(7) 填充 维 数 Dp 

1982 年 Tricot 提出 了 填充 (packing) 测 度 和 维 数 。 这 种 测度 和 维 数 与 
Hausdorff 测度 和 维 数 有 着 类 似 之 处 。Hausdorft 维 数 是 可 以 利用 最 少 的 小 球 覆 盖 
去 定义 ( 即 等 价 定 义 : N;(F) 是 覆盖 下 的 半径 为 6 的 最 少 闭 球 数 )。 计 盒 维 数 (box- 
counting dimension) ( 详 见 4.2 节 ) 可 以 看 成 是 这 样 的 维 数 , 它 依赖 于 互 不 相交 的 半 
径 相 等 的 尽 可 能 稠密 的 小 球 的 填空 。 由 半径 不 同 的 互 不 相交 的 小 球 尽 可 能 稠密 的 填 
充 定 义 的 维 数 就 称 为 填充 维 数 (packing dimension) 。 

先 试 着 用 Hausdorff 测度 和 维 数 定义 的 模式 去 定义 这 种 新 的 维 数 , 令 

9 CF) =sup{ 2] | B, (B) 是 球 心 在 下 上 ， 


D = (D<4) (2. 38) 


半径 最 大 为 6 的 互 不 相交 的 球 族 } (2. 39) 
因为 人 纺 (E) 随 6 减少 而 递减 ,极限 
PF) = lim CF) (2. 40) 


存在 。 但 从 对 可 数 稠密 集 的 考虑 中 就 容易 看 出 ,2i (F) 不 是 测度 ,因此 修改 这 个 
义 为 
9p = inf( 3,95 (FO FcU F.] (2. 41) 


可 以 证 明 PF (F) 是 R" 上 的 测度 ， 一 般 称 为 维 填充 测度 。 接 下 来 可 以 用 通常 的 方法 
定义 填充 维 数 如 下 : 


ROR). 


Gc 


Dp(F) = sup{s? PCF) = co} = inf(s : PCF) = 0} (2. 42) 
这 基本 的 测度 结构 立即 保证 了 对 可 数 集 类 {下 


Dp (>) Fi)= supDp (CF) (2.43) 
i=] ? 
因为 如 果 对 所 有 i s>DpCF;), BI] 
PUF) < 2100) 一 0， 


因而 Dp(U,F,)<s, Brust (2. 43) AE. 

与 Hausdorff 维 数 的 情形 一 样 ,在 填充 维 数 的 研究 中 可 以 利用 强 有 力 的 测度 论 
技巧 。 在 某 种 程度 上 ,由 于 填充 测度 在 许多 方面 可 以 “对 偶 ?" 到 Hausdorff 测度 ,所 以 
填充 测度 的 引入 已 经 导致 对 分 形 几 何 测度 理论 的 进一步 了 解 。 尽 管 如 此 ,仍然 不 
能 指望 填充 维 数 和 测度 能 便于 应 用 和 计算 ,为 了 使 它 成 为 测度 而 在 定义 中 增加 的 
式 (2. 41) 使 它 比 Hausdorff 维 数 更 难于 应 用 。 

(8) 分 配 维 数 D。 

特殊 形式 的 曲线 产生 了 几 种 维 数 的 定义 ,人 们 定义 一 曲线 或 称 若 当 (Jordan) H 
££ C 为 在 连续 双 射 

f:la.b] > R" (2. 44) 
下 区 间 [La,5j] 的 像 ( 这 里 仅 讨 论 非 自 交 的 曲线 ;。 如 果 C 是 一 曲线 , 且 87-0. 3E x, 
xix 是 C 上 的 点 且 满 足 对 有 一 1,2,…,m, |x x | 二 8, 定义 MOHA xv, 
Xi tX 的 最 大 数 日 , 则 CM;(C) 一 1)6 可 以 看 成 是 利用 两 脚 间 隔 距 离 为 6 的 两 脚 规 
测量 C 所 得 的 “长 度 ”。 所 以 分 配 维 数 (divider dimension Œ XX 
In M,C) 
Dy = lim BS 
假设 这 个 极限 存在 (否则 可 以 利用 上 .下 极限 定义 上 .下 分 配 维 数 ), 容 易 看 出 ,曲线 的 
分 配 维 数 至 少 等 于 盒 维 数 (假定 它们 都 存在 )。 FEES FUR UR Be IP 像 Koch 
曲线 ,它们 是 相等 的 。 英 国 海 岸 线 的 维 数 为 1.2 的 结论 一 般 是 利用 分 配 维 数 定 出 的 ， 
这 个 经 验 值 是 对 8 值 大 约 在 20 m 到 200 km e pA. 45) 的 比值 进行 估计 得 
到 的 。 

(9) Lyapunov 维 数 D, 

这 个 维 数 是 作为 混沌 的 吸引 子 维 数 , 它 是 利用 Lyapunov 指数 来 定义 的 。 对 混 
沌 的 深入 研究 发 现 ,Hénon 上 映射 和 洛 伦 效 体系 中 的 奇异 吸引 子 的 断面 图 总 是 旦 分 形 
构造 ,因此 也 就 可 以 测定 其 分 形 维 数 。 根 据 报 道 ,从 利用 改变 观测 尺度 的 方法 和 利用 
相关 函数 的 方法 测量 维 数 来 看 , Hénon ra 
别 为 1.26 和 2. 06 左右 5 。 也 就 是 说 ,用 分 形 维 数 可 以 定量 地 给 出 奇异 吸引 子 的 特 
征 并 对 其 进行 分 类 。 ARRA TU EREUD IX T 它 为 分 形 吸 引子 是 很 
确切 的 。 


(2. 45) 


如 果 能 够 知道 稍为 离开 的 两 个 点 之 间距 离 的 伸缩 量 而 且 是 经 定量 化 了 的 以 及 
Lyapunov 指数 的 话 , 那 么 利用 这 些 参数 就 可 以 推定 出 吸引 子 的 分 形 维 数 。 
Lyapunov 指数 A, 的 定义 如 下 : 考虑 在 某 个 时 刻 1, 两 个 点 在 方向 为 a 的 方向 上 仅 相 
隔 距 离 上 上,(1) 。 经 过 时 间 t 后 ,这 两 点 间 的 距离 为 L(t 十 r)。 下 式 表 示 的 平均 扩 率 就 
是 Lyapunov 指数 


1 L,G 4 7) 
A = — ( log MOS ) (2.46) 


假如 A, 为 正 ( 或 负 ) 数 的 话 , 那 么 ,这 两 点 应 该 指 沿 方 向 a 按 指数 函数 逐渐 地 离开 (或 
接近 )。 为 了 使 表示 方向 的 参数 a 更 加 清楚 ,适当 地 考虑 直角 坐标 ,把 那个 轴 的 方向 
TON a, 也 就 是 说 ,4。 应 该 正好 与 全 部 空间 的 自由 度 的 数目 相等 。 把 这 些 Lyapunov 
指数 按 大 小 顺序 编号 ,重新 表示 为 Ay Ao ett Aa ,这 时 ,就 可 以 按 下 式 推 定 吸 引子 的 分 
JE HERE : 


D=j ——— (2.47) 


式 中 ,7 ZU E A A, 十 … 十 A; 之 和 为 负 值 的 最 后 一 个 人 5 即 A EET EL S ET 


j=min{n| 37a; « 0] (2.48) 

例如 ,对 Hénon 映射 和 洛 伦 兹 体系 , 当 分 别 为 和 1 二 0. 42,02 = —1. 5840 A, = 1. 37, 
à: —0. 00,4, — — 22. 4 时 ,其 维 数 就 可 以 分 别 估算 为 1.26 和 2. 0607 ,这 与 前 面 所 述 
的 结果 相 一 致 。 利 用 式 (2. 47) 定 义 的 维 数 被 称 为 Lyapunov 维 数 (或 者 Kaplan-York 
HRDO. 

除了 王 述 的 几 种 维 数 以 外 ,常见 的 还 有 集团 维 数 .质量 维 数 、 微 分 维 数 . 布 里 格 维 
数 .模糊 维 数 以 及 广义 维 数 等 ,它们 各 自 有 不 同 的 定义 以 及 不 同 的 应 用 。 | 

在 有 关 分 形 的 论文 中 ,有 不 少 关 于 维 数 的 定义 ,这 是 因为 还 没有 找到 对 任何 事物 
都 适用 的 定义 。 由 于 测定 维 数 的 对 象 不 同 , 有 的 适用 ,有 的 就 不 适用 。 


2.4 非 均 匀 线 性 变换 


分 形 几 何 学 的 主要 内 容 可 分 为 两 部 分 : 线性 分 形 和 非 线性 分 形 。 线 性 分 形 理论 
的 基本 观点 是 维 数 的 变化 是 连续 的 ,研究 的 对 象 具 有 自 相 似 性 和 非 规 则 性 。 自 相似 
性 即 局 部 是 整体 按 比例 缩小 的 性 质 。 人 们 常用 分 形 维 数 来 定量 地 描述 这 种 自 相似 
性 ,如 在 2.2 节 和 2.3 节 中 所 介绍 的 Hausdorff 维 数 、 相 似 维 数 、 谱 维 数 血 。 线 性 分 
形 又 称 为 自 相 似 分 形 , 它 研究 在 所 有 方向 上 以 同一 比率 收缩 或 扩展 一 个 几何 图 形 的 
线性 变换 群 下 图 形 的 性 质 , 在 一 定 范围 (区 域 ) 内 ,由 一 个 分 形 维 数 就 可 以 加 以 描述 。 
线性 分 形 又 可 分 为 有 规 分 形 和 无 规 分 形 两 类 。 


(Ang) 


分 
形 


非 线 性 分 形 研究 在 非 均 匀 线 性 变换 群 或 非 线 性 变换 群 下 几何 图 形 的 性 质 , 它 可 
以 分 为 三 类 : 自 仿 射 分 形 ( 非 均匀 线性 变换 群 )、 自 反 演 分 形 ( 非 线性 变换 群 ) 和 自 平 
方 分 形 ( 非 线性 变换 群 )。 可 以 看 出 ,在 非 线 性 分 形 中 ,与 线性 分 形 最 接近 的 是 自 仿 射 
分 形 (self-affine fractal) ,因为 仿 射 是 在 不 同方 向 进行 不 同比 率 的 收缩 或 扩展 的 线性 
变换 。 所 以 , 仿 射 是 非 均匀 的 线性 变换 ,而 相似 是 均匀 的 线性 变换 ,是 仿 射 的 特例 。 
在 分 形 几 何 学 中 ,在 用 变换 定义 分 形 时 ,为 与 其 他 非 均匀 线性 变换 群 和 非 线 性 变换 群 
相 区 别 ,把 均匀 线性 变换 群 作用 下 的 分 形 自 相 似 分 形 称 为 线性 分 形 ,其 余 的 均 称 
为 非 线性 分 形 , 可 以 用 下 图 表示 


有 规 分 形 
无 规 分 形 
分 形 儿 何 fannar 


线性 分 形 (均匀 线性 变换 铬 ) | 
非 线性 分 形 ( 非 均匀 线 性 变换 群 和 |。 演 分 形 
自 平方 分 形 
在 自 仿 射 分 形 中 ,对 一 个 图 形 ( 结 构 ) 的 描述 是 由 多 重 维 数 来 表征 的 ,如 间隙 维 
数 、 质 量 维 数 、 整 体 维 数 和 局 部 维 数 等 。 自 仿 射 分 形 比 自 相 似 分 形 更 为 复杂 ,但 也 更 
为 重要 ,因为 它 本 质地 反映 了 大 自然 的 复杂 性 和 丰富 性 ;另外 在 图 像 的 存储 和 传送 
中 ,利用 仿 射 映射 ,可 以 对 图 像 进行 压缩 1。 
本 节 讨 论 非 均匀 线性 变换 群 下 的 自 仿 射 集 。 自 仿 射 集 组 成 一 类 重要 的 集 类 , 它 
包括 自 相似 集 作为 它 的 特殊 情形 。 仿 射 映 射 S: R* 一 R" 是 具有 下 面 形式 的 映射 : 
S(x) = Tix) +b (2.49) 
式 中 是 R* 上 的 线性 变换 (可 以 表示 成 一 个 nXn 矩阵) ,而 5 是 R" 中 的 一 个 向 量 , 于 
是 仿 射 变换 是 平移 .旋转 、 胀 缩 , 可 能 还 有 反射 的 组 合 。 例 如 ,S 把 球 映 射 成 椭 球 ,把 
正方 形 上 映射 成 平行 四 边 形 等 。 与 相似 映射 不 同 之 处 在 于 , 仿 射 映射 在 不 同 的 方向 上 
有 不 同 的 胀 缩 比 。 
it D ÆR 的 闭 子 集 , 下 面 引 人 定理 2. 1 。 
定理 2.1 dE S),,9;,,0 S, 是 DCR" 上 的 压缩 映射 ,使 
(S, G0 — S; CO | x Ci|x— yl (x, y € D) 
对 每 个 1，C;<1, 则 存在 唯一 的 对 S, 不 变 的 非 空子 集 下 , 即 满足 


非 线性 变换 群 ) 


F= U Si(F) (2. 50) 
而 且 , 如 果 在 非 空 紧 子 集 类 o 上 定义 变换 S ,使 
SCE) = Ü S, CE) (2.51) 


如 果 记 S* 为 S Bk 次 迭代 , 它 由 S! GD-E,S'CE) SG CE)) GZDSEg X, nf 
E&o 上 的 任意 集 , 且 满 足 对 任意 i，S;(E)CE, 则 


F =ù] SE) (2. 52) 

WERA SOP? 。 

如 果 Si ,Ss,…,S 是 R" 上 的 仿 射 压缩 映射 ,由 定理 2. 1 保证 的 唯一 的 紧 不 变 集 
下 称 为 自 仿 射 集 。 图 2.7 是 一 个 例子 ,Si,S: 3n S, 是 这 样 明 显 地 定义 的 ,它们 把 正 
方形 上 映射 成 三 个 矩形 。( 在 图 中 不 变 集 下 表 成 由 S; 6S, ,…,S; (EF) 对 充分 大 的 
PORER i —1,2,3 的 系列 (i ,is，…,i) 所 组 成 的 集 。 显 然 ,下 是 由 它 的 3 个 仿 射 样 
AS, (F),S, CF) fI S;(F) 组 成 的 。) 

应 该 指出 的 是 , 自 相似 集 的 维 数 可 以 用 公式 表达 ,但 自 仿 射 集 的 情形 要 复杂 得 
多 ,虽然 自 仿 射 映射 以 连续 的 方式 变化 ,但 自 仿 射 维 数 却 可 以 不 连续 改变 ,所 以 除了 
某 些 特殊 的 例子 以 外 ,要 想得到 自 仿 射 集 的 维 数 的 表达 式 是 相当 困难 的 。 


图 2.7 在 仿 射 变换 S S: MS, 下 不 变 图 2.8 自 仿 射 集 的 一 个 形式 。 仿 射 变换 把 正 
的 自 仿 射 集 , S, S A S, 把 正 方形 映射 成 一 些 选 择 出 来 的 矩形 ,这 些 
RE E 变换 成 所 示 的 矩形 矩形 是 在 正方 形 内 按 pX a 排列 的 


下 面 是 一 个 特殊 的 例子 。 把 单位 正方 形 Eo 分割 成 按 p <q 排列 的 边 长 各 为 1/p 
和 1/4 的 矩形 ,其 中 p 和 gq 都 是 正 整数 旦 如 <9。 从 这 些 矩 形 中 选取 一 个 子 集 类 组 成 
Ei ,并 且 用 N; 表示 从 第 7 个 柱 集中 选 出 的 矩形 数 ,1<7 委 2, 见 图 2.8。 按 通常 的 方 
法 重复 这 个 过 程 , 即 把 E, 中 的 每 一 个 矩形 用 E. 的 一 个 仿 射 样本 代替 ,并 设 下 是 得 
到 的 极限 集 , 则 FF 的 Hausdorff 维 数 和 计 盒 维 数 分 别 为 


b 
n ng 1 
Du (F) = In 9» pn inp (2.53) 
D(F) = HP In ( LN ns (2, 54) 
In p bi i Jng 


HAER D MPR p 是 至 少 包含 E 的 一 个 矩形 的 柱 集 数 。 计 算 从 上 略 。 
在 这 个 例子 中 , 维 数 不 仅 依赖 于 每 一 步 选 出 的 矩形 的 个 数 ,同时 也 与 它们 的 相对 


"redi 


(ENH) 


Sy 


位 置 有 关 , 而 且 Dy CF) Al Ds (CF) 一 般 不 相等 。 EN zz 三 = 
上 例 中 考虑 的 自 仿 射 集 的 构造 可 以 画 成 如 IM az sre 


图 2. 9 的 形式 。 


上 面 的 例子 是 相当 特殊 的 ,因为 其 中 的 仿 射 和 a’ “ 
映射 都 是 可 以 相互 平移 的 。 eee 
定理 2.2 ET Tr T, 是 线性 压缩 映 "E 
射 , 又 设 b sb, tb, ER" 是 向 量 , 如 果 是 满足 u ls 
F-U CT; (E) 十 五 ) 图 2.9 在 图 2.8 中 考虑 的 一 类 自 
m 仿 射 集 的 构造 


的 仿 射 不 变 集 , 则 Dy CF) = Ds (F) = aT, 
Too TO E mn 维 勒 贝 格 测度 意义 下 对 几乎 所 有 的 (bi bob E R” BOE 

这 个 定理 的 一 个 推论 是 : 除非 非常 不 巧 地 磁 到 参数 的 一 个 例外 集 , 按 定理 所 设 
条 件 , 仿 射 不 变 集 的 Hausdorff 维 数 和 计 盒 维 数 相等 G71。 

在 图 2. 10 中 ,每 一 个 分 形 在 把 正方 形 映 射 到 三 个 不 同 的 矩形 的 变换 集 下 都 是 不 
变 的 ,对 每 个 分 形 的 仿 射 变换 只 有 平移 方面 的 差别 ,所 以 由 定理 2.2, 这 三 个 分 形 的 
维 数 都 相等 。 可 以 算出 它们 的 Hausdorff 维 数 各 计 盒 维 数 大 约 等 于 1.42, 


2.10 只 有 平移 的 差别 的 三 个 仿 射 变换 ,具有 相同 的 分 形 维 数 


前 面 对 自 仿 射 集 的 描述 主要 是 从 集合 论 的 角度 出 发 的 ,下 面 用 函数 形式 对 自 仿 
射 和 自 相 似 性 分 别 进行 定义 ,然后 讨论 二 者 的 关系 。 
定义 1 如 果 
FAM az, Aree? seers Marr") = Af cl, a enar! (2.55) 
恒 成 立 , 则 称 ”元 函数 7Cz ,xz?,…,x") 具 有 自 仿 射 性 质 。 


定义 2 ”如果 
fG?x!, APL? Mx) AF Car! ox? rax") (2. 56) 
B sr. , 则 称 2 元 函数 f(x! ,x?,…,x") 具 有 自 相 似 性 质 。 也 就 是 只 有 当 变 量 v Gl, 
2,…,n) 作 相同 的 标 度 变换 : x SAP’ ,此 时 式 (2.56) 成 立 。 
从 上 面 两 个 定义 可 以 看 出 , 当 各 分 量 r 的 标 度 变 换 不 同时 ,定义 了 自 仿 射 性 ; 当 
各 分 量 r 的 标 度 变换 相同 时 , 自 仿 射 就 变 成 了 自 相 似 。 所 以 , 自 相 似 是 自 仿 射 的 一 
个 特例 。 这 两 个 概念 之 间 的 差别 可 以 用 平面 矢量 场 来 表示 ,如 图 2. 11 Bra. 在 
图 2. 1160 rh, X — Ge! oa 2) 表 示 欧 氏 空间 中 一 个 点 或 径 矢 量 ， 
BX = BG! a^ ax") 一 (Br Bx? or Bx") 
MER 211b, X S Gia rea? ye) EP non eor, 不 全 相等 。 


(a) (b) 


El 2.11 自 相 似 与 自 仿 射 的 差别 
(a) 和 白 相 似 ;(b》 自 仿 射 


在 自 相 似 中 ,矢量 ox REKE X 的 模 的 8 倍 , 当 B>0 时 ,二 者 同 向 : 当 p<0 
时 ,二 者 反 向 。 而 在 自 仿 射 中 ,不 但 改变 了 矢量 于 的 模 , 也 改变 了 矢量 革 的 方向 。 

在 定义 了 自 相 似 与 自 仿 射 后 ,再 来 看 自 相 似 集 与 自 仿 射 集 。 自 相似 集 沿 各 个 方 
向 的 伸缩 比 > 都 相同 。 如 果 沿 各 个 方向 的 伸缩 比 n; 不 全 相同 , 则 得 到 自 仿 射 集 。 如 
果 某 一 有 界 集合 的 子 集 ( 不 包括 相 重 闪 的 子 集 ) 经 过 仿 射 变换 之 后 能 和 原 集合 全 等 ， 
则 称 为 自 仿 射 集 。 如 果 某 一 集合 的 统计 性 质 经 过 仿 射 变换 仍 和 原 集 合 全 等 , 则 称 为 
统计 自 仿 射 集 。 

布朗 运动 的 轨迹 是 自 仿 射 分 形 的 经 典 例子 ,自然 界 的 许多 地 理 形 貌 和 状态 ( 山 
川 .河流 ,湖泊 .森林 等 ) 都 可 以 由 布朗 运动 创造 出 来 。 平 面 布朗 运动 轨迹 的 局 部 维 数 
为 (2 一 日) ,其 中 互 为 赫 斯 特 (Hurst) 指 数 ,而 整体 维 数 为 1。 

对 自 相 似 集 ,目前 研究 得 比较 充分 。 一 般 来 说 ,它们 都 是 分 形 集 ,其 本 质 特 征 是 
其 局 部 与 整体 相似 。 也 就 是 说 ,只 要 进行 适当 的 放大 , 则 任何 一 个 任意 小 的 部 分 都 可 
以 和 整体 重合 。 按 集合 论 术 语 来 说 就 是 ,车 一 有 界 集合 S 包含 有 NN SAMBA 
集 , 当 子 集 放大 7 售后 能 与 原 集合 重合 , 则 叫做 自 相 似 集 。Koch 曲线 就 是 其 中 一 例 。 
构成 自 相似 分 形 的 方法 较 多 ,如 不 断 分 支 和 连续 内 插 都 可 以 得 到 自 相 似 分 形 。 
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2.5 重 正 化 群 


重 正 化 群 (renormalization group) 的 方法 是 在 量子 场 论 中 提出 来 的 ,在 研究 高 能 
渐 近 行为 中 有 很 重要 的 应 用 。 美 国 康 奈 尔 大 学 的 威尔逊 (Kenneth G. Wilson) 把 量 
子 场 论 中 的 重 正 化 群 方法 应 用 于 临界 现象 的 研究 ,并 提出 重 正 化 群 在 不 动 点 附近 的 
性 质 决定 了 体系 的 临界 行为 ,建立 了 相 变 的 临界 现象 理论 ,这 是 临界 现象 研究 中 的 重 
大 突破 ,他 因而 荣获 1982 年 度 诺 贝 尔 物理 奖 。 

那么 ,什么 是 重 正 化 群 呢 ? 下 面 先 作 一 个 简单 的 说 明 。 在 临界 点 上 没有 唯一 的 
特征 尺度 ,小 到 原子 尺寸 ,大 到 关联 长 度 的 各 种 长 度 的 涨 落 都 在 起 作用 ,因此 要 进行 
计算 是 极其 困难 的 。 能 不 能 先 将 小 尺度 上 的 运动 平均 掉 , 而 将 平均 留 下 的 “痕迹 ” 体 
现在 稍 大 尺度 的 有 效 相互 作用 强度 上 ? 这 就 是 Wilson“ 重 正 化 变换 ”的 基本 思想 ,这 
些 重 正 化 变换 的 整体 就 构成 所 谓 “ 重 正 化 群 "。 由 于 重 正 化 群 与 分 形 的 关系 很 密切 ， 
如 在 实 空间 中 的 重 正 化 ,因此 本 节 介 绍 重 正 化 群 的 基本 要 点 。 

重 正 化 群 的 目的 是 在 观测 中 改变 尺度 时 定量 地 获取 物理 量 的 变化 ”中 。 例 如 ， 
把 在 茶 种 尺度 下 所 测 得 的 物理 量 记 为 p, 把 在 比 这 个 尺度 大 两 倍 的 尺度 下 测 得 的 物 
理 量 记 为 p' ,利用 适当 的 尺度 变换 f; ,可 以 把 p 和 原来 的 pb 的 关系 表示 为 

pof (2. 57) 

AP. f Hy Es 2 表示 两 倍 的 尺度 变化 。 如 果 把 观测 的 尺度 再 放大 两 倍 , 那 么 下 列 关 
系 式 成 立 


P = fp) = fa $ Fap) fO) (2. 58) 

如 果 把 这 个 式 (2.58) 变 成 一 般 化 的 关系 式 , 那 么 就 得 知 变换 f 具有 下 列 性 质 
fat fs = fa (2.59) 
fi =1 (2. 60) 


式 中 1 表示 恒 等 变换 。 变 换 了 一 般 不 具有 逆 变 换 S ,因为 在 给 定 的 某 种 状态 下 ,总 
是 可 以 把 它 的 尺度 变化 的 。 但 相反 ,即使 预先 给 定 了 经 过 尺度 变化 的 状态 ,也 不 能 恢 
复 其 原始 状态 。 在 数学 上 把 具有 这 种 性 质 的 变换 称 为 半 群 ,按理 说 ,把 这 种 了 变换 
称 为 重 正 化 半 群 是 正确 的 ,但 在 物理 学 中 ,把 这 种 利用 尺度 变化 的 变换 取 名 为 重 正 
化 ,因而 现在 已 习惯 于 重 正 化 群 这 一 叫 法 。 

这 种 重 正 化 ,从 其 定义 也 可 看 到 , 它 与 分 形 有 密切 关系 。 所 谓 分 形 , 因 为 它 是 指 
即使 经 过 尺度 变换 也 不 产生 变化 的 状态 .结构 及 图 形 ,所 以 也 可 以 说 重 正 化 群 的 了 变 
换 后 的 不 变 状态 就 是 分 形 。 从 历史 上 来 说 ,分 形 和 重 正 化 群 是 在 同一 时 期 独立 地 提 
出 来 的 ,它们 的 目标 都 是 在 改变 观察 尺度 的 变换 的 基础 上 解析 其 不 变 的 现象 。 它们 
的 差别 是 ,分 形 以 几何 学 的 形状 作为 焦点 ,而 重 正 化 群 以 物理 量 作 为 焦点 。 在 最 近 ， 
因为 分 形 也 包括 物理 量 ,而 在 实 空间 中 , 重 正 化 也 处 理 几 何 学 的 对 象 ,所 以 ,二 者 的 差 


别 就 不 大 了 。 

重 正 化 群 是 研究 相 变 的 临界 现象 最 有 力 的 工具 。 以 液 相 和 气相 临界 点 附近 水 的 
状态 为 例 。 假 定 状 态 p 非常 接近 于 临界 点 的 液 相 ,从 微观 角度 来 看 ,只 能 看 见 这 个 
状态 的 液体 和 气体 呈 随 机 分 布 ; 但 是 ,在 经 过 多 次 上 变换 后 的 状态 pA d 9 
比例 将 会 增加 ,而 且 , 可 以 把 经 过 无 限 次 变换 后 均 极 限 状态 看 成 全 部 都 是 液 相 。 另 
外 ,与 此 相反 ,假如 微观 的 状态 接近 于 气相 ,也 可 以 反复 进行 f 变换 ,将 会 得 到 全 部 
都 是 气相 的 宏观 状态 。 也 就 是 说 ,经 S 变换 后 ,不 变 的 状态 是 临界 点 ,解析 其 附近 的 
状态 可 以 归结 为 研究 f£ 变换 的 性 质 。 

下 面 利用 重 正 化 群 来 分 析 导 电 渗流 问题 。 所 考虑 的 状态 是 在 二 维 正方 格 的 格子 
点 上 ,金属 呈 随 机 分 布 的 状态 ,并 把 金属 的 占有 概率 作为 物理 量 p^ 

先 来 看 一 下 在 一 个 假想 的 格子 点 上 对 2X2 格子 点 的 尺度 变换 问题 。 把 这 个 新 
的 格子 叫做 超 格 子 ,把 被 尺度 变换 的 2X 2 的 格子 点 叫做 块 。 当 块 内 的 四 个 点 中 都 有 
金属 时 , 则 可 认为 对 这 个 块 进 行 尺 度 变换 后 | | | 
的 超 格子 点 上 也 有 金属 。 当 块 内 的 三 个 格子 | | | 
点 上 有 人 金属 时 ,因为 这 个 块 在 纵横 两 个 方向 | 
都 可 通过 电流 ,因此 ,也 可 以 认为 在 超 格 子 点 i | 


上 有 金属。 但 是 ,如 果 块 内 的 点 数 在 两 个 以 
下 时 ,这 个 块 至 少 在 纵向 或 横向 不 能 通过 电 | | | SIME 
流 ， 所 以 ,此 时 应 该 对 应 于 在 该 超 格 子 点 上 II LI 一 

图 


没有 金属 时 的 状态 ,参见 图 2. 12。 假 如 把 超 
格子 点 上 金属 的 占有 率 假定 为 p 时 , 则 下 列 D02 MRAM TAREN 
方程 式 成 立 , 即 


p = fap) = p H4 Ap) (2.61) 
式 中 第 一 项 表示 块 内 的 四 个 点 都 有 金属 存在 时 的 状态 ,第 二 项 表示 三 个 点 都 有 金属 
存在 时 的 状态 。 因 为 利用 这 个 公式 就 决定 了 变换 f, 因 此 ,在 后 面 只 要 研究 f 的 性 
质 ,就 应 该 可 以 解析 相 变 。 
正如 前 面 所 论述 过 的 那样 ,临界 点 p. 是 经 变换 f 后 的 不 变 点 ,就 是 说 ,是 不 动 
点 。 假 如 把 不 动 点 假定 为 p^ ,那么 ,根据 式 (2. 61) ,下 式 成 立 
pi =p“ +4p dp") (2. 62) 
并 可 得 出 


p’ 一 0，1， INS Cy 0.768, — 0. 434) (2. 63) 


其 中 ,因为 p 表示 概率 ,所 以 ,p" — —0.434 应 该 排除 。 如 果 pt —0. 1 分 别 表示 完 
全 没有 金属 和 全 部 有 金属 时 ,那么 ,很 明显 ,其 他 的 就 是 有 金属 时 的 不 动 点 。 所 以 , 相 
变 点 就 是 p. = 0.768 时 的 状态 。 这 个 值 虽 然 比 利 用 模拟 求 出 的 p = 0.59 大 得 多 ,但 


(ANH) 


sy 


是 , 它 与 实验 值 p.—0. 752 大 体 一 致 。 如 果 p HE p. 小 时 ,下 式 成 立 , 即 

pe > D> fiC D > for Cp) > > fs (2. 64) 
每 进行 一 次 重 正 化 ,p 就 变 小 ,在 经 历 过 无 限 次 重 正 化 后 的 极限 处 ,f..(p) 二 0。 这 表 
明 ,如 果 进 行 非常 大 的 尺度 变换 ,就 会 看 不 见 金 属 。 如 果 p HE p 大 时 ,相反 的 公式 成 
立 , 那 么 ,f.,(p) 一 1。 就 是 说 ,在 尺度 变换 的 极限 处 ,全 部 都 是 金属 。 正 如 上 面 所 述 ， 
b. 附近 的 点 ,每 进行 一 次 重 正 化 ,就 要 更 离开 p.。 因 此 ,临界 点 p. 就 成 为 变换 f. 的 
不 稳定 的 不 动 点 ,这 是 可 想 而 知 的 (图 2. 132. 


P3 P2 p Po 
[ + =t- — t- + 一 全 | am | 


0 Pe l 


网 2.13 经 重 正 化 变换 后 p 的 变化 情况 


因为 临界 点 p 已 经 决定 了 ,下 面 来 求 在 临界 点 渗流 集团 的 分 形 维 数 。 若 超 格 子 
点 是 金属 时 ,在 块 内 就 有 三 个 点 或 四 个 点 有 人 金属。 这 个 块 内 金属 格子 点 数 的 期 望 值 
N. 为 
N, = {4¢ pl 3*4 - pCl— p.2)/ p, 2e 3. 45 (2. 65) 
用 p. 去 除 是 因为 这 个 期 望 值 是 指 超 格子 为 金属 这 样 条 件 下 的 期 望 值 。 如 果 与 超 格 
子 相 比 ,格子 间隔 为 1/2 ,就 是 说 ,在 超 格子 中 ,由 于 把 观察 单位 长 度 定 为 1/2, 所 以 ， 
在 平均 N, 个 金属 点 中 ,应 该 只 能 看 见 一 个 金属 点 。 如 果 把 上 述 关系 式 写 成 一 般 的 
关系 式 , 那 么 , 当 观 察 的 单位 长 度 为 1/6 倍 时 ,能 看 见 的 金属 点 的 数目 N.C5) 为 


N.) = b? (2. 66) 
对 现在 讨论 的 渗流 集团 而 言 ,将 会 满足 下 列 关 系 : 
p — IN. 2 1.79 (2. 67) 
ln 2 


式 中 ,DD 值 就 是 要 求 的 渗流 集团 的 分 形 维 数 。D 一 1.79 这 个 值 与 利用 模拟 求 出 的 值 
完全 一 致 ,也 近似 于 实验 值 1.9, 这 表明 了 重 正 化 群 的 优越 性 。 
渗流 集团 在 临界 点 的 分 形 维 数 已 经 求 出 , 除 此 之 外 ,利用 重 正 化 群 还 可 阐明 临界 
点 附近 的 动态 ,特别 是 临界 指数 。 下 面 来 求 与 相关 长 度 有 关 的 临界 指数 。 
虽然 p 比 临界 点 p. 小 ,但 是 当 p 非常 接近 临界 点 时 ,格子 之 间 的 相关 长 度 $ 是 
有 限 的 , 它 可 写成 如 下 的 形式 
£—&lp-pl" (2. 68) 
th, 5 是 具有 长 度 因 次 的 量 , 是 格子 之 间隔 大 小 的 比例 常数 ; ， 是 临界 指数 。 假 
如 考虑 的 基 在 格子 已 经 过 一 次 重 正 化 后 的 超 格 子 上 ,那么 ,相关 长 度 & 的 绝对 大 小 应 
该 是 不 会 改变 的 ,与 尺度 变换 无 关 , 所 以 下 式 成 立 : 
E= lpp | (2. 69) 
其 中 ,由 于 进行 了 重 正 化 ,格子 间隔 是 原来 的 两 倍 ,所 以 总 为 


& = 2& (2.70) 
如 果 把 式 (2. 68) 一 式 (2.70) 合 在 一 起 , 则 临界 指数 ,可 表示 为 
in 2 


"Tm{p p/p pp} (2.71) 
当 pp 无限 地 近似 于 临界 点 时 ,因为 下 式 成 立 
p.— pb ~ ap 
~ 2.72 
Pe—P Ip | pnp, (2.72) 
所 以 ,可 根据 下 式 求 出 v, 即 
ln 2 
v TAEI (2.73) 
n= 
op P= p, 


如 果 使 用 式 (2. 61) 计 算 此 值 , 则 vez1. 40, 它 与 利用 模拟 和 实验 所 得 的 值 “一 1. 35 大 
体 一 致 。 

如 果 使 用 这 样 的 重 正 化 群 , 可 以 比较 简单 地 求 出 分 形 的 维 数 和 临界 指数 。 但 是 ， 
必须 注意 的 是 ,因为 重 正 化 群 终究 是 近似 理论 ,所 以 必须 继续 设法 提高 近似 的 精度 。 
所 谓 重 正 化 群 是 近似 ,这 是 因为 正如 图 2. 14(a) 所 反映 出 来 的 ,在 格子 上 没有 连接 着 
的 点 在 超 格子 上 是 连接 的 ;而 在 图 2. 14(b) 中 ,在 格子 上 连接 着 的 点 在 超 格子 点 上 是 
完全 分 离 的 。 为 了 减少 这 样 的 误差 ,经 过 一 次 重 正 化 的 块 的 大 小 应 是 越 大越 好 。 但 
是 ,假定 块 的 一 边 的 长 度 为 ,那么 ,在 块 内 的 点 数 有 靖 个 ,整个 块 内 的 全 部 状态 为 
2" 个 ,所 以 ,要 用 解析 的 方法 决定 变换 f; ,其 限度 是 56 二 4。 因 此 ,虽然 用 解析 的 方法 
可 以 求 出 变换 f, ,但 是 ,一 般 还 是 考虑 使 用 统计 方法 决定 f, BUE FRE IA (Monte 
Carlo) 的 重 正 化 。 例 如 , 先 假定 5= 100 左右 ,在 100X100 的 格子 上 , 当 改 变 值 时 ， 
可 利用 计算 机 , 求 出 渗流 的 占有 概率 p X RE s RT HEIL /, 的 函数 类 型 。 虽 然 缺点 是 
不 能 精确 地 决定 f 的 类 型 ,但 是 ,因为 可 以 对 大 的 块 进行 一 次 重 正 化 ,这 样 就 大 大 提 


高 了 重 正 化 的 精度 。 
O-O J ~ 0 0 
(a) 


| 


(b) 


图 2.14 格子 与 超 格子 之 间 的 转换 
CO 在 格子 上 点 明示 连接 着 ,但 在 超 格子 上 却 连 接着 ;(b) 相反 的 情况 


第 3 章 经 典 分 形 与 Mandelbrot & 


3.1 Cantor 华 


康 托 尔 (G. Cantor) fr 1883 年 构造 了 如 下 的 一 类 集合 。 选取 一 个 欧 氏 长 度 为 
L。 的 直线 段 ,将 该 线段 三 等 分 ,去 掉 中 间 一 段 , 剩 下 两 段 。 将 剩 下 的 两 段 分 别 再 三 等 
分 ,各 去 掉 中 间 一 段 , 剩 下 四 段 。 将 这 样 的 操作 继续 下 去 ,直至 无 穷 , 则 可 得 到 一 个 离 
散 的 点 集 , 点 数 趋 于 无 穷 多 ,而 欧 氏 长 度 趋 于 零 。 经 无 限 次 操作 ,达到 极限 时 所 得 到 
的 离散 点 集 称 为 Cantor 集 , 如 图 3. 1 Bros 。 从 连通 性 看 ,这 个 集合 是 非 连通 的 。 
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图 3.1 三 分 Cantor Æ 


去 掉 中 间 三 分 之 一 的 Cantor 集 , 也 称 为 三 分 Cantor 集 , 它 是 一 种 人 们 最 了 解 ， 
同时 也 是 最 容易 构造 的 分 形 , 显 示 出 许多 典型 的 分 形 特 征 。 设 ES 是 闭 区 间 [L0,1] 
( 即 满足 0 委 z< 委 1 的 实数 zx 组 成 的 集合 ) E 表示 由 E 除去 中 间 1/3 之 后 得 到 的 集 ， 


& E 包含 | 9 ,二 ] 和 | 和 ,| 两 个 区 间 。 分 别 去 掩 这 两 个 区 间 的 中 间 1/3 EB 


me alot h Soy |. [peg |e] 5.1 四 个 区 间 。 按 此 种 方法 继续 下 去 ， 
WIE, 是 由 2^ 个 长 度 各 为 3“ 的 区 间 ( 线 段 ) 组 成 。 三 分 Cantor $ F Æ hR TA 
HE 当 & 趋 于 无 穷 时 的 极限 ,是 一 个 不 可 数 的 无 穷 集 。 显 然 , 不 可 能 画 出 带 有 无 
穷 小 细节 的 下 自身 ,所 以 下 的 图 实际 上 只 是 一 个 充分 大 时 对 下 较 好 晕 近 的 E, 
的 图 。 


下 面 列 出 三 分 Cantor 集 的 一 些 性 质 ， 
(D 下 是 自 相 似 的 。 很 明显 ,在 区 间 | 0, 言 | 和 | ,1 JAN F WR F 是 几何 


相似 的 ,相似 比 为 /3。 在 E: 的 四 个 区 间 内 ,下 的 部 分 也 与 五 相似 ,相似 比 为 1/9。 
以 此 类 推 ,这 个 集 包 含 许多 不 同比 例 的 与 自身 相似 的 样本 。 

(2) 下 有 “精细 结构 ”。 它 包含 有 任意 小 比例 的 细节 , 越 放 大 三 分 Cantor 集 的 
图 ,间隙 就 越 清 楚 地 呈现 出 来 。 

(3) 尽管 下 有 错综复杂 的 细节 结构 ,但 下 的 实际 定义 却 非常 简单 明了 。 

(4) 下 是 由 一 个 迭代 过 程 产生 的 ,持续 的 步 又 得 到 的 E, 是 下 的 越 来 越 好 的 
iB. 
(5) F pM) SL fa] Pk Es HE AF Fo 6 B DR E HE dl b > E BE AR og A JC Ee f] HR. Ze UE BA ax 
的 轨迹 ,也 不 是 任何 简单 方程 的 解 集 。 

(6) 五 的 局 部 几何 性 质 也 是 很 难 描 述 的 ,在 它 的 每 点 附近 都 有 大 量 被 各 种 不 同 
间隔 分 开 的 其 他 点 。 

C) 虽然 下 在 某 种 意义 上 是 相当 大 的 集 ( 是 不 可 数 无 穷 的 ) ,然而 它 的 大 小 不 
适用 于 用 通常 的 测度 和 长 度 来 度量 ,用 任何 合理 定义 的 长 度 来 度量 ,F 的 长 度 总 


按 相似 维 数 的 计算 公式 ,可 得 三 分 Cantor 集 的 维 数 
= m — 0.6309 

显然 ,三 分 Cantor 集 的 相似 维 数 小 于 E, 的 欧 氏 维 数 (为 一 维 )。 

一 个 平面 中 的 Cantor 集 , 称 为 “Cantor a a 
侍 ”, 如 图 3.2 所 示 。 构 造 “Cantor 侍 " 的 步骤 | PL » 
与 三 分 Cantor 集 的 类 似 。 它 的 每 一 步骤 是 m = OU 
把 正方 形 等 分 成 16 个 小 正方 形 , 保 留 其 中 四 Ey E, E, 
个 而 把 其 余 的 去 掉 。 当 然 , 保 留 不 同 次 序 或 ~ 
个 数 不 同 的 小 正方 形 , 可 以 构造 出 不 同 的 集 。 5" gs 
显然 “Cantor 尘 ” 具 有 与 在 三 分 Cantor 集中 aS, * 
指出 的 那些 性 质 相 似 的 性 质 。 F 

Cantor 集 的 构造 还 可 以 有 随机 的 类 似 图 3.2 "Cantor 侍 "的 构造 


形式 。 以 三 分 Cantor 集 为 例 , 它 的 构造 可 以 用 几 种 不 同 的 方法 随机 化 ,如 图 3.3 所 
示 。 每 次 把 线段 分 成 三 部 分 ,但 不 是 总 去 掉 中 间 的 一 段 ,可 以 用 撕 角 子 来 决定 去 掉 蔚 
部 分 。 另 外 ,也 可 以 在 每 步 的 构造 中 随机 地 选择 区 间 的 长 度 , 可 以 在 第 & 步 ,得 到 
2 个 不 同 长 度 的 区 间 ,最 终 得 到 一 个 看 起 来 很 不 规则 的 分 形 "… 。 

一 般 地 说 , 在 构造 随机 的 Cantor 集 时 , 有 两 个 条 件 是 可 以 改变 的 ; 其 一 是 对 初 
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(b) 


图 3.3 Cantor 集 的 两 种 随机 构造 
(a) 每 个 区 间 三 等 分 ,随机 地 保留 其 中 两 部 分 ; (b) 每 个 区 间 被 随机 长 度 的 两 个 子 区 间 代 替 


始 长 度 L. 进行 多 少 等 分 或 不 等 分 : 其 二 是 留 下 哪些 部 分 , 去掉 哪 些 部 分 。 在 
图 3.3(a) 中 , 每 个 区 间 三 等 分 , 随机 地 保留 其 中 的 两 部 分 ; 在 图 3. 3C(b) 中 , 每 个 区 
间 分 三 部 分 ， SI EE 下 面 来 考虑 对 Lo 进行 2 等 分 (>3， 而 


且 可 以 不 是 整数 ), BK La, 去 掉 中 间 的 一 2 段 ,这 样 得 到 的 随机 Cantor 分 


形 集 的 相似 维 数 为 多 大 呢 ? 它 可 以 由 下 式 求 出 : 
In 2 


Inn 


D, = (3. D 


当 了 了 取 3.5,4,4.5 和 5 时 ,相似 维 数 分 别 为 0. 5533.0. 500,0. 46081 0. 4307, 18 dh 
然 , 当 nn 趋 于 无 穷 大 时 ,相似 维 数 趋 于 零 。 

应 该 指出 的 是 ,在 计算 经 典 分 形 集 的 相似 维 数 时 , D. 与 初始 操作 时 图 形 的 尺度 
(如 线 的 欧 氏 长 度 , 面 的 欧 氏 面积 , 体 的 欧 氏 体积 等 ) 无 关 , 而 只 与 操作 的 机 制 ( 即 N 
和 vr) 有 关 , 参 见 式 (2. 24)。 所 以 ,如 果 在 操作 过 程 中 随机 地 去 掉 一 些 儿 何 图 形 , 但 保 
持 剩 下 的 几何 图 形 的 个 数 不 变 , 即 N 不 变 , 而 且 使 > 也 不 变 , 这 样 最 终 得 到 的 几何 图 
形 昌 然 与 非 随机 有 规 分 形 是 不 全 等 的 ,但 它们 的 相似 维 数 D. 却 是 相同 的 。 

就 随机 分 形 而 言 ,既然 称 之 为 随机 的 ,应 该 在 所 有 的 尺度 上 表现 随机 性 ,所 以 应 
当 在 构造 过 程 中 的 每 一 步 引 进 随 机 的 成 分 。 通 过 把 尺度 变化 及 构造 规则 的 变化 随机 
化 ,可 以 使 分 形 ( 即 得 到 的 极限 集 ) 是 统计 自 相似 的 , 即 把 某 一 个 小 部 分 放大 以 后 , 它 
与 整体 具有 相同 的 统计 分 布 。 

随机 分 形 虽 然 没 有 与 它们 相对 应 的 非 随机 的 有 规 分 形 的 严格 的 自 相 似 性 ,但 它 
们 不 一 致 的 外 表 通 常 与 自然 现象 .如 海岸 线 . 地 形 表面 或 云彩 的 边界 更 接近 。 的 确 ， 
随机 分 形 的 构造 是 许多 给 人 深刻 印象 的 由 计算 机 绘制 的 风景 图 的 基础 。 


3.2 Koch 曲线 


PACH. von Koch) 构 造 的 曲线 在 第 1 章 已 经 提 到 过 了 ,在 这 里 只 是 为 了 与 其 他 
经 典 分 形 进行 比较 , 才 把 它 的 图 形 重 复 画 出 。 


wert 


图 3.4 
(a) =%K Koch 曲线 ; (b) 由 Koch 曲线 构成 的 Koch 雪花 


图 3. 4(a) 中 的 曲线 称 为 三 次 Koch 曲线 。 按 相似 维 数 的 计算 公式 ,由 于 N=4, 
;二 序 , 可 求 得 它 的 相似 维 数 


— In4 _ 
= ea = 1.2618 


这 个 数 与 Koch 曲线 大 于 一 维 ( 具 有 无 限 的 长 度 ) 但 小 于 二 维 ( 具 有 零 面 积 ) 的 结论 是 
相 一 致 的 ,另外 应 注意 的 是 , 它 比 E 的 欧 氏 维 数 (为 一 维 ) 要 大 。 
由 图 3. 4(a) 可 以 清楚 地 看 到 ,三 次 Koch 曲线 每 操作 一 次 ,曲线 的 欧 氏 长 度 有 规 


律 地 增加 ,计算 表明 E, 的 长 度 为 ( 生 ) , 令 《 趋 二 无穷 , 则 下 的 长 度 趋 于 无穷 大 ,所 


以 从 测度 的 角度 来 说 Koch 曲线 的 一 维 测度 是 无 限 大 。 它 的 二 维 测度 是 0, 因 为 F dE 
直观 上 是 曲线 ,在 平面 内 的 面积 为 零 ,所 以 表示 面积 的 二 维 测度 自然 就 等 于 0。 在 这 
里 ,长 度 和 面积 对 下 的 形状 和 大 小 都 没有 提供 很 有 效 的 描述 。 进一步 的 数学 解析 发 
现 ,Koch 曲线 的 Hausdorff 测度 ,在 D<log; 4 时 为 无 限 大 , 当 D> logs 4 时 为 0,D= 
log;4 为 有 限 。 根 据 Hausdorff 维 数 的 定义 ,Koch 曲线 的 Dy =log:4= ln 4/1n 3, BẸ 
Da 一 1.2618 ,与 相似 维 数 相 一 致 。 

Koch 曲线 在 许多 方面 的 性 质 与 三 分 Cantor 集 列 出 的 那些 性 质 类 似 , 它 由 四 个 


(Bi Su) 


BY 


与 总 体 相 似 的 “四 分 之 一 ”部 分 组 成 ,但 比例 系数 是 1/3。 它 在 任何 尺度 下 的 不 规则 
性 反映 了 它 的 精细 结构 ,但 这 样 错综复杂 的 构造 却 出 自 于 一 个 基本 的 简单 结构 。 虽 
然 称 下 为 曲线 是 合理 的 ,但 它 是 如 此 不 规则 ,以 至 于 在 传统 的 意义 下 , 它 没 有 任何 
切线 。 

图 3.4(b) 显 示 了 由 三 次 Koch 曲线 构成 Koch 雪花 的 迭代 过 程 。 实 际 上 ,Koch 
雪花 是 由 三 条 三 次 Koch 曲线 组 成 , 它 是 一 条 连续 的 回 线 ,永远 不 会 自我 相交 ,因为 
每 边 上 新 加 的 三 角形 都 足够 小 ,以 至 彼此 碰 不 上 。 每 一 次 变换 在 曲线 内 部 增加 一 点 
面积 ,但 总 面积 仍 是 有 限 的 ,事实 上 比 初始 的 三 角形 大 不 了 许多 。 如 果 夯 一 个 外 接 辆 
把 初始 的 三 角形 包 起 来 ,Koch 曲线 永远 不 会 超出 这 个 圆 之 外 。 然 而 ,曲线 本 身 却 是 
无 限 之 长 , 同 任何 伸 向 无 边 无 际 的 宁 宙 深 处 的 欧 几 里 得 直线 一 样 长 。 就 像 第 一 次 变 
换 把 长 1 m 的 每 边 换 成 4 个 各 长 1/3 m 的 线段 一 样 ,每 一 次 变换 使 总 长 度 乘 上 4/3. 
在 有 限 空 间 里 的 无 限 长 度 , 这 是 个 自 相 矛盾 的 结果 , 它 违 反 了 一 切 关于 形状 的 合理 直 
觉 ,从 而 使 许多 数学 家 感到 烦恼 。 

另外 ,还 可 以 将 Koch 曲线 的 构造 原则 加 以 推广 。 第 一 种 推广 是 改变 等 分 数目 。 

E。 例如 ,将 一 条 欧 氏 长 度 为 L。 的 直线 段 进 行 四 等 分 ,保留 
两 端的 两 个 小 段 , 而 中 间 的 两 段 改 成 一 个 向 上 , 另 一 个 
向 下 的 小 段 ,使 得 和 原来 的 两 小 段 构成 两 个 小 正方 形 ， 
如 图 3.5 所 示 。 将 上 述 操作 重复 下 去 ,得 到 一 条 具有 相 
似 结构 的 折线 , 常 称 为 四 次 Koch 曲线 。 这 样 ,四 等 分 
之 后 ,k= 二 1 时 ,长 度 为 Lo/4 的 小 线段 共有 八 个 。 所 以 ， 
几 3.5 四 次 Koch 曲线 。 相似 维 数 为 
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E ES ,是 将 上 述 的 直线 段 向 二 维 欧 氏 平面 推广 。 例 如 ,将 一 个 等 边 三 角形 
四 等 分 ,再 将 中 间 的 小 等 边 三 角形 改 为 向 上 凸 起 的 三 个 全 等 的 三 角形 ,和 原来 中 间 的 
小 三 角形 构成 一 个 正四 面体 。 对 该 由 面体 的 三 个 小 等 边 三 角形 再 分 别 进行 四 等 分 
(四 面体 的 底面 不 考虑 ) ,并 将 三 个 中 间 的 更 小 的 三 角形 改 成 三 个 相同 的 正四 面体 。 
无 限 次 操作 后 ,原来 的 等 边 三 角形 成 了 有 具有 相似 结构 的 不 均匀 地 向 上 凸 起 的 面 。 并 
且 , 设 原来 等 边 三 角形 的 周 长 为 3e, 在 第 一 次 操作 以 后 变 成 新 的 图 形 ,其 楼 长 为 6a， 
而 小 等 边 三 角形 的 个 数 为 6, 其 边 长 为 原来 等 边 三 角形 的 边 长 的 二 分 之 一 。 所 以 , 相 
似 维 数 为 


ln6 
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又 如 ,将 一 个 正方 形 进 行 九 等 分 ,把 中 间 的 小 正方 形 改 成 向 上 凸 起 的 五 个 小 正方 
形 , 和 原来 的 小 正方 形 形 成 立方 体 。 可 以 看 出 , 边 长 是 三 等 分 ,经 过 第 一 步 操 作 后 的 


图 形 共 有 13 个 小 正方 形 , 于 是 ,其 相似 维 数 为 
_ ln13 


In 3 
在 日 常生 活 中 ,我 们 可 以 找到 与 这 种 构造 原则 形成 的 结构 相 类 似 的 物体 ,如 菜 
花 , 仔 细 观 察 就 可 以 发 现 , 它 的 结构 与 我 们 这 里 讨论 的 构造 原则 几乎 完全 一 致 ,其 生 
成 元 是 具有 相似 结构 的 不 均匀 地 向 上 凸 起 的 曲面 ( 球 苞 ) 。 对 一 个 具体 的 菜花 而 言 ， 
可 以 看 作 是 经 过 有 限 次 数 的 操作 而 形成 的 结构 。 从 理论 上 讲 , 它 也 可 以 进行 无 穷 次 
的 操作 ,而 形成 一 个 表面 积 无 限 大 的 不 均匀 地 向 上 凸 起 的 面 。 但 是 , 它 与 推广 的 
Koch 曲线 的 构造 原则 还 是 有 差别 的 ,首先 ,与 严格 的 结构 相 比 ,菜花 表面 只 具有 统计 
自 相似 性 ,而 不 是 数学 上 严格 的 自 相似 。 其 次 ,如 以 菜花 的 根部 为 球 心 ,那么 在 其 生 
长 过 程 中 (相当 于 不 断 地 进行 操作 ) ,每 个 生长 元 除了 按 一 定 的 规律 形成 越 来 越 多 的 
向 上 古 起 的 曲面 外 ,还 各 自 党 径 向 向 外 扩展 ,以 获得 
更 多 的 发 展 空间 。 所 以 , 它 比 Koch 曲线 的 构造 原 
则 更 加 复杂 ,更 富有 生命 力 。 
Koch 曲线 也 可 以 “随机 生成 ”， 图 3. 6 表示 一 
个 随机 Koch 曲线 。 在 构造 的 每 一 步 , 每 次 去 掉 区 
间 中 向 三 分 之 一 的 部 分 ,而 用 与 去 掉 部 分 构成 等 边 


三 角形 的 另 两 条 边 来 代 雁 ， 再 用 掷 硬币 的 方法 来 决 ct a 


= 2.3347 


定 新 的 部 分 位 于 被 去 掉 的 部 分 的 “上 边 ” 或 “下 边 ”。 
经 过 几 步 以 后 , 得 到 一 个 看 起 来 相当 不 规则 的 随机 
Koch 曲线 。 它 仍然 保留 了 Koch 曲线 的 荣 些 特征 ， 
如 具有 精细 的 结构 , 但 Koch 曲线 具有 的 严格 自 相 
似 性 已 被 它 所 具有 的 “统计 自 相似 性 "所 取代 。 图 3.6 随机 Koch 曲线 


3.3 Sierpinski 集 


Cantor 集 与 Koch 曲线 的 初始 操作 都 是 一 个 欧 氏 长 度 为 L。 的 直线 中 ,二 者 的 差 
别 在 于 : Cantor 集 是 去 掉 中 间 的 一 段 ,而 Koch 曲线 在 去 掉 中 间 的 一 段 后 ,还 增加 一 
些 线段。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 长 度 为 L。 的 直线 段 推广 到 欧 氏 平面 上 的 规整 几何 图 
形 , 如 等 边 三 角形 和 正方 形 。 也 可 以 推广 到 三 维 欧 氏 空 间 小 的 规整 几何 图 形 , 如 正六 
面体 和 正四 面体 ,等 等 。 

首先 将 一 个 等 边 三 角形 四 等 分 ,得 到 四 个 小 等 边 三 角形 ,去 掉 中 间 的 一 个 ,保留 
它 的 三 条 边 。 将 剩 下 的 三 个 小 等 边 注 角形 再 分 别 进 行 四 等 分 ,并 分 别 去 掉 中 间 的 一 
个 ,保留 它们 的 边 。 重 复 操作 直至 无 穷 ,就 可 以 得 到 如 图 3.7 所 示 的 图 形 , 人 们 称 这 
PE Rh JR RENT AE BE (Sierpinski gasket) ,或 者 Sierpinski #., 


a 9 iii 


(oM) 


AA 


图 3.7 Sierpinski ££ $i 


该 集合 的 面积 是 零 ,而 线 的 欧 氏 长 度 趋 于 无 穷 大 。 下 面 来 求 其 相似 维 数 ,N= 3， 
/一 去, 所 以 相似 维 数 为 


_ in3 _ 
D. = i5 = 1.5850 


其 次 ,将 一 个 正方 形 九 等 分 ,去 掉 中 间 的 一 个 ,保留 四 条 边 , 剩 下 八 个 小 正方 形 。 
将 这 八 个 小 正方 形 再 分 别 进行 九 等 分 ,各 自 去 掉 中 间 的 一 个 ,保留 它们 的 边 。 重 复 上 
述 操作 直至 无 穷 , 就 可 得 到 如 图 3. 8 所 示 的 图 形 , 人 们 称 这 样 的 集合 为 谢 尔 宾 斯 基地 
SÉ (Sierpinski carpet), 

ARE AS RS TS ,而 线 的 欧 氏 长 度 趋 于 无 穷 大 。 一 个 原来 规整 的 正 


方形 ,经 上 述 操 作 之 后 成 了 千 “ 窗 ” 百 孔 。 在 这 里 ,N 一 8,r 一 地 ,所 以 ,相似 维 数 为 


ET 
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第 三 ,匈牙利 的 Vicsek 提出 了 一 个 操作 方法 , 它 将 一 个 正方 形 九 等 分 ,去 掉 四 个 
角 上 的 四 个 小 正方 形 ,保留 它们 的 边 , 还 剩 下 五 个 小 正方 形 (N=5)。 重 复 上 述 操作 
直至 无 穷 ,得 到 如 图 3. 9(a) 所 示 的 几何 图 形 55 。 这 种 几何 图 形 称 为 Vicsek 图 形 , 其 
相似 维 数 为 


= 1.8928 
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图 3.8 Sierpinski 地 毯 图 3.9 Vicsek 图 形 


类 似 地 , 九 等 分 一 个 正方 形 之 后 ,只 保留 四 个 角 上 的 小 正方 形 ,其 余 的 去 掉 。 这 
样 得 到 的 图 形 如 图 3. 9Cb) 所 示 。 它 的 相似 维 数 为 


Lind 
D, = 7 = 1.2618 


第 四 ,对 一 个 正六 面体 ,将 它 的 六 个 面 均 进行 九 等 分 ,这 等 价 于 将 正六 面体 进行 
27 等 分 ,而 后 去 掉 体 心 与 面 心 处 的 七 个 小 立方 
eR 20 个 小 立方 体 (N==20) ,并 保留 它们 的 
表面 。 将 上 述 操作 重复 下 去 直至 无 穷 , 得 到 如 
图 3. 10 所 示 的 图 形 , 人 们 称 之 为 谢 尔 宾 斯 基 海 
18 (Sierpinski sponge). 

经 过 上 述 操作 后 ,使 正六 面体 千 “ 窗 ” 百 孔 ， 
类 似 于 海绵 的 结构 。 很 显然 ,Sierpinski 海绵 的 
相似 维 数 为 


D. = In 20 = 2.7268 图 3.10 Sierpinski 海绵 
n 


对 Sierpinski 海绵 而 言 ,其 体积 趋 于 零 ,而 其 表面 的 欧 氏 面积 趋 于 无 穷 大 。 对 一 个 正 
四 面体 ,也 可 经 过 类 似 的 反复 操作 ,获得 具有 类 似 性 质 的 结构 。 

Sierpinski 集 的 共同 特征 是 : @ 它 们 都 是 经 上 典 几 何 无 法 描述 的 图 形 。 在 
Sierpinski 缕 垫 中, 它 的 面积 趋 于 零 ,而 其 周 长 趋 于 无 穷 大 ,因此 它 的 维 数 只 可 能 介 于 
1382 之 间 ;Sierpinski 海绵 的 体积 趋 于 零 ,而 其 表面 积 却 趋 于 无 穷 大 ,所 以 它 的 维 数 
只 能 介 于 2 和 3 之 间 。 因 此 ,它们 常 被 称 为 病态 的 几何 图 形 , 是 一 种 “只 有 皮 没 有 肉 ” 
的 几何 集合 。 如 果 把 化 学 反应 中 的 催化 剂 作成 Sierpinski 海绵 那样 的 结构 ,由 于 其 
表面 积 无 限 之 大 , 那 将 是 最 理想 的 结构 形式 。@@ 它 们 都 具有 无 穷 多 个 自 相 似 的 内 部 
结构 。 任 何 一 个 分 割 后 的 图 形 经 适当 放大 后 都 是 原来 图 形 的 翻版 。 如 令 初 始 图 形 
(正三 角形 .正方 形 与 正六 面体 ) 为 E ,每 操作 一 次 后 得 到 的 集合 依次 用 EEL, 
E; 来 表示 , 则 Sierpinski 集合 为 


E-()E (3.2) 


即 由 无 穷 多 个 闭 集 的 交集 来 构成 ,从 而 ,下 也 是 闭 集 。 

从 本 章 介绍 的 Cantor $ .Sierpinski 集 和 Koch 曲线 这 些 经 典 分 形 的 生成 来 看 ， 
大 体 上 有 两 种 方式 : 第 一 种 方式 是 以 Cantor 集 和 Sierpinski 集 为 例 的 ,其 特点 是 从 
E, 中 按 一 定 原则 向 下 “ 控 ” ,结果 Cantor 集 和 Sierpinski 集 的 相似 维 数 D. 小 于 E; 的 
欧 氏 维 数 ,这 种 生成 常 称 为 降 维 生成 。 第 二 种 方式 是 以 Koch 曲线 和 布朗 运动 为 例 
的 ,它们 的 特点 是 在 E, 的 基础 上 增加 一 些 线 或 面 ,结果 是 五 的 相似 维 数 D. 大 于 E, 
的 欧 氏 维 数 ,这 种 生成 称 为 升 维 生 成 。 分 形 结构 的 上 述 两 种 形成 规律 ,对 于 发 展 分 形 
动力 学 的 理论 体系 ,可 能 会 有 所 启示 。 
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3.4 Julia 集 


Julia 集 是 由 法 国 数学 家 Gaston Julia(1918 年 ) 和 Pierre Faton(1919 年 ) 在 发 展 
了 复 变 函数 迭代 的 基础 理论 后 获得 的 。 当 时 Julia 一 边 在 一 所 军队 医院 里 治疗 在 第 
一 次 世界 大 战 中 所 受 的 伤 ,一边 潜心 研究 复 变 函 数 , 研 究 maa c i pc 这 一 变换 在 复 
平面 中 所 生成 的 一 系列 令 人 眼花 综 乱 的 变化 。 当 时 没有 计算 机 ,他 依靠 高 度 的 想象 
力 和 百折不挠 的 探索 精神 ,获得 了 如 此 巨大 的 智力 成 就 。Faton 的 工作 可 以 被 包括 
在 Julia 集中 ,所 以 Faton 集 是 Julia 集 的 余 集 。 但 在 当时 ,两 人 的 工作 并 不 为 世人 所 
重视 。 

Julia 集 由 一 个 复 变 函数 f 的 迭代 生成 。 在 复 平 面 C 上 , 像 f(z)= 二 xz’ 十 c 这 样 一 
个 带 有 常数 c 的 简单 函数 ,由 很 简单 的 迭代 过 程 , 就 能 生成 非常 复杂 的 集 ,或 者 说 具 
有 奇异 形状 的 分 形 , 如 图 3. LAA 。 


(a) (b) (c) (d) 
(e) (f) (h) 


(8) 


图 3.11 二 次 复 变 函数 f) — 2! +c 的 一 组 Julia 集 
Ga) c0. 14-0. li; Ch) c=0.5 +0, 5i; Ce) c 一 一 1 十 0.05i (d) c= —0. 2+0. 75i; 
Ce) c 一 0.25 十 0. 52i; (D c0, 5+0. 55i; (g) c=0. 66i; (h) c 一 一 


在 图 3.11(a) 中 ,c 一 0.1 十 0. 1i, f; 有 吸引 不 动 点 ,J 为 拟 圆 ; 在 图 3. 11(b) 中 ， 
c 一 0.5 十 0. 5i, f. 有 了 吸引 不 动 点 ,J 为 拟 圆 ;在 图 3. 11 C0 P c— — 100. 052, fL A 
期 为 2 的 吸引 轨道 ;在 图 3.11(d) 中 ,c 二 一 0.2 十 0.75i,f. 有 周期 为 3 的 吸引 轨道 ; 
在 图 3.11(e) 中 ,c 二 0. 28 4-0. 52i, f. 有 周期 为 4 的 吸引 轨道 ;在 图 3. 11(f) 中 ,c= 
0.5 十 0. 55i, 六 有 周期 为 5 的 吸引 轨道 ;在 图 3. 11(g) 中 ,c 一 0. 662, f. 没有 吸引 轨道 
AJ 为 全 不 连通 ;在 图 3.11(h) 中 ,c 二 一 i,，f: (0) 是 周期 的 且 J 为 无 圈 曲 线 。 

在 3.5 节 中 ,将 会 清楚 地 看 到 ,一 个 Julia 集 对 应 于 Mandelbrot 集 内 (或 集 外 ) 的 
每 个 点 ,所 以 Julia 集 实际 上 是 无 穷 的 。 

一 般 地 ,Julia 集 是 动力 系统 中 的 斥 子 (repeller) ,通过 对 复 平面 上 的 解析 函数 的 


深入 研究 ,可 得 到 关于 排斥 集 构造 的 很 多 知识 。 

为 了 说 明 斥 子 的 定义 , 先 看 一 下 吸引 子 的 定义 。 粗 略 地 说 ,一 个 吸引 子 就 是 一 个 
集合 并 且 使 得 附近 的 所 有 轨道 都 收敛 到 这 个 集合 上 。 精 确 的 定义 如 下 : 

E D 是 R* 的 一 个 子 集 (通常 就 是 R" 本 身 ), 并 且 设 £:D>D 是 一 个 连续 映射 , 则 


f 表示 了 的 & 次 迭代 。 称 DD 的 子 集 下 为 了 的 吸引 子 ,如 果 下 是 一 个 闭 集 ,并 且 在 f 


的 作用 下 是 不 变 的 ( 即 AESF), [81854 £1 F B — 3E 4E V CBE BE A, 
f* GO UF 的 距离 随 & 趋 于 无 穷 大 而 趋 于 零 。 集 了 称 为 F OMS. 

类 似 地 ,对 一 个 闭 不 变 子 集 已 ,如 果 下 附近 (但 不 在 下 中) 的 所 有 点 经 迭代 后 远 
HS 了 ,那么 下 就 称 为 斥 子 。 

在 这 里 ,一 个 适 代 函数 图 { 产 ?就 称 为 一 个 离散 的 动力 系统 。 吸 引子 和 斥 子 可 能 
正好 是 一 个 周期 为 的 轨道 。 通 常 ,如 果 f 有 分 形 吸 引子 或 分 形 斥 子玉 ,那么 f EF 
上 的 性 质 表现 为 “混沌 ”的 。 

A T SURE E. f:C 一 C HERA n2 阶 的 多 项 式 Fz) 一 ao 十 az 十 … 
Haz". ERE. WR fe HREM CU) LNA BRR f(z) = p(z)/qlz) 
(此 处 p.q 都 是 多 项 式 ), 只 要 稍微 修改 一 下 ,一般 理论 仍然 正确 。 若 f 为 任 一 亚 纯 
函数 (除去 有 限 个 极点 外 ,在 CU (ce} 上 是 解析 的 ) ,一 般 理论 的 大 部 分 也 是 成 立 的 。 

照例 , 记 f* APR fk BRS fee f MU f CO A w Bk MIBK 
FECE w) UF f Cio — w thw AS 的 不 动 点 。 如 果 存 在 某 个 大 于 或 等 
于 1 的 整数 bp, 使 fow, ER w 是 了 的 周期 点 ,使 f^ Cao — w 的 最 小 p 称 为 ww 
的 周期 。 称 w fw. f^ Cu A p 的 轨道 。 设 vo 是 周期 为 p 的 周期 点 , 且 复 
AB UR Cf?) (Cw) =A. RR w FIN 

超 吸 引 的 ， MRA =O 

吸引 的 ， MRO<|Al<1 
中 性 的 ， 如 果 11 一 1 

Fe TER. 如 果 |4 | 二 1 

了 的 Julia 集 上 贡 ( 方 可 以 定义 为 了 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 ( 当 函 数 很 明确 时 ,用 了 
(RAK J Cf) ,Julia 集 的 余 集 称 为 Faton 集 或 稳定 集 , 记 为 (Cf)。 对 多 项 式 的 Julia 集 
的 几何 性 质 与 分 形 性 质 的 研究 表明 ,J( 放 在 f 下 是 完全 不 变 的 , 即 J 二 (了 7) 二 
了 1(]), 且 J 为 非 空 紧 集 ,f/f 在 J 上 表现 出 “混沌 "性质, 而且 通常 为 分 形 。 有 关 这 
些 性 质 的 证 明 从 上 略 。 

下 面 是 一 个 最 简单 的 例子 。 设 fGOo-—z ,所 以 2) =2", WE f (w) 王 w 的 
HD (exp(2xiq/(2? —1)):02q—2^ 一 2}。 因 为 在 这 些 点 上 ,|(f7)'(z)| 二 2, 因 此 它 
们 通常 是 斥 性 的 ,于 是 Julia RIC NM RBA le|=1,. SERI — FOOD — f DF 
且 当 kool, MR || 1.90 f C2) 0, MAR | z| 1, JU]. fA C2 ee fA RR 
iz\=1,0 f CO GRE J E. Julia 集 了 是 在 迭代 中 分 别 趋 于 0 和 ce 的 点 集 之 间 的 分 
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界 。 当 然 ,在 这 个 特殊 的 情况 下 ,J 不 是 分 形 , 见 图 3.1200, 


图 3.12 
(a) fCz)=2? 时 的 Julia 集 为 圆 |z1 王 1; (b) Ao) = rze Ac 为 较 小 的 复数 时 ， 
Julia 集 仍 为 两 类 不 同形 式 的 集 的 分 界 , 但 它 是 分 形 曲线 


如 果 在 本 例 中 取 FOOD — z d eCGe 为 较 小 的 复数 ) ,容易 看 出 ,如 果 x 也 较 小 , 则 
Fow RAE w dé f 的 接近 于 零 的 不 动 点 ;而 如 果 z 较 大 , 则 产 (z) 一 ce。 虽 然 
Julia 集 也 是 两 类 不 同 表现 形式 的 集 之 间 的 分 界 , 但 现在 却 显 现 出 了 是 分 形 曲 线 , 如 
图 3.12(b) 所 示 。 

在 研究 Julia 集 的 基本 性 质 时 ,不 能 回避 正规 解析 函数 族 的 概念 和 Montel 定理 。 
下 面 先 来 看 关于 解析 函数 族 的 概念 。 

BU EC PORNE, g UC 为 一 解析 函数 族 ( 于 是 函数 在 U 上 在 复数 的 意义 
FO. Gu TEU 上 称 为 正规 的 ,如 果 从 4ge} 中 选 出 的 每 一 函数 序列 都 有 子 序 列 
在 的 每 一 紧 子 集 上 一 致 收敛 ,并 且 或 者 收敛 到 有 界 解 析 冰 数 或 者 收敛 到 无 穷 。 注 
意 到 根据 普通 复 变 函数 理论 ,这 意味 着 在 U 的 每 一 连通 区 域 上 , 子 序列 或 者 收 化 到 
有 限 解析 函数 或 者 收敛 到 无 穷 。 在 前 面 的 情形 中 , 子 序 列 的 导数 必定 收敛 于 极限 也 
数 的 导数 。 称 函数 族 {g,}) 在 U 内 的 点 w 上 为 正规 的 ,如 果 存 在 U 的 某 个 包含 w 的 
开 子 集 V, 使 {g;) 是 V 上 的 正规 族 。 注 意 到 这 等 价 于 存在 w 的 一 个 邻 域 V, 使 {gi} 
的 每 一 序列 都 有 在 V 上 的 一 致 收敛 于 有 界 解析 函数 或 co 的 子 列 。 

Julia 集 理 论 的 基本 结果 出 自 于 Montel 定理 ,这 个 深刻 的 定理 断言 , 非 正 规 函 数 
族 在 每 一 点 附近 除去 一 个 可 能 的 复数 值 外 可 取 到 任何 值 。Montel 定理 如 下 : 

定理 3.1 设 {g;) 为 开 区 域 U 上 的 一 族 解析 函数 ,如 果 {g;) 为 非 正规 族 , 则 对 所 
有 的 wEC, 至 多 除去 一 个 例外 值 ,存在 & 和 zEU, 使 g, GO —2€w. 

这 个 定理 的 证 明 可 参见 有 关 复 变 函 数论 的 文献 。 下 面 讨论 有 关 复 变 多 项 式 f 
迭代 后 的 正规 性 ,如 果 定 义 

JoC = (z € CLR ORI uus 在 z 非 正规 } (3. 4) 
利用 Montel 定理 ,可 以 说 明 ju (与 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 JOZ. EKE, 
式 (3.4) 经 常 被 用 来 作为 Julia 集 的 定义 。 


虽然 关于 J CO KE SCR BW SE E 5 ATI B3 208 FH Jo CO SS By b E 
问题 ,因为 复 变量 的 技巧 可 以 很 快 地 得 到 应 用 。 为 了 说 明 CHOC. P BL PU h 
Jo( 力 的 一 个 基本 性 质 , 即 余 集 

F,CO =C/J P) 
二 (zx € C: 存 在 x EV WIFE EO 在 V 上 是 正规 的 } (3.5) 


显然 是 开 集 。 

作为 小 结 ,对 Julia 集 可 以 摘要 叙述 如 下 : 

(D) Julia 集 JOKAE mi X f 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 。 它 是 不 包含 扳 立 点 的 不 
可 数 紧 子 集 ,而 且 在 SSS !' 下 不 变 。 如 果 zEJ( 有 ), 则 (让 是 URE1f“(z) 的 闭 包 。 
Julia RE f 的 包括 无 穷 远 点 在 内 的 每 一 吸引 不 动 点 的 吸引 域 的 边界 ,而 且 对 每 一 正 
整数 p JOSIP). 

(2) Æ Julia 集 上 可 以 发 现 f 的 许多 动态 性 质 ,可 以 证 明 “f 在 上 是 混沌 的 ”。 
由 定义 ,了 的 周期 在 本 内 稠 ,另外 ,J 包含 相应 的 迄 代 SP OeIAMM EX z。 更 
进一步 ,ff 在 上 对 “初始 条 件 有 敏感 的 依赖 关系 ”, 因 此 ,无 论 同 时 属于 J 的 z,w 
如 何 接近 ,对 于 某 个 有 ,| P GO — f Cw) | 将 很 大 ,这 使 得 迭代 的 精确 计算 成 为 不 
可 能 。 


3.5 Mandelbrot 集 


下 面 考虑 C 上 二 次 函数 的 情形 ,研究 具有 形式 


OLEI (3.6) 
的 多 项 式 的 Julia 集 。 如 果 h(z) 一 az 十 8 (a40), 
ho CF hz))) = Ca? zi + 2efz +p’? +e— 9/2 (3. 7) 


通过 适当 地 选取 a,B,c 的 值 , 可 以 使 表达 式 变 成 我 们 所 期 望 的 任何 二 次 函数 f/。 于 
Fh! fich=f, HUMAN kA o fiohom f RRA S PR x 的 迭代 序列 
Cf GO E fe FRA (2) HOGER fi A(z) HE h PR BRT AOE fF BAS 
图 像 变 换 为 f, 的 动态 图 。 特 别 ,z 为 了 的 周期 为 p 的 点 当 且 仅 当 h(z) 是 f. 的 周期 
H p 的 点 ,所 以 ,f 的 Julia 集 是 f. f Julia RHE A 下 的 像 。 

变换 hh EROR foh f. 之 间 的 共 思 , 每 个 二 次 函数 与 一 个 带 有 某 个 c 的 f. ERT 
以 通过 研究 cEC 的 f. 的 Julia 集 ,能 很 有 效 地 研究 所 有 二 次 多 项 式 的 Julia R. A 
为 有 为 一 相似 变换 ,所 以 任何 二 次 多 项 式 的 Julia 集 几 何 相 似 于 带 有 某 个 cEC 的 
f. 的 Julia Æ, 

定义 Mandelbrot 集 M 为 使 f. AY Julia 集 连 通 的 参数 c HE, 

M= {c € C: JCF.) 是 连通 的 ) (3. 8) 
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M 看 来 似乎 与 1(7.,) 的 一 个 相当 特殊 的 性 质 有 关 , 事 实 上 ,如 下 面 将 会 看 到 的 ,M 包 
含 了 关于 Julia 集 构造 的 无 穷 信息 。 
定义 式 (3.8) 不 适合 计算 的 目的 ,下 面 将 
导出 一 个 等 价 定义 , 它 在 确定 参数 < 是 否 在 
M 中 及 在 研究 M 的 非常 复杂 的 结构 时 十 分 
有 用 , 见 图 3. 13。 
为 此 ,首先 需要 了 解 一 些 变换 f. 在 光滑 
曲线 上 的 作用 。 简 要 地 称 复 平面 中 的 一 条 光 
5 4 6 滑 ( 即 可 微 ) .闭合 的 、 简 单 ( 即 不 自 交 ) 的 曲线 
实 部 为 一 个 回路 ;分 别称 平面 C 上 位 于 这 样 曲线 
图 3 13 复 平面 上 的 Mandelbrot 集 M 以 内 和 以 外 的 部 分 为 回路 的 内 部 和 外 部 。8 
字形 图 是 自 交 于 一 个 单 点 的 光滑 闭合 曲线 。 
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定理 3.2 
M —ic € Ci tff CO A) (3.9) 
—ic € Ci; JEO) co(k + c0)j (3. 10) 
证 明 从 略 。 这 就 是 M 的 等 价 定 义 , 它 是 Mandelbrot 集 的 计算 机 制图 的 基础 。 
在 式 (3. 9) 与 式 (3. 10? 中 考虑 原点 和 迭代 的 理由 是 对 于 每 一 个 ,原点 是 f. 的 临界 点 ， 
即 满足 (2) =0 的 点 ,临界 点 是 使 f. 不 成 为 局 部 1 一 1 映射 的 点 ,在 定理 3. 2 的 证 
明 中 具有 区 分 两 种 情形 的 关键 性 质 的 点 。 至 于 式 (3. DERG. 10) 等 价 是 因为 存在 
Wor (Ele >r PC(z)1 盖 2|z|, 显 然 fOr, OF BL BUR CF CO UHR EL FY 
式 (3.9) 与 式 (3. 10) St. 
BERL r, ko ,比如 都 取 100 以 上 ,对 每 一 个 < 连续 计算 { 上 六 (0)} 系 列 的 各 项 ,如 果 
在 = ZAT | FC | Ir IE B] RIRA D e YE M. 外 ,否则 就 取 cEM。 对 一 个 区 域 
的 每 一 个 c 值 都 重复 这 个 过 程 ,以 保证 M 的 图 像 能 被 画 出 。 根 据 使 | (0) | 之 r 的 第 
一 个 整数 & 的 不 同 值 ,区 分 出 M 的 余 集 的 不 同 区 域 , 而 设计 并 涂 上 不 同 的 颜色 。 
Mandelbrot 集 的 图 ( 见 图 3.13) 说 明 它 有 非常 复杂 的 结构 。 它 有 某 些 明 显 特征 : 
一 个 主要 的 心 形 图 与 一 系列 圆 盘 形 的 “ 芽 敬 ” 凸 起 连结 在 一 起 。 每 一 个 芽 苞 又 被 更 细 
小 的 芽 苞 所 环绕 ,以 此 类 推 。 然 而 ,这 并 不 是 全 部 ,还 有 精细 的 “发 状 ” 分 枝 从 芽 苞 向 
外 长 出 ,这 些 细 发 在 它 的 每 一 段 上 都 带 有 与 整个 Mandelbrot 集 相似 的 微型 样本 。 计 
算 机 制图 中 容易 遗漏 掉 这 些 细 发 ,然而 精细 的 图 形 说 明 M 为 连通 集 , 并 且 在 数学 上 
己 由 康 奈 尔 大 学 的 John H. Hubbard 和 巴黎 高 等 师范 学 院 的 Adrien Douady 给 予 了 
证 明 。 
Mandelbrot 集 既 神秘 莫 测 又 非常 美丽 ,然而 , 它 的 美丽 图 案 只 是 其 深刻 内 涵 的 
外 在 表现 ,这 些 图 案 体现 了 各 种 类 型 的 混沌 和 有 序 。 实 际 上 ,Mandelbrot 集 过 去 一 
直 是 ,并 且 将 来 继续 是 数学 研究 的 一 个 巨大 难题 9。 


尽管 Mandelbrot 集 是 数学 中 最 复杂 的 几何 体 , 然 而 用 来 产生 它 的 计算 程序 却 极 
为 简单 。 在 复数 平面 内 对 映射 x2? 十 c 进行 迭代, 取 一 个 数 , 乘 上 自己 ,再 加 上 最 初 
的 数 , 反 复 进行 下 去 ,就 可 以 得 到 Mandelbrot 集 。 公 式 中 的 > 和 < 都 是 复数 ,> MO 
开始 ,c 是 一 个 初始 复数 。 运 算 过 程 如 下 : 

取 0 并 自 乘 ,再 加 上 初始 复数 ; 

取 结 果 ( 此 时 就 是 那个 初始 复数 c) 并 月 乘 , 再 加 上 初始 复数 ; 

取 新 的 结果 并 自 乘 ,再 加 上 初始 复数 , 依 此 类 推 。 
结果 得 到 一 连 串 的 复数 ,这 些 复 数 在 复 平 面 上 漫游 .徘徊 或 者 进入 到 无 穷 远 处 。 

在 微型 计算 机 上 ,只 要 编制 一 个 简单 程序 ,主体 是 一 个 指令 循环 ,就 可 以 进行 算 
术 运 算 ,来 产生 Mandelbrot 集 的 彩色 网 形 。 

从 计算 规则 中 可 以 看 到 ,迭代 运算 的 对 象 实 际 上 就 是 那个 初始 复数 , 它 在 复 平面 
内 代表 一 个 点 。 如 果 初 始点 不 属于 集合 ,那么 关 代 计算 的 总 结果 离开 平面 的 中 心 越 
来 越 远 ,趋向 无 穷 大 。 如 果 程 序 重复 计算 了 多 次 ,总 结果 仍 保持 有 限 , 那 么 该 初始 点 
在 集合 之 中 。 要 确定 一 个 初始 点 是 否 在 集合 之 中 ,在 微机 上 计算 100 次 已 经 不 算 少 
了 ,到 1000 次 就 已 经 很 可 千 了 。 集 合 内 的 点 可 以 用 黑色 ,其 余 的 点 用 和 白色。 为 了 使 
图 形 更 加 生动 诱 人 , 白 点 可 以 换 成 不 同 颜色 的 点 ,如 10 次 重复 迭代 后 画 一 个 红 点 ， 
20 次 重复 后 画 栖 色 点 ,30 次 重复 后 画 黄 点 等 。 这 些 颜 色 恰 恰 在 集合 本 身 的 外 面 勾画 
出 一 些 优美 的 轮廓 线 。 

至 于 Mandelbrot 集 边界 上 的 点 ,程序 可 能 要 作 几 十 万 次 以 至 百 万 次 的 迭代 运 
算 ,以 确定 甚 是否 在 集合 之 中 ,因为 边界 是 显示 点 的 归属 特性 最 不 明显 的 区 域 。 这 样 
的 计算 必须 在 庞大 的 计算 机 或 作 并 行 处 理 的 计算 机 上 进行 。Mandelbrot 集 处 处 显 
示 出 海马 尾巴 的 形状 和 形 如 整个 集合 的 圆 盘 形 的 芽 苞 ,以 及 无 数 个 旋 涅 ,它们 相互 内 
套 , 直 至 无 穷 。 欧 氏 几 何 描 述 不 了 这 个 集合 。 如 用 语言 或 数字 来 描述 它 的 轮廓 ,将 需 
要 大 量 的 信息 ,用 无 限 的 时 间 也 不 足以 观察 它 的 全 貌 , 某 种 意义 上 , 它 具 有 无 限 的 深 
度 ( 或 广度 ) 信 息 , 就 像 我 们 太阳 系 所 处 的 浩瀚 无 塌 的 宇宙 一 样 。Mandelbrot 集 充 分 
地 体现 了 “简单 性 孕育 着 复杂 性 ”这 一 哲理 ,那么 反 过 来 ,复杂 的 自然 现象 (如 生物 的 
言 息 编 码 ) 是 否 也 可 能 用 类 似 的 简明 信息 来 加 以 描述 呢 ?” 这 对 人 们 在 研究 各 自 的 专 
业 领 域 里 的 或 者 边缘 交叉 学 科 里 的 难题 ,也 许 有 点 启发 吧 ! 

下 面 来 看 当 参 数 c 在 复 平面 上 变化 时 ,Julia Æ J(f.) 的 构造 将 发 生 一 些 什么 样 
的 变化 ,从 而 使 Mandelbrot 集 各 个 不 同 部 分 的 意义 变 得 更 加 明显 。 

f. 的 吸引 周期 点 是 J(f,) 结 构 的 关键 。 可 以 证 明 , 若 w 隆 吕 是 多 项 式 f 的 吸引 
周期 点 , 则 存在 临界 点 (满足 fC) =0 的 点 )z 使 得 /*(z) 被 吸引 到 包含 w 的 周期 轨 
Hk. ANS, 的 唯一 临界 点 为 0, 所 以 f. 至 多 有 一 个 吸引 周期 罗 道 。 而 且 知 cM ， 
Wü] c AE FBS. 2. f C00 0o RL f. 不 能 有 吸引 周期 轨道 。 可 以 猜想 使 得 六 有 吸引 周 
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期 轨道 的 c 的 集 充 满 M 的 内 部 ,但 这 还 没有 被 证 明 。 
自然 地 ,可 以 根据 (有 限 ) 吸 引 轨 道 的 周期 p 对 f。 进行 分 类 ,如 果 这 种 轨道 存在 
的 话 。 相 应 于 不 同 p 的 < 值 对 应 于 Mandelbrot 集 M 的 不 同 区 域 。 


定理 3.3 lc [> 于 (5 十 2V6)， 则 矿 A) 是 全 不 连通 的 ,而 且 对 了 附近 的 >， 


JFE fi! (s) 的 两 个 分 支 定义 的 两 个 压缩 变换 的 不 变 集 。 当 |c| 充 分 大 时 ,有 
Ds CJ CF) = Da Q CF.) ~ 2log 2/log | c | 
证 明 从 略 。 下 面 来 研究 c 较 小 的 情形 。 已 知 c 二 0, 则 J(f.) 为 单位 贺 。 如 果 
c 较 小 ,z 也 充分 小 , 则 当 一 oo0, ft (xz) 一 w, 这 里 w 是 接近 于 0 的 吸引 不 动 点 


于 (1 一 Vi 到) . 另 一 方面 , 若 = 较 大 , 则 尹 (z)->*co。 有 理由 希望 当 上 移动 离开 0 时 ， 


圆 “ 变 形 ? 为 简单 闭 曲线 ( 即 没 有 自 交 点 ) ,这 个 闭 曲线 把 这 两 种 类 型 的 点 分 离开 了 。 
事实 上 ,这 就 是 f. 有 一 个 吸引 不 动 点 的 情形 , 即 在 一 个 根 f.(z) 一 z | fie) | 


<1。 简 单 的 代数 方法 可 以 证 明 ,如 果 c 在 心 形 线 2—le (1—4 e”) coco A, 
就 发 生 这 种 情形 ,这 里 心 人 Mandelbrot 集 的 主 心 形 图 。 
为 了 方便 ,下 面 处 理 |c E 的 情形 ,但 若 f. 有 任何 吸引 不 动 点 ,证 明 是 容易 修改 的 。 


定理 3. 4 IET J CF fij £8 Pr] HH 


推广 这 个 论证 ,者 < 在 M 的 主 心 形 线 上 , 则 J(f.) 为 简单 闭 曲线 ,这 样 的 曲线 有 
时 被 称 为 拟 圆 。 当 然 , 若 c 盖 0, 则 ICS) FEE HR. 
ica f. 有 周期 为 2 的 吸引 周期 轨道 。 通 过 直接 计算 ,可知 只 要 


eripe ,就 会 发 生 这 种 情形 ,这 也 是 z 位 于 毗连 M 的 主 心 形 的 突出 圆 盘 上 的 


情形 。 

因为 产 是 4 次 多 项 式 ,A 有 两 个 不 动 点 及 两 个 周期 为 2 的 周期 点 , 设 ww 和 w 
是 周期 为 2 的 吸引 轨道 的 点 。 用 与 定理 3.4 相同 的 证 明 , 可 以 说 明 vo; 的 吸引 域 ( 即 
(zi fi Cx) mui 1 b o0 D 为 环绕 mw 的 简单 闭 曲线 所 围 的 区 域 ,i 一 1,2。 男 外 ,由 
IRE w AS MRS Aa A MADS] AIA 表示 A WAR; A wee, 

论 同样 正确 ) 及 命题 (对 于 每 一 个 正 整 数 p Jo POSLA) A aJ) = 
J GO MR c; 由 产 以 二 对 一 的 方式 映射 到 自身 ,由 此 排出 在 每 一 上 存在 f: 的 不 
动 点 。 周 期 为 2 的 点 严格 地 在 c; 内 ,所 以 在 每 一 c 上 存在 fF. 的 不 动 点 。 因 为 c; 由 
f. 相互 映射 到 对 方 , 仅 有 的 可 能 是 o 与 cz 交 于 f. 的 不 动 点 中 的 一 个 。 首 函数 foU 
Æc 上 是 双 值 的 。 逆 映像 之 一 是 c (环绕 ws)。 然 而 , fic'(ci) 的 另 一 个 分 支 是 环线 
f. (wi) 的 第 二 个 值 的 更 简单 的 闭 曲线 。 用 这 种 方式 继续 取 逆 像 发 现 ,J(f.) 由 无 穷 


多 简单 闭 曲 线 组 成 , 它 环绕 所 有 阶 的 wi Sw, BS ERR LE ee FR“ 见 
图 3. 11(c) 。 于 是 我 们 得 到 分 形 Julia 集 , 它 比 前 面 一 种 情形 有 复杂 得 多 的 拓扑 
结构 。 

可 以 用 同类 型 的 想法 去 分 析 当 f. 有 周期 2 的 吸引 周期 轨道 的 情形 。 坐 落 在 
吸引 轨道 上 周期 为 p 的 点 的 最 近邻 域 由 相交 于 一 个 共同 点 的 一 些 简 单 闭 曲线 所 转 
绕 。Julia 集 是 由 这 些 分 形 曲 线 与 广 之 下 的 原 像 所 组 成 的 。 

一 些 不 同 的 例子 在 图 3. 14 及 图 3. 11 中 给 出 ,相应 于 周期 为 p 的 吸引 轨道 的 
Mandelbrot 集 上 的 “ 芽 苞 ”在 图 3.15 中 给 出 。 


“ie 
vm 


非 吸引 轨道 


图 3,.15 对 应 于 Mandelbrot 集 M 内 的 各 部 分 c 的 
f. 的 吸引 轨道 的 周期 


(NB) 
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在 图 3.14 中 显示 了 对 应 于 Mandelbrot 集中 各 种 点 c 的 Julia 集 , 更 精细 的 Julia 
集 请 参见 图 3.11, 

在 图 3. 15 中 可 以 看 到 , 若 < 在 主 心 形 线 中 ,六 有 吸引 不 动 点 且 Julia $& JOX 
WA. Meo EAM 的 芽 苞 中 ,f. 有 显示 周期 为 p 的 吸引 轨道 ,与 Julia 集 JCf.) 内 的 
p 区 域 交 于 每 一 尖 点 上 。 在 M 外 ,函数 f. 没有 吸引 轨道 日 J(f.) 为 全 不 连通 的 。 

当 c EEM 的 边界 上 的 “例外 ” 值 , 它 所 对 应 的 Julia R JAD) 在 数学 上 是 最 难 分 
析 处 理 的 。 若 < 在 M 的 芽 苞 或 心 形 图 的 边界 上 , 则 f. 有 不 同 的 周期 点 。 若 在 芽 苞 
与 母体 接触 的 “有 颈 部 ”, 则 J(f.) 包 含 一 系列 把 它 的 边界 与 不 同 的 周期 点 连接 起 来 的 
“ 卷 须 ”。 对 于 < 位 于 心 形 图 边界 的 男 外 的 点 上 ,Julia 集 可 能 包含“Siegel RM”. 
Julia E J(f.) 由 无 穷 多 个 包围 着 开 区 域 的 曲线 组 成 , 且 人 将 每 个 这 样 的 区 域 映 射 到 
“更 大 ”的 一 个 ,直到 得 到 包含 不 动 点 的 区 域 为 止 。 在 这 个 Siegel AA. f. 使 环绕 不 
动 点 的 不 变 图 上 的 点 在 加 上 转动 。 

还 有 一 种 可 能 性 ,如 果 < 是 在 M 的 一 个 “发 状 ” 分 梳 上 , 则 J(f.) 可 能 是 无 圈 曲 
线 , 即 具有 树 状 形式 。 在 临界 点 0 的 迭代 是 周期 的 ,也 即 对 正 整 数 & 和 g, fr (0) 王 
ft "(0) 时 ,就 会 发 生 这 种 情形 。 

前 面 已 经 指出 ,在 M 的 发 状 树枝 中 有 M 的 微型 缩影 ,于 是 J(f.) 可 能 是 带 有 在 
M 的 主要 部 分 c 值 相应 的 Julia 集 的 微型 缩影 的 无 圈 曲 线 , 这 些 缩影 镶 脱 在 这 分 校 的 
“RA” 

确实 ,为 探索 Julia 集 的 范围 和 其 他 函数 的 Julia 集 , 使 用 计算 机 是 一 个 好 方法 。 
在 已 经 讨论 的 性 质 的 基础 上 ,通常 有 两 种 办 法 可 以 用 来 绘制 Julia R., 

在 第 一 种 方法 中 , 选择 斥 性 周期 点 z. 对 适当 的 &, RR Kf GORIJ 


集 。 由 推论 (如 果 se J.C) Ju none Ur t GOBUBI SL) ,这 个 2^ 个 点 都 在 J 中 ， 


而 且 随 着 的 变 大 将 充满 J 。 以 这 种 方式 绘制 J 的 困难 是 J 的 点 不 一 定 均匀 分 布 
在 J 了 上 ,它们 可 能 有 聚集 在 J 的 某 部 分 的 倾向 ,而 在 其 他 了 BRA A RT GE Je RR Di 
的 。 经 常 甚 至 上 很 大 时 ,J 的 有 些 部 分 可 能 完全 被 遗漏 (对 接近 M 的 边界 的 c 相应 的 
f. ,这 种 情形 可 能 发 生 )。 有 多 种 方式 克服 这 个 困难 。 例 如 , 设 Ty = GO ,对 每 一 ,我 
DREJ =S Ge- ,而 是 在 每 一 小 " 丛 聚 集 的 点 中 只 选 出 一 点 而 售 去 其 他 的 点 ， 
用 这 些 选 出 的 点 组 成 的 f7!1(J 1) 的 子 集 作为 败 。 这 就 保证 了 在 选 代 的 每 一 步 都 处 

-个 分 布 相当 合理 的 了 的 点 集 , 同 时 也 简化 了 复杂 的 计算 。 

第 二 种 方法 是 检验 单个 点 ,看 它们 是 否 接近 julia 集 。 例 如 ,假设 上 有 两 个 或 更 
多 的 吸引 不 动 点 (车 /为 多 项 式 , 则 包括 ce)。 若 > 为 了 ( 方 中 的 一 点 , 则 由 引 理 ( 设 w 
是 f BUE SL A 28g MIA C0 — J CO E ww 一 00, 结 论 同 样 正确 ) 可 知 , 在 每 一 个 吸引 
点 的 吸引 域 中 存在 任意 接近 z 的 点 。 为 了 确定 ,将 c 的 区 域 分 成 更 细 的 网 格 , 检 验 
每 一 网 格 正方 形 的 四 个 顶点 在 f 的 迭代 下 的 最 终结 果 。 若 两 个 顶点 吸引 到 不 同 点 ， 
认为 这 个 网 格 正方 形 包含 J 的 点 。 通 常 ,对 其 他 的 正方 形 , 即 所 谓 的 Fatou 集 , 都 根 


据 正 方形 的 顶点 被 吸引 到 不 同 的 点 而 把 它们 涂 上 不 同 的 颜色 ,可 能 还 对 某 个 固定 的 
k ,根据 第 & 次 迭代 时 与 吸引 点 的 接近 程度 而 使 涂 上 的 颜色 有 一 定 的 深浅 差别 。 

尽管 要 掌握 它 的 数学 意义 并 非 易 事 , 但 Mandelbrot 集 现 在 已 经 是 分 形 理论 研究 
的 内 容 之 一 ,也 成 了 混沌 的 一 种 国际 标志 , 它 美 丽 无 比 . 色 彩 斑 壮 的 图 案 给 人 以 艺术 
享受 。 

在 复数 平面 上 的 迭代 过 程 可 以 产生 许多 分 形 形 状 ,但 Mandelbrot 集 却 只 有 一 
个 ,下 面 来 归纳 一 下 它 的 主要 特点 : 

(1) Mandelbrot 集 是 二 维 复数 平面 上 大 量 点 的 堆积 , 它 的 形状 不 是 由 一 次 求解 
一 个 方程 来 定义 ,而 是 在 复 平 面 上 通过 反馈 环 进行 迭代 来 定义 。 此 时 迭代 的 方程 就 
变 成 了 过 程 而 不 是 描述 ,是 动态 而 不 是 静态 。Mandelbrot 集 的 产生 就 是 无 穷 次 迭代 
和 精细 化 的 结果 ,过 代 产生 大 量 的 点 并 不 满足 一 定 的 方程 ,而 是 产生 一 种 行为 , 它 可 
以 有 三 种 结果 : 一 种 是 定 态 ,一 种 是 收敛 到 某 一 状态 的 周期 重复 ,还 有 一 种 趋向 无 穷 
大 。 应 该 指出 的 是 ,在 这 里 迭代 的 规则 极其 简单 ,而 规则 的 和 迭代 又 与 斥 度 无 关 地 反复 
重演 某 种 整体 信息 ,这 就 表明 这 个 和 迭代 的 规则 确切 全 面 地 反映 了 该 形状 ( 邯 
Mandelbrot 集 ) 的 整体 信息 。 

对 Mandelbrot 集 而 言 ,进行 z— 2? tc 迭代 时 ,将 xz 的 初始 值 永远 定 为 0, 对 < 却 
另 选 一 个 不 为 0 的 数 , 使 c 在 复 平 面 的 某 个 部 分 上 有 规律 地 变化 ,用 不 同 c 值 反 复 进 
行 迭 代 。 那 些 即使 进行 了 无 数 次 的 迭代 运算 之 后 x? to 的 值 也 是 有 限 的 复数 。 的 集 
合 ,就 构成 了 形状 极其 复杂 的 Mandelbrot 集 。 

而 产生 Julia 集 的 规则 却 正 好 相反 , 即 把 c 值 固 定 , 而 > 则 作为 原始 点 在 进行 变 
化 。 按 这 种 规则 可 以 得 到 不 计 其 数 的 Julia 集 , 只 要 任 选 一 个 c 值 ,就 能 产生 出 一 个 
与 众 不 同 的 Julia f, 

(2) 跨越 无 限 的 尺度 ,具有 无 穷 复 杂 的 边界 。 虽 然 Mandelbrot 集 并 非 像 经 典 分 
形 集 那样 是 数学 上 严格 自 相 似 的 ,但 是 它 却 具 有 一 种 相关 特征 。 如 将 Mandelbrot 集 
的 边界 放大 , 便 会 显示 出 该 集 无 穷 数 量 的 微型 缩影 ,而 这 些微 型 Mandelbrot 集中 没 
有 一 个 是 与 母 集 完全 一 样 的 ,它们 自己 也 各 不 相同 。 而 数学 上 已 经 证 明 , Mandelbrot 
集 是 连通 的 ,因此 ,即使 看 起 来 像 是 悬浮 在 平面 上 的 微型 Mandelbrot 集 也 是 通过 细 
线 同 母 集 连结 在 一 起 的 ,只 是 在 一 个 特定 的 放大 倍数 下 ,只 有 几 个 是 可 以 看 得 见 的 。 
所 以 ,Mandelbrot 数 集 被 数学 家 称 为 是 数学 领域 里 最 复杂 的 现象 。 

(3) MERE Y. E UE. Mandelbrot 集 概 括 了 所 有 可 能 的 Julia 集 , 它 是 无 穷 数 量 
的 Julia 集 的 直观 的 图 解 目 录 表 ;或 者 说 , Mandelbrot 集 是 一 本 很 大 的 书 , 而 一 个 
Julia 集 只 是 其 中 一 页 。 根 据 c 点 在 Mandelbrot 集中 的 位 置 ,就 能 预测 与 之 相关 的 
Julia 集 的 外 形 及 大 小 。 如 果 c 点 在 Mandelbrot 集 内 ,相应 的 Julia 集 就 是 连通 的 ;如 
果 < 点 选 自 Mandelbrot 集 之 外 , 则 其 Julia 集 就 是 不 连通 的 。 可 以 通过 动态 图 案 来 
解释 这 个 普遍 适用 的 理论 。 从 Mandelbrot 集 内 的 任意 一 点 向 该 集 外 的 另 一 点 画 一 
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条 直线 工 , 并 想象 c 点 不 停 地 沿 着 L 从 Mandelbrot 集 的 内 部 向 其 边界 慢 慢 移动 ,此 
时 相应 的 Julia 集 呈 现 出 乏 渐 地 收缩 卷曲 的 形状 。 当 c 达到 了 Mandelbrot 集 的 边界 
AY Julia 集 已 经 收缩 成 了 脆弱 的 树枝 状 脉络 ,不 再 包含 任何 区 域 。 一 旦 c 点 穿 出 边 
F Julia 集 就 猛然 爆 开 ,构成 了 一 片 迷 蒙 的 分 形 图 形 。 

最 后 ,就 Mandelbrot 集 和 Julia 集 的 程序 编写 作 一 个 简短 的 讨论 。 只 复数 迭代 
理论 的 一 个 简单 结果 表明 ,要 使 z 在 迭代 过 程 中 趋向 无 穷 大 ,其 充 要 条 件 是 在 迭代 运 
算 的 某 一 步 ,z 的 大 小 等 于 或 大 于 2。 因 此 ,在 研究 Mandelbrot 集 和 Julia 集 时 ,如 果 
迭代 值 z 的 大 小 达到 2, 那么 z 肯定 是 趋向 无 穷 大 ,再 也 不 能 返回 。 句 在 迭代 程序 
中 ,可 以 把 zx? 十 yy ( 设 复数 为 x 十 yi) 和 4 比较 大 小 ,而 不 是 把 x 十 y 的 平方 根 与 2 比 
较 大 小 。 这 样 结果 不 变 , 但 却 可 以 避免 连续 地 求 平 方 根 ,因为 求 平方 根 是 一 种 比较 费 
时 间 的 运算 。@Mandelbrot 集 和 Julia 集 的 区 域 如 下 : 

Mandelbrot Æ: x 的 范围 一 2.25 至 十 1.75 

y 的 范围 ”一 1.8 至 十 1.5 
Julia Æ. x 和 > 的 范围 均 为 一 1.8 至 十 1.8 


第 4 章 分 形 维 数 的 测定 


4.1 基本 方法 


在 分 形 研 究 中 ,对 分 形 维 数 有 不 少 定 义 , 因 为 要 找到 一 个 对 任何 事物 都 适用 的 定 
义 并 不 容易 。 由 于 测定 维 数 的 对 象 不 同 ,就 某 一 分 形 维 数 的 定义 而 言 , 对 有 些 对 象 可 
以 通用 ,而 对 另 一 些 就 可 能 完全 不 适用 。 严 格 地 说 ,对 不 同 定义 的 维 数 应 使 用 不 同 的 
名 称 以 把 它们 区 分 开 来 。 由 于 分 形 理论 正 处 于 继续 发 展 的 阶段 ,因而 往往 笼统 地 把 
取 非 整数 值 的 维 数 统称 为 分 形 维 数 。 

实际 的 测定 分 形 维 数 的 方法 ,大 致 可 以 分 成 如 下 五 类 !5 : 

(1) 改变 观察 尺度 求 维 数 ; 

(2) 根据 测度 关系 求 维 数 ; 

(3) 根据 相关 函数 求 维 数 ; 

(4) 根据 分 布 函数 求 维 数 ; 

(5) 根据 频谱 求 维 数 。 

在 论述 这 些 方法 之 前 , 先 讨论 一 下 关于 分 形 维 数 的 上 限 和 下 限 问题 。 分 形 维 数 
的 定义 范围 是 客观 存在 的 ,也 就 是 说 存在 一 个 上 限 和 下 限 。 以 云 的 形状 为 例 , 虽 然 云 
是 没有 特征 长 度 的 分 形 构造 ,但 车 要 使 它 具 有 一 定 的 分 形 维 数值 ,就 必须 有 尺寸 的 上 
限 和 下 限 。 如 以 地 球 的 大 小 为 基准 ,一 个 积 雨 云 只 不 过 是 一 个 点 ,显示 不 出 自 相 似 性 
来 ;如 以 放大 镜 级 的 大 小 为 基准 , 云 也 只 不 过 是 小 水 滴 的 诊 集 体 , 也 没有 显示 出 自 相 
似 性 。 所 以 ,对 于 现实 中 存在 的 物体 ,说 它 具 有 分 形 的 特性 ,那么 在 它 成 立 的 尺度 内 ， 
必然 存在 上 限 和 下 限 , 只 有 在 某 种 被 限制 的 观测 尺度 的 范围 内 ,其 自 相 似 性 才 成 立 ， 
分 形 维 数 所 具有 的 意义 当然 也 仅 在 此 范围 之 内 。 


4.1.1 改变 观察 尺度 求 维 数 


本 方法 是 用 圆 和 球 .线段 和 正方 形 .立方 体 等 具有 特征 长 度 的 基本 图 形 去 近似 分 
形 图 形 ,例如 用 长 度 为 的 线段 集合 近似 海岸 线 那 样 的 复杂 曲线 。 先 把 曲线 的 一 端 
作为 起 点 ,然后 以 此 点 为 中 心 画 一 个 半径 为 > 的 圆 ,把 此 圆 与 曲线 最 初 相 交 的 点 和 起 
点 用 直线 连结 起 来 ,再 把 此 交点 重新 看 作 起 点 ,以 后 反复 进行 同样 的 操作 ,如 图 4. 1 
所 示 。 用 长 度 为 r 的 折线 去 近似 海岸 线 时 ,把 测 得 的 线段 总 数 记 作 NGr) 。 如 果 改 变 
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基准 长 度 x, 则 N(y) 也 要 变化 。 如 果 海 岸 线 是 笔直 的 , 则 
Nr) cc 二 = (4.1) 


的 关系 式 能 够 成 立 。 但 式 (4. 1) 对 形状 复杂 的 海岸 线 不 适用 。 如 果 把 基准 长 度 > 变 
小 ,因为 这 时 能 测 出 -大 时 被 漏 掉 的 细致 构造 ,所 以 需要 更 多 的 小 线段 ( 因 > 已 变 小 ) 
M 可 以 用 Koch 曲线 来 验证 ,从 图 3.4 可 知 , NC1/3)=4,N((1/3)2) = 
,NCC1/3)*) 二 4: 这 一 关系 是 满足 的 。 也 就 是 说 , 因 (1/3) :一 4, 可 知 

N(r) cc r 83! (4. 2) 
上 式 中 的 指数 log.4 与 Koch 曲线 的 相似 维 数 和 Hausdorff 维 数 都 相同 。 同 时 ， 
AC. Dr 的 指数 1 也 与 直线 的 维 数 一 致 。 因 此 ,一般 地 说 ,如 果 某 曲线 具有 

N(r) cor? (4. 3) 
关系 , 即 可 称 D 为 这 一 曲线 的 维 数 。 对 海岸 线 和 随机 行走 轨迹 的 分 形 维 数 的 测定 
多 数 是 采用 这 个 方法 的 。 
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图 4.1 用 折线 近似 海岸 线 图 4.2 改变 正方 形 的 尺度 求 平 面 上 点 的 分 布 的 维 数 


可 以 把 此 方法 进行 扩展 ,使 之 适用 范围 扩大 到 二 维和 三 维 , 同 时 也 适用 于 计算 机 
计算 。 扩 展 方 法 是 ,把 平面 或 空间 分 割 成 边 长 为 ”的 细胞 ,然后 来 数 所 要 考虑 的 形状 
(或 构造 ) 中 所 含 的 细胞 数 NCr)。 现 在 来 看 如 何 求 平面 上 点 的 分 布 的 分 形 维 数 。 首 
先 , 用 间隔 为 r 的 格子 把 平面 分 割 成 边 长 为 的 正方 形 , 数 出 此 平面 上 至 少 包 含 一 
点 的 正方 形 的 个 数 , 并 把 此 数 记 为 N(r) ,参看 图 4.2. WRA 有 取 不 同 的 大 小 时 ， 
下 式 

Nlr) ocr? (4. 4) 
成 立 , 则 D 就 是 平面 上 点 的 分 布 的 维 数 。 如 果 平 面 上 的 点 是 均匀 地 致密 排列 并 收音 
住 整个 平面 ,此 时 D 二 2, 与 直线 时 一 样 , 它 与 经 验 维 数 相 一 致 。 这 个 方法 不 仅 适用 于 
曲线 和 点 的 分 布 , 也 适用 于 像 河 流 这 样 有 大 量 分 岔 的 图 形 , 所 以 是 个 很 有 用 的 方法 。 


4.1.2 根据 测度 关系 求 维 数 


个 方法 是 利用 分 形 上 共有 非 整 数 维 数 的 测度 来 定义 维 数 的 。 如 把 一 个 立方 体 每 

"^ 扩大 到 原来 边 长 的 2 倍 ,那么 二 维 测 度 的 表面 积 即 为 2 倍 ,三 维 测度 的 体 

积 为 2 倍 。 因 此 若 把 一 个 量 的 单位 长 度 扩 大 到 2 倍 , 并 假定 它 能 成 为 具有 2° 的 量 ， 
那么 此 量 也 可 称 为 D EXE). 

以 Koch 曲线 为 例 , 此 时 ,具有 非 整 数 维 数 测度 的 量 是 曲线 的 长 度 。 若 把 Koch 
曲线 扩大 3 倍 , 则 线 的 长 度 将 是 原来 的 4 二 3*3' 信 。 这 说 明 ,Koch 曲线 的 长 度 应 具 
有 logs 4 维 的 特性 。 

一 般 地 , 设 长 度 为 上 ,面积 为 S$, 体 积 为 V 时 , 则 有 下 述 关 系 式 

LeS®@av’ (4. 5) 

上 式 的 意义 是 , 若 把 上 扩大 到 & 倍 ,那么 SY 和 VS 也 都 扩大 到 & 倍 。 若 把 具有 DD 维 
测度 的 量 假定 为 X, 则 可 把 上 式 变 成 一 般 化 的 公式 

L oc Soc VI oc X? (4,6) 

下 面 就 可 按 式 (4. 6) 来 求 维 数 ,以 测定 岛屿 海岸 线 的 分 形 维 数 为 例 。 设 面积 
S ,海岸 线 长 度 为 X, 因 岛 的 面积 明显 地 是 具有 二 维 测 
度 的 量 , 所 以 根据 SoeX'?” 即 可 求 得 海岸 线 的 分 形 维 
数 DD。 在 此 认为 XX 为 未 知 数 , 先 用 很 小 的 细 格 子 把 所 
考虑 的 平面 分 割 成 为 小 正方 形 的 集合 体 , 然 后 把 那些 
即使 包含 一 小 点 岛 的 正方 形 涂 黑 ,如 图 4.3 所 示 。 为 
了 清楚 起 见 , 岛 内 平面 上 的 正方 形 没有 涂 黑 。 把 黑 正 
方形 的 个 数 记 为 Sy ,把 与 白 正 方形 相 接 的 黑 正 方形 的 
个 数 记 为 Xv 。 如 果 单 位 正方 形 的 大 小 足够 小 的 话 , 则 
可 认为 Scc Sw,XccXw 是 成 立 的 。 对 不 同 大 小 的 岛屿 
可 用 同一 方法 求 出 其 Ss 和 XX ,如 果 存 在 一 个 DD, 它 能 
够 满足 下 式 


SK? oc XN” CD mais 用 尽 可 能 小 的 正方 形 对 

那么 ,D 就是 该 岛屿 海岸 线 的 分 形 维 数 。 接 此 方法 测 Q———— 
定时 ,选用 的 单位 正方 形 的 大 小 越 小 ,测量 误差 也 越 
小 。 与 改变 观察 尺度 求 维 数 的 方法 最 大 的 区 别 在 于 ,不 改变 单位 正方 形 的 大 小 ， 而 是 
预先 尽量 把 它 选 得 小 一 点 。 

同一 问题 也 可 以 不 用 面积 和 海岸 线 长 度 , 而 用 海岸 线 长 度 和 其 直线 距离 L 去 考 
碟 ， 即 研究 海岸 线 两 端的 直线 路 离 上 和 海岸 线 长 度 Xo. 的 关系 。 把 所 调查 的 海岸 线 
范围 进行 各 种 变化 , 则 可 得 到 大 量 工 和 XAw 的 组 合 。 此 时 ,在 上 和 Xw 之 间 ， 如 果 下 
述 关 系 式 


L oc XX? (4. 8) 
成 立 , 则 D 就 是 该 海岸 线 的 分 形 维 数 。 

分 布 于 空间 的 点 的 集合 ,如 字 宙 中 星球 的 分 布 ,也 可 用 类 似 的 考虑 方式 来 定义 分 
下 面 再 来 考虑 一 下 以 某 点 为 中 心 以 > 为 半径 
的 球 , 设 含 于 此 球 内 部 的 点 的 总 数 为 Mr), 如 
图 4. 4 所 示 。 如 果 点 的 分 布 是 直线 的 , 即 有 M Cr) oc 
7 ;如果 点 的 分 布 是 平面 的 , 即 成 为 MO oc rpg ;如 果 
点 分 布 在 三 维 空间 ,那么 就 应 成 为 MC(r)ccr。 因 

此 ,将 此 一 般 化 ,如 能 满足 下 式 
Mtr) cc rP (4. 9) 
^ 就 可 以 说 点 的 分 布 的 分 形 维 数 就 是 D。 式 中 的 
图 4.4 数 出 在 半径 为 > 的 球 ”M(x), 也 不 一 定 非 是 点 的 个 数 不 可 ,在 求 宇宙 的 质 


内 部 点 的 个 数 量 分 布 的 分 形 维 数 时 ,可 以 把 M(r) 作 为 半径 为 + 的 
球 内 的 总 质量 。 


用 这 一 方法 求 点 集合 的 分 形 维 数 时 , 实际 上 也 存在 把 什么 地 方 选 为 球 心 为 好 的 
间 题 。 如 果 选 择 不 好 , 一般 很 少 出 现 像 式 (4. 9) 这 样 清晰 的 关系 。 变 换 几 个 中 心 进行 
测定 ， 再 取 其 平均 值 虽然 也 是 可 以 的 , 但 最 快 的 方法 是 把 点 的 分 布 的 重心 当 作 球 的 
中 心 。 如 果 点 的 分 布 是 分 形 的 话 , 那么 采用 本 方法 即 可 找到 式 (4.9) 的 关系 。 


4.1.3 根据 相关 函数 求 维 数 


相关 函数 是 最 基本 的 统计 量 之 一 ,从 这 一 函数 型 也 可 求 得 分 形 维 数 。 如 果 把 在 
空间 随机 分 布 的 某 量 在 坐标 zx 处 的 密度 记 为 pC(z), 则 相关 函数 COGO RIT FR RE XL 
Cir) = CoGiopCGxr +r)? (4. 10) 
上 式 中 符号 (…》 表 示 平 均 。 根 据 情 况 ,平均 可 以 是 全 体 平均 ,也 可 以 是 空间 平均 。 如 
果 在 各 个 方向 分 布 均等 ,只 能 用 两 点 间 的 距离 > 一 |r| 的 函数 来 表示 相关 函数 。 
作为 相关 函数 CCr) 的 函数 型 ,虽然 通常 多 把 指数 型 e-"" 和 高 斯 型 EH 
模式 来 考虑 ,但 它们 不 是 分 形 , 因 为 它们 都 具有 特征 距离 x,。 在 r&r 区 间 , 相 关 的 
衰减 比 在 0 二 r 二 r。 区 间 的 衰减 更 为 急剧 ,也 就 是 说 , 当 两 点 间距 离 比 xo 小 时 ,这 两 点 
相互 间 强 有 力 地 影响 着 ,但 当 两 点 距离 比 7, 大 时 ,这 两 点 之 间 几 乎 相互 毫 无 影响 。 
与 此 相对 应 , 当 分 布 为 分 形 时 ,相关 函数 则 为 宕 型 。 如 果 为 宕 型 就 不 存在 特征 长 
度 , 相 关 总 是 以 同样 比例 衰减 的 。 例 如 ,假如 有 
C(r)ocr? (4.1) 
距离 如 果 离 开 2 倍 , 相 关 则 为 1/2* 倍 。 这 一 关系 不 管 距离 大 小 ,任何 时 候 都 应 是 存 
在 的 。 此 宕 指数 a 与 分 形 维 数 的 关系 如 下 


a=d—D (4,12) 
AP d 为 欧 氏 空间 维 数 。 为 了 证 实 此 式 , 现 在 来 看 4. 1. 2 节 中 所 述 的 质量 分 布 。 考 
虑 质量 在 空间 上 为 D 维 的 分 形 分 布 ,而 且 从 茶 一 点 开始 半径 为 r 以 内 的 总 质量 
MSP REA. EFE r Al + Ar 之 间 的 球 壳 内 的 质量 与 r-”'。Ar 成 比例 , 另 
外 由 于 此 球 壳 的 体积 与 o Ar 成 比例 ,所 以 其 密度 Cr ocr? ! /r* 1 —r ,因此 
得 到 下 式 


Cr) = (PO pr)? cc rh? (4. 13) 
相关 函数 经 健 里 叶 变 换 后 的 波谱 FOOD XE Od — D«1 BY, DJ F P0 A ERU 
FOR) = a| drcosChnhr) e C(r) oc k^ P! (4. 14) 


若 利 用 此 式 , 当 波谱 FOOL 14) A ISTE DCR CL AT OR 4S oP HB EOD 
4.1.4 根据 分 布 函数 求 维 数 


月 面 照片 上 的 各 种 不 同 大 小 的 月 坑 , 如 果 只 看 照片 ,其 真实 大 小 是 完全 看 不 出 
的 。 如 果 说 照片 上 的 月 坑 直 径 为 1000 km ,就 会 觉得 它 相 当 之 大 ,如 果 说 它 是 50 em, 
也 只 会 使 人 感到 原来 是 如 此 之 小 ,并 不 会 特别 使 人 抱 有 不 自然 之 感 。 月 坑 的 大 小 分 
布 并 没有 特征 长 度 , 考 虑 这 种 大 小 分 布 时 ,从 其 分 布 函 数 的 类 型 即 可 求 得 分 形 维 数 。 

把 月 坑 直 径 记 为 +, 另 外 把 直径 大 于 7 的 月 坑 存 在 概率 记 为 pC(r)。 若 把 直径 的 
分 布 概率 密度 记 为 p(s) WA 


pr) = | poas (4.18) 


这 一 关系 式 即 可 得 到 满足 。 能 够 变换 照片 和 图 的 比例 尺 一 事 , 说 明 可 与 变换 rar 
相对 应 。 因 此 , 若 想 变换 比例 尺 而 分 布 类 型 不 变 , 对 任意 的 >0 


pir) oc plr) © (4,16) 
这 一 关系 式 就 必须 成 立 。 能 常 满足 上 式 的 > RAN, RB T E BY 
poor? (4.17) 


SHIA AS ERA BRR PRR DD 能 给 出 分 布 的 分 形 维 数 。 如 果 在 
某 一 观察 尺度 + 时 看 不 见 小 于 r 的 月 坑 , 闭 么 能 看 得 见 月 坑 的 数目 与 p(7) 成 比例 。 
再 改变 观察 尺度 ,在 看 不 见 小 于 2r 的 月 坑 时 ,能 看 见 的 月 坑 数 与 pC27) 成 比例 ,此 数 
是 观察 尺度 为 + 时 的 2-? 倍 。 一 般若 把 各 种 观察 尺度 ( 即 不 同 大 小 的 7) 时 看 到 的 个 
数 假定 为 N(7), 因 NGO 5 pC) 成 比例 ,这 里 出 现 的 DD 则 与 改变 观察 尺度 的 分 形 维 
数 的 定义 式 (4.4) 相 一 致 。 

对 式 (4. 17) 必 须 注意 的 是 ,pr) 在 > 一 0 时 是 发 散 的 。 解 决 这 个 问题 有 两 个 办 
Z. PERE r 的 下 限 ,使 p(0)==1 那样 进行 规格 化 。 另 一 个 是 不 特别 设 定 下 限 ， 
但 不 单独 采用 pr) ,而 是 考虑 两 个 以 上 POR. 

社会 科学 中 众所周知 的 Zipf 法 则 ,与 分 形 有 密切 的 关系 。 所 谓 Zipf 法 则 , 举 个 


HÀ 


(BRUN E) 


例子 说 , 按 人 口 多 少 的 顺序 给 某 个 国家 的 各 个 城市 编号 ,那么 人 口 与 编号 的 乘积 大 约 
为 一 定 值 。 由 此 例 可 以 看 出 ,考虑 某 一 集团 的 分 布 时 ,4 编号 的 这 个 集团 的 量 与 
k 成 比例 。 这 一 法 则 不 仅 对 城市 人 口 ,而 且 对 不 同 国家 的 输入 额 以 及 语言 学 中 单词 
频率 等 各 个 领域 都 适用 。 这 种 分 布 可 以 理解 为 是 式 (4. 17) 那 种 分 布 的 特殊 情况 。 若 
假定 为 式 (4.17) 那 种 类 型 分 布 ,集团 的 大 小 > 及 其 顺序 & 之 间 可 有 下 述 关系 

rock UP (4. 18) 
这 是 因为 ,集团 的 大 小 -的 顺序 之 所 以 是 编号 &, 那 是 因为 比 > 大 的 集团 (包括 自己 在 
内 ) 有 个 的 原因 。 在 社会 科学 中 常 根据 式 (4.18) 把 量 的 大 小 的 对 数 作 纵 轴 ,把 顺序 
的 对 数 作 横 轴 ,在 图 上 画 出 各 数据 点 ,此 图 的 斜率 即 表示 1/D。 但 此 时 如 果 考 虑 的 不 
是 大 小 为 1 维 测度 (长 度 ) 时 , 称 此 D 为 维 数 是 不 恰当 的 ,而 只 应 看 作 是 分 布 的 特征 
参数 。 


4.1.5 根据 频谱 求 维 数 


根据 观测 对 空间 或 时 间 的 随机 变量 的 统计 性 质 进行 调查 时 ,往往 可 以 较 简 单 地 
得 到 与 波 数 变化 相对 应 的 频谱 。 若 把 变动 变换 为 电信 号 ,以 后 只 通过 滤波 器 就 能 得 
到 与 功率 谱 S( 亡 成 比例 的 量 。 某 变动 是 否 为 分 形 , 如 果 是 , 它 的 分 形 维 数 有 几 个 ,类 
似 这 样 的 问题 根据 频谱 的 研究 就 能 阐明 。 

从 频谱 的 观点 来 看 ,所 谓 改 变 观 察 的 尺度 就 是 改变 截止 频率 上 。 此 处 的 截止 频 
率 , 指 的 是 把 较 此 更 细小 的 振动 成 分 舍 去 的 界限 频率 。 因 此 ,如 果 说 某 变动 是 分 形 ， 
那么 也 就 等 于 说 即使 变换 截止 频率 fn 也 不 改变 频谱 的 形状 。 这 也 等 同 于 : 即使 进 
行 观测 尺度 的 变换 , fA 波谱 形状 也 不 变 , 具 有 这 种 性 质 的 频谱 SCA RR TF P 38 
dE RS 


SCf) oc f^? (4. 19) 
Js at RE HORE 8 与 分 形 维 数 的 关系 可 由 下 述 事实 得 知 。 现 在 来 看 
因 某 电路 的 电压 V(D 的 波动 而 产生 噪声 的 曲线 图 ,电路 电压 Vi 可 以 视 为 是 时 间 的 
函数 。 当 这 种 噪声 频谱 为 式 (4. 19) 那 样 时 ,车 把 曲线 图 的 分 形 维 数 记 为 D, 则 

8 一 5 一 2D (4. 20) 
这 一 关系 式 即 可 成 立 。 不 仅 是 电路 ,在 各 种 场所 普遍 观测 到 的 1/ 太 噪声 是 8 关 1 ,其 
分 形 维 数 D2, 也 就 是 说 ,此 图 是 大 约 能 把 二 维 平 面 全 部 掩盖 的 曲线 。 

当 考虑 地 形 和 固体 表面 等 的 曲线 时 ,可 作 如 下 这 样 的 扩展 。 把 用 某 平面 去 切割 
曲面 时 所 得 到 的 断面 图 的 频谱 假定 为 SOO ,比如 说 ,如 果 是 地 形 ,可 用 直线 把 两 点 之 
间 连 结 起 来 ,车 把 沿 此 线 高 低 变动 的 频谱 假定 为 SC ,地 表 的 分 形 维 数 D(2<D<3) 即 
可 满足 下 式 


8 一 7 一 2D (4. 21) 
这 是 因为 ,曲面 的 变动 如 果 是 等 方 的 ,曲面 的 分 形 维 数 只 需 在 断面 的 分 形 维 数 上 加 上 


1 就 可 以 了 。 

必须 注意 ,在 本 节 根 据 相 关 函 数 求 维 数 的 方法 中 介绍 过 波谱 FOO KU. 14) 的 
关系 ,但 PCR) SA SCP FEATS. ELER AB E EH K R BR BRAY [89 18 "E 5] 
波谱 (频谱 ) ,但 分 形 维 数 D 却 是 不 同 的 类 型 (尽管 使 用 相同 的 符号 D), FOR D K 
示 某 物质 区 间 分 布 的 维 数 ,而 S( 访 的 了 却 表示 图 表 曲 线 的 维 数 。 

在 具体 计算 过 程 中 ,可 以 利用 计算 机 图 像 处 理 系统 来 进行 计算 ,也 可 以 用 普通 微 
机 。 在 利用 普通 微机 进行 计算 之 前 ,首先 要 把 二 维 分 形 图 形 输入 到 微机 ,为 了 做 到 这 
一 点 ,需要 先 编 一 个 操作 程序 ,该 程序 可 以 通过 键盘 控制 光标 ( 光 点 ) 在 高 分 辨 率 显示 
器 屏幕 上 随意 运动 。 然 后 采用 投影 的 办 法 ,将 分 形 图 形 投 射 到 显示 器 的 屏幕 上 ,用 链 
盘 控 制 光标 沿 着 图 形 边 界 运动 ,获得 分 形 图 形 并 存 人 到 内 存 , 接 下 来 就 可 以 进行 数据 
处 理 了 。 但 是 ,对 复杂 的 图 形 来 说 ,用 光标 绘图 是 相当 困难 的 ,所 以 如 有 条 件 用 图 像 
计算 机 来 进行 图 像 处 理 , 那 是 最 理想 的 了 ,此 时 可 通过 摄像 机 把 底片 或 照片 的 图 像 输 
入 到 图 像 计算 机 ,再 选取 不 同 的 灰 度 值 ,来 分 析 图 像 的 细节 ,或 求 出 图 像 的 面积 所 
按照 选 定 的 计算 方法 ,可 以 很 快 地 求 出 图 像 的 维 数 。 一 般 来 说 ,如 图 像 计算 机 的 显示 
器 分 辩 率 为 512 久 512 像素 ,对 图 像 的 维 数 计算 来 说 已 经 足够 了 。 


4.2 SHER 


盒 维 数 又 称 计 盒 维 数 (box dimension, box-counting), 是 应 用 最 广泛 的 维 数 之 
一 , 它 的 普遍 应 用 主要 是 由 于 这 种 维 数 的 数学 计算 及 经 验 估 计 相 对 容易 一 些 。 对 这 
种 维 数 的 研究 可 以 追溯 到 20 世纪 30 年 代 , 并且 对 它 赋予 各 种 不 同 的 名 称 : 
Kolmogorov 4i , WIZER, SE 8t AE BC oe CS BE EU, 

设 F 是 R* 上 任意 非 空 的 有 界 子 集 ,Ns(CF) 是 直径 最 大 为 8, 可 以 覆盖 下 的 集 的 最 
少 个 数 , 则 下 的 下 .上 盒 维 数 分 别 定 义 为 


Dim, = lim LEND (4, 22) 
me log ô 
log N; (F) 
= 4. 23) 
DimsF = lim 7-5 É 
如 果 这 两 个 值 相 等 , 则 称 这 共同 的 值 为 下 的 盒 维 数 , 记 为 
Dim, F = lim PE Ns (4. 24) 
8-0 — log ô 


盒 维 数 有 一 些 等 价 的 定义 ,有 时 这 些 定义 更 适合 应 用 。 考 虚 R" 中 全 坐标 网 立方 
体 , 即 下 列 形 式 的 立方 体 : 
[mi8, Cm 3-108] Xo X Emn, (m, + 16] 
其 中 mr mi om, 都 是 整数 (显而易见 ,在 尺 ! 中 ,“ 立 方 体 ” 即 表示 为 区 间 , 而 在 RR 中 


ay 


(He) 


表示 为 正方 形 )。 设 N DE 8- Rv HAS FMAM, BAI NTE 
为 va 的 覆盖 下 的 集 类 ,因此 有 

Nug(F) < N'5CF) 
如 果 n <1, Ml 


log Nag CF) < log N,CF) 
—log(dvn) ` — log Va — log ò 
& 5->0, 取 下 、 上 极限 
log NS (CF) 


Dims F < lim 28577 (4. 25) 

— $49 一 log à 

Dim; F < lim log Na QD (4, 26) 
o —logé 


另 一 方面 ,任何 直径 最 大 为 6 的 集合 包含 在 3" 个 边 长 为 8 的 网 立方 体内 (由 包含 这 
个 集 的 一 些 点 的 一 个 立方 体 以 及 与 此 立方 体 相 邻 的 全 部 立方 体 组 成 ) ,由 此 

NCF) < 3"N4CF) 
取 对 数 并 取 极 限 可 以 得 到 与 式 (4. 25) 及 式 (4. 26) 反 向 的 不 等 式 。 因 此 为 求 出 由 
式 (4.22) 一 式 (4.24) 和 定义 的 盒 维 数 , 可 以 等 价 地 取 JNas(F) 为 与 下 相交 的 边 长 为 8 的 
网 立方 体 的 个 数 。 

盒 维 数 的 这 个 形式 的 定义 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 。 为 计算 一 个 平面 集 PWS 
维 数 ,可 以 构造 一 些 边 长 为 8 的 正方 形 或 称 为 盒子 ,然后 计算 不 同 o 值 的 “盒子 ”和 
F 相交 的 个 数 N CP 盒 维 数 由 此 而 得 名 。 这 个 维 数 是 当 S>0 时 ,NesCF) 增 加 的 
对 数 速率 ,或 者 可 以 由 函数 log N;( 玉 ) 相 对 于 一 log 8 图 的 斜率 值 来 估计 。 

这 个 定义 给 出 了 盒 维 数 的 一 个 解释 ,与 集 下 相交 的 边 长 为 6 的 网 立方 体 的 个 数 
正好 表示 了 这 个 集 是 如 何 展开 的 ,或 者 说 是 以 尺度 6 度量 时 这 个 集 的 不 规则 程度 , 维 
数 反 映 了 当 6 一 0 时 集合 的 不 规则 性 是 如 何 迅 速 表现 出 来 的 。 

盒 维 数 的 另 一 个 经 常 应 用 的 定义 还 是 具有 式 (4. 22) 一 式 (4. 24) 的 形式 ,不 过 把 
其 中 的 N; CF) 取 为 覆盖 所 需要 的 边 长 为 6 的 任意 立方 体 的 最 少 个 数 。 这 个 定义 的 等 
价 性 是 由 于 网 立方 体 的 性 质 ,注意 到 任 一 个 边 长 为 8 的 立方 体 的 直径 都 为 6 Vn ,并且 
任意 的 直径 最 大 为 6 的 集 一 定 包 含 在 一 个 边 长 为 6 的 立方 体内 。 

类 似 地 ,如 果 在 式 (4. 22) 一 式 (4. 24) 中 取 N;(F) 为 覆盖 下 的 半径 为 6 的 最 少 闭 
球 数 , 所 得 的 维 数值 与 原 值 也 完全 相等 。 

盒 维 数 的 另 一 个 等 价 定义 就 不 那么 显然 了 , 它 涉及 球 心 在 全 上 ,半径 为 8 的 相 
互 不 交 球 的 最 多 个 数 。 用 Ni(F) 表 示 这 个 数 ,而 Bl，… Buo 是 半径 为 9, 球 心 在 下 
上 相互 不 交 的 球 。 如 果 工 属于 下 , 则 x 至 少 与 B; 中 一 个 球 的 距离 小 于 5, 否则 可 以 
把 x 为 球 心 .半径 为 8 的 球 加 进去 ,而 组 成 更 多 的 不 交 的 球 。 这 样 ,Ni(E) 个 与 B fel 
心 但 半径 为 28( 直 径 46) 的 球 覆 盖 下 ,而 有 


Na P) < NSCF) (4. 27) 
另 一 方面 , 设 如,…:,Buep 是 球 心 在 下 上 ,半径 为 8 的 相互 不 交 的 球 , 设 DLA 
是 任意 直径 最 大 为 6 H8lu:F MBE WU, 必然 覆盖 也, 的 球 心 ,每 个 B 至 少 包 
S U, 的 一 个 点 ,又 由 于 B; 是 不 交 的 , 知 U; 至 少 与 B; 一 样 多 ,因此 

Nj (CF) < NiCF) (4, 28) 
对 式 (4. 27) ATK C4. 28) 取 对 数 , 表 明 如 果 用 这 样 的 Ns(CF) 取 代 原 来 的 Ns CF), 
式 (4. 22) 一 式 (4. 24) 的 值 是 不 变 的 。 

这 些 不 同方 式 的 定义 概括 如 下 ,并 用 图 4. 5 表示 之 。 


w s G3 (C) EN n ZH B3 
tes" o Cy od TEE ga 
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ô 
(d) (e) 
图 4.5 求 下 的 盒 维 数 的 五 种 方法 
(a) 一 (e) 分 别 与 等 价 定义 中 的 (1) 一 (5) 相 对 应 
等 价 定 义 
REEF 的 下 、 上颌 维 数 由 下 列 两 式 给 出 
Dims F = lim LEN CP? (4, 29) 
To —logó 
Dim, F = lim log N; (F) (4. 30) 
o —logé 
F 的 盒 维 数 由 下 式 定 义 
DimgF = lim log Na (F> (4. 31) 
8—0 — log à 


(如 果 这 个 极限 存在 的 话 ) ,其 中 N CPE PTR PET: 
CO 覆盖 下 的 半径 为 6 的 最 少 闭 球 数 ， 
(2) 覆盖 下 的 边 长 为 6 的 最 少 的 立方 体 数 ; 
(3) 与 下 相交 的 全 网 立方 体 的 个 数 ，; 
(4) 覆盖 下 的 直径 最 大 为 6 的 集 的 最 少 个 数 ; 
(5) 球 心 在 下 上 ,半径 为 6 的 相互 不 交 的 球 的 最 多 个 数 。 


(iw) 


SY 


应 当 指 出 ,在 式 (4. 29) 一 式 (4. 31) 中 ,为 考虑 当 00 时 的 极限 ,只 要 考虑 通过 任 
一 满足 81.1 2960, (0 二 c 二 1) 的 递减 序列 6 趋 于 零 时 的 极限 ,特别 是 在 0.—c* 的 情形 。 
为 看 清 这 一 点 ,注意 到 如 果 On 1 SOO, WI 


log N;(F) log Na n CP) log N,. CF) 
< < n 
= log ô — log O 一 log ui + log (S80) /6.) 
log Na, CF) 


^— log à + log c 
因此 有 
Tim eg NOD o Tim log Na, CP) 
8-0 — log ic log ài 
相反 的 不 等 式 是 平凡 的 ,下 极限 也 可 用 同样 的 方法 处 理 。 
BIr, TRAER Hausdorff 维 数 之 间 的 关系 是 重要 的 。 如 果 下 能 被 N;(F) 
个 直径 为 8 的 集 覆 盖 , 则 由 定义 (参看 2.2 节 ) 
HSCF) < N PS 
如 果 190 CP) = lima GP) ;只 要 6 充分 小 ,就 有 log N;(F) +slog 870, Bp 


s < limlog N,(F)/(— log à) 
8-0 


(4. 32) 


所 以 Dima F < Dims F < Dim, F 
对 任意 的 CCR" 成 立 。 一 般 这 里 不 能 得 到 等 号 ,虽然 对 许多 “相当 规则 ”的 集 ， 
Hausdorff 维 数 与 盒 维 数 是 相等 的 ,然而 ,也 有 大 量 使 不 等 号 严格 成 立 的 例子 。 
如 果 * 王 DimsF ,从 式 (4.24) 粗 略 地 可 以 看 到 , 当 人 8 充分 小 时 ,NeCF)=9 ,确切 

地 , 它 说 明 

NPS — co (如 果 < Dimas P) 

Ns(F)S 一 0 (HIER s > Dim, F) 
但 是 

N,GOO& = inf{ $18: (U,) 是 下 的 (有 限 的 )8- 覆 盖 } 
它 应 当 与 
#3(F) = inf 2) | U: PMU) BP RO Be} 


比较 ,这 是 出 现在 Hausdorff 测度 和 维 数 的 定义 中 的 。 在 计算 Hausdorff 维 数 中 ,给 
每 个 覆盖 集 U, 以 不 同 的 分 量 1U, | ,而 在 盒 维 数 的 计算 中 给 每 个 覆盖 集 以 相同 的 分 
量 。 盒 维 数 可 以 被 认为 是 表示 一 个 集合 能 被 相同 形状 的 小 集合 覆盖 的 效率 ,而 
Hausdorff 维 数 涉 及 的 可 能 是 相当 不 同形 状 的 小 集合 的 覆盖 。 

由 于 盒 维 数 是 由 相同 形状 集 的 覆盖 确定 的 , 它 计 算 起 来 比 Hausdorff 维 数 容易 ， 


因而 被 人 们 广泛 应 用 。 


4.3 HZ PSU AER 


在 科学 研究 中 ,许多 同时 和 具有 理论 和 实际 重要 性 的 邻 人 感 兴 趣 的 分 形 是 以 
函数 图 像 形式 出 现 的 。 确 实 , 当 许多 现象 被 绘制 成 时 间 的 函数 时 ,就 显示 了 分 形 
的 特性 ,如 大 气压 强 , 容 器 中 液体 的 水 平 高 度 ,股票 市 场 的 价格 , 某 种 商品 的 价格 
等 ,至 少 当 记录 的 数据 跨越 较 长 的 时 间 间 隔 时 便 是 如 此 5 。 以 纽约 市 场 上 棉花 
的 价格 为 例 , 每 一 次 瞬间 的 变化 是 随机 的 ,不 能 预言 的 ,但 长 期 的 变化 又 是 与 尺 
度 无 关 的 : 价格 的 日 变化 和 月 变化 曲线 完全 一 致 。 按 Mandelbrot 的 分 析 ,在 经 
历 两 次 世界 大 战 和 一 次 大 萧条 的 60 年 动荡 岁月 中 ,价格 变动 的 程度 保持 不 变 ， 
这 就 说 明 , 在 大 量 无 序 的 数据 里 存在 着 一 种 出 乎 意料 的 有 序 , 或 者 说 ,具有 分 形 的 
特性 。 

就 函数 图 的 维 数 而 言 ,考虑 函数 fiba.b]— R ,在 一 定 的 情形 下 ,作为 (1,x) 坐 标 
平面 子 集 的 图 

graph f= (G,.f@):a<ti<b} (4. 33) 
BREE. BOR AB peo) Ep ap B] :为 独立 变量 ,z AE. NR Of E 
连续 可 微 的 , 则 容易 看 出 graph f 的 维 数 是 1 ,而 且 确 实 它 是 规则 1- 集 。 如 有 果 了 是 有 


界 变 差 的 , 即 对 任意 的 分 割 a= to Cth <n, =), 5 | fa I— Sf Gaa) | 小 于 或 等 于 


某 个 常数 , 则 结果 也 是 一 样 的 。 然 而 ,也 可 能 有 的 连续 函数 是 相当 不 规则 的 ,并 且 具 
有 维 数 严格 大 于 1 的 图 ,人 们 最 熟悉 的 例子 是 


fI) = DAS sins) (4, 34) 


其 中 1 二 ;过 2 AAD 1. xx PRA LE FE Weierstrass 的 处 处 不 可 微 的 连续 函数 的 
例子 , 它 的 盒 维 数 等 于 ; ,一般 认为 它 的 Hausdorff 维 数 也 为 s. 
下 面 导 出 一 些 简 单 的 但 能 广泛 应 用 的 关于 函数 图 的 盒 维 数 的 估计 。 给 定 函 数 f 
AKA 6 12i R; 为 f E EX IBI ,tsJ 上 的 最 大 变化 范围 , 即 
Rili ste] = , Sup | f(t) — fu) | (4. 35) 


命题 iz f. [0.1]1—R 连续 ,又 设 0<-6 二 1, 并 且 m J& K-F RAS F 1/8 的 最 小 
整数 。 如 果 N; 是 人 网 正方 形 与 graph f 相交 的 正方 形 个 数 , 则 

a SIR LG FDO] N <2m 40 DRL G+] (4,36) 

证 明 : 由 f 的 连续 性 , 知 与 graph f 相交 且 在 区 间 [i6, (i 十 1)6j 之 上 的 柱 集 内 的 


83. 


Gp 


ARN 


in dice 


边 长 为 6 的 网 正方 形 最 少 为 Rj[i8,(i 十 1)6]/6 个 ,而 最 多 为 2 十 Rj,[i6, (i 十 1)6]/8 
X 个 ,对 所 有 这 样 的 区 间 求 和 , 即 得 式 (4. 36), 
这 由 图 4.6 说 明 。 
这 个 命题 立即 可 以 应 用 到 满足 H5lder 
条 件 的 函数 上 。H5lder 函数 的 定义 如 下 : 
函数 f:X 一 Y 称 为 指数 为 a 的 H5lder 
函数 ,如 果 存 在 某 个 常数 c, 使 得 
o y ; | f(a — fy) |<ecla-yl* Goy€X) 
当 4 二 1 时 , 称 f 为 李 普 希 慈 函数。 如 果 对 
0 «c xe. oo 


图 4.6 在 宽度 为 6 的 区 间 上 面 的 柱 集 内 与 


了 的 图 相交 的 网 正方 形 个 数 近似 等 

— y [s fla) — f(y) 
于 了 的 变化 范围 ,对 这 些 个 数 求 和 和 | vist fa f» | . 
可 得 到 /图 的 盒 维 数 的 估计 值 < cs |z 一 y| (x,y € X) 


称 函 数 f AERA AR. 

Hi ik f:LO.1J-RBERAR, 

(a) WIES fGol|szelt—u|^^* Ot, ux) (4, 37) 
其 中 o> 0, 1Ss<2,. WW CF) <co Ff A Dimpgraph f<Dimggraph fs。 如 果 对 某 
8220,24 |t— u| «8 时 式 (4. 37) 成 立 , 则 上 述 结 论 仍然 成 立 。 

Cb) 设 存在 数 c>0, 8:290 和 1 委 :* 委 2, 使 得 对 每 个 上 EL0,1] 和 0<3 委 8 ,存在 
u WEll u| <e 和 

| fC) — f) |z d^ (4. 38) 

则 s<Dimggraph f 

WEAR: (a) 从 式 (4.37) 立 即 知 对 OM itx 

R [hnst] Scl h t | 
利用 上 面 命题 中 的 记号 ,mm< (1 十 9 ) ,所 以 
N L< 14+8!) (2468718770 xL 607 
其 中 cl 与 8 无 关 。 由 于 大 部 分 分 形 维 数 的 “明显 的 ”上 界 估 计 可 以 由 小 集合 的 自然 
盖 得 到 ,可 以 引入 一 个 新 的 命题 : 
设 下 可 以 由 ni 个 半径 最 大 为 6 WHA, H4 ce 时 ,9 一 0, 则 


. . . log n, 
< DimgF < | (4, 39) 
Dimy F x Dim, F x lim log & 
Aa cd Z9c8, 对 某 个 OL 成 立 WU 
Dima F < Tm 208! (4. 40) 
k= logé: 


EIRT, Ap IR MA R— codd 7.1.0; 保持 有 界 , 则 六 (FEF)<ce。 证 明 从 略 。 事 实 上 ,Hausdor 插 
维 数 的 明显 的 上 界 经 常 就 是 维 数 的 实际 数值 。 由 这 个 命题 , 即 可 得 到 以 上 推论 中 的 


结论 。 

(b) 同样 的 方法 , 式 (4.38) 意 味 着 R, [st ]Z clt —6]* BR 87 ms 
式 (4.36) 可 以 得 出 

N,Ze8!8'd*^-—c 

Br EA h & HEC & th E X030 ——— F dB 32 B o- d sr. KA HS C RI As 
Dim,graph f. 

需要 指出 的 是 ,函数 图 的 Hausdorff 维 数 下 界 的 估计 比 起 盒 维 数 来 说 要 困难 得 多 。 

下 面 来 看 Weierstrass AA. A>. 和 1<*<2 ,由 下 式 定 义 fil[0.1]—R 


eo 


fG) = Jasina) (4. 34) 


k=1 
则 如 果 A FSP X .Dimggraph f=s, 
给 定 O<A<1, EN 是 使 
ANP SAAN (4. 41) 
成 立 的 整数 , 则 


x 
| 7G 二 有一 FOOD | SAC ?* | sinat G4- 40) — sinQ's) | 
k=1 


+ ST ate! | sinh(e+h)) — sinQ*D | 


k= Nt+1 
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k=N+] 


其 中 在 前 N 项 应 用 了 中 值 定理 ， 而 后 一 一 部 分 的 估计 是 显然 的 。 对 这 两 个 几何 级 数 求 
和 并 利用 式 (4. 41) ,得 


G— DN (G—2) NE D 
IFO- f ME 24 


AC iar? 
Hep ch 无 关 。 现 在 由 上 面 推 论 (a) 得 出 Dimsgraph f<s. 
与 上 面 同样 的 方法 ,但 只 是 把 求 和 部 分 分 成 三 部 分 , 即 前 N 项 ,第 NN 项 和 余下 
的 部 分 。 
如 果 ) OTP SAA, ATA 
| fc +h) FO —A PP (sin A G+ hd 一 sin Az) | 


AC N-sti 


<A 

BEAD 2 充分 大 , 则 对 所 有 的 N, 式 (4. A2 BAG eas D. XE OA UK 

Nt aA nn ,对 每 个 4 可 以 选择 满足 4 过 A 二 A AN ,使 得 |sin AT Ct 十 及 ) 一 
sin A vibe p P TAARA. 42) 可 得 
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由 上 面 推论 (b) 得 出 Dimagraph fs, 
图 4. 7 是 Weierstrass 四 数 的 四 种 情形 。 
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4.7 Weierstrass K% f(t) = Mae sin(a) 。 取 A—1.5 


k=0 


(a) s=1.1; (b) s=1.33 Cc) s=1.5; (d) s=1.7 


由 上 面 的 估计 立即 可 以 得 到 式 (4. 34) 6 Weierstrass 函数 图 的 Hausdorff 维 数 
最 多 为 ;。 普 遍 认为 这 个 维 数 应 当 等 于 ,至 少 对 “大 部 分 ”的 值 是 这 样 的 。 这 个 结论 
一 直 没 有 得 到 严格 的 证 明 , 这 是 由 于 函数 的 图 可 以 由 很 多 形状 不 同 的 集 所 覆盖 ,可 能 
给 出 较 小 值 的 维 数 ,其 至 证 明 Dimygraph f>1 也 不 是 平凡 的 。 已 了 解 的 下 界 是 来 
自 于 质量 分 布 方法 , 它 依赖 于 对 vu: o fC Bit. Hop BRE. 73 3 


MERWE. E 
以 测度 值 较 小 。 


Weierstrass 


迅速 的 小 尺度 的 振荡 使 得 相对 较 少 的 函数 图 上 的 点 落 人 入 B 内 ,所 


用 这 样 的 方法 可 能 证 明 存 在 常数 c ,使 得 
s >> Dimugraph f > s—c/loga 
函数 ( 式 (4. 34)) 是 可 以 利用 这 些 方法 的 许多 种 类 函数 的 代表 。 如 


果 g 是 适当 的 周期 函数 ,应 用 类 似 的 方法 通常 可 以 证 明 


fy = Dae tg ate) (4, 43) 


k=) 


有 Dimggraph f=s, PAAR AFE W RP E A A VETE HE RA B Ze EN 
可 以 作为 某 些 动力 系统 的 斥 子 , 因 此 具有 新 的 重要 性 。 

在 2.4 节 中 得 知 自 仿 射 集 经 常 是 分 形 ,由 适当 选择 的 仿 射 变换 ,它们 也 可 以 是 函 
数 的 图 。 设 s,(1 太 i&m) 是 用 下 式 表 成 矩阵 形式 的 相对 于 (z,z) 举 标的 仿 射 变换 


[= pe °] [J+ (Gr Dm (4. 44) 
x ai Ci x bi 
于 是 s; EE AAR SEE HA, JEEE Oe <1 条件 的 垂直 罕 条 上 的 点 映射 到 


满足 (i 一 1)/m 志 和 i/m HERE. ffi 
li/m< cl (4. 45) 


所 以 上 方向 的 压缩 强 于 > 方向 。 
ip, =(0.6,/1-c)) HI p, = (GO (a, T 5,2/€1— 6,2) Æ s, Ms, 的 不 动 点 ,我 
们 假设 矩阵 的 表 值 都 已 选 定 , 使 得 
Ss (pm) = siu Cp? (1x: xm —1) (4. 46) 
Jf EC ER Ls Cp 5: Cp,0 ] e io 0E A e FRE il EX, E. 。 为 避免 平凡 的 情形 , 设 
SC Pid toS a OD pu 不 都 共 线 。s; 的 不 变 集 可 以 由 反复 地 用 EF, 的 仿 射 像 取代 直线 
段 而 构造 出 来 。 见 图 4.8 和 图 4.9。 条 件 (4. 46) 保 证 了 这 些 直 线段 连结 起 来 的 结果 
F 是 某 个 连续 函数 1: [0.1]— R 的 图。 


图 4.8 自 仿 射 曲线 下 的 构造 过 程 


在 图 4.8 中 , 仿 射 变换 s 和 ;ss 把 三 角形 po pips 分 别 变 成 pon bi 和 pgp ,把 
垂直 线 变 成 垂直 线 。 多 角形 曲线 EE Eni =s (E) Usi(Ei) 得 出 ,并 给 出 
F 的 越 来 越 好 的 逼近 。 因 此 当 和 比较 大 时 ,Hausdortf 维 数 不 能 比 猜想 的 值 小 太 多 。 

就 自 仿 射 曲线 而 言 , 设 F= graph f 是 上 面 所 描述 的 自 仿 射 曲线 , 则 Dim, F= 
l+logte; o +e,,)/log m. 

计算 ET ERRER S 的 “线性 部 分 ” 

pe "| 
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(a) (b) 


图 4.9 由 把 三 角形 po pi ps 映射 成 poqi bi 和 pias ps 的 两 个 仿 射 变换 定义 的 自 仿 射 曲 线 。 
Ca) 两 个 变换 的 垂直 压缩 比 都 为 0.7 ,得 Dimagraph 了 一 1.49， 
(b) Æ ELFR AB EE 38 7g 0. 8 时 ,Dimngraph f=1. 68 


ij—1. WF EI; a.b BEBO HEAT EDIR Sacr Su CP), BRE Tae Te CP) BE 
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m * 0 

| us om? "caasa ttt caca Cada segues 
这 是 一 个 剪 切 映射 。 它 以 压缩 比 coca ca HE EE ELT c IBS ARR. SERA Eee 
下 角 的 元 素 以 下 面 的 数 为 界 

| m! ta tm ena d t b entmeu aal 

L Ume) * + Once) * E o lecaia Srey tea 
其 中 a=maxla,|, c=min{c;}>>1/m flr —a/C(1— Gne) 2, WE Tas Te ME 
含 在 一 个 高 为 (r 十 Acn cz 的 矩形 中 ,其 中 产 是 下 的 高 。 另 一 方面 ,如 果 qq 
是 三 个 从 Si (py) atts Sn Du) bs 中 选 出 的 不 共 线 的 点 , 则 T ee Te CP) BL E 
TiegDG 一 1,2,3), 以 这 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 高 至 少 为 cr，… ,cad ,其 中 
d 是 从 az 点 到 直线 段 [q; o ] 的 垂直 距离 ,于 是 函数 了 在 Ii.…,n 上 的 变化 范围 满足 

dea cy L Rilan | S riCattt6a 


这 里 r =r+th, 
对 固定 的 &, 我 们 对 m^ 个 长 度 为 m“ 的 区间 [i,…,x 求 和 ,利用 命题 4.1, 得 
mtd M cares < Nab PF) < 2m! + mri D yea nes 
其 中 Nj*《F) 是 与 下 相交 的 边 长 为 m“ 的 网 正方 形 的 个 数 。 对 每 个 j, 数 c 取 遍 
Cr alot am Xm 个 值 ,所 以 M cc 一 (十 十 co 六 于 是 
dmt lei d- 46,0 C NS CF) < 2m 9 ru m'CG tee cu 


取 对 数 并 利用 盒 维 数 的 等 价 定 义 ,就 得 到 了 所 指出 的 维 数 的 值 。 

自 相 似 函 数 对 分 形 插 值 法 是 有 用 的 。 如 果 想 得 到 给 定 维 数 并 且 经 过 点 (i/m， 
Zi) ,i 二 0,1,…,m 的 分 形 曲线 ,通过 选择 式 (4. 44) 的 变换 ,上 面 所 描述 的 构造 会 得 出 
一 个 具有 通过 给 定点 的 图 的 自 仿 射 函 数 ,在 这 种 方法 中 ,对 每 个 i,S; 把 直线 段 [Lpi， 
pj 上 映射 成 直线 段 LCCGi 一 1)/msz; 1),(i/m,z;)]。 通过 调整 矩阵 中 的 值 ,可 以 使 曲线 
具有 需要 的 盒 维 数 , 并 且 还 有 可 能 用 其 他 方法 去 改变 曲线 的 外 貌 。 分 形 插值 法 已 经 

非常 有 效 地 用 来 绘制 山地 的 轮廓 线 。 图 4. 10 表 示 了 一 个 分 形 播 值 法 的 例子 。 

(a) (b) 

(d) 
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图 4.10 利用 图 (a) 的 多 角形 顶点 为 基准 点 ,对 英格兰 西南 部 地 图 的 北部 和 南 
部 进行 的 分 形 插值 法 ,相应 的 维 数 是 Cb)1.1,(c)1.2,(d)1.3 


显然 , 自 仿 射 函数 可 以 推广 到 S 在 1 方向 上 不 具有 相同 的 压缩 比 的 情形 ,这 就 
导致 了 在 点 的 分 形 插 值 法 中 所 用 的 间隔 不 相等 。 通 过 进一步 的 工作 ,可 以 求 出 这 种 
曲线 的 盒 维 数 。 


4.4 和 码 尺 与 分 形 维 数 的 关系 


在 第 2 章 讨论 的 分 形 的 数学 基础 中 指出 , 自 相 似 的 分 形 具 有 无 穷 说 套 结构 。 在 
实际 的 分 形 维 数 的 测定 中 ,分 形 维 数 的 测量 值 与 分 形 的 结构 层次 有关 。 以 三 次 
Koch 曲线 为 例 , 只 有 当 &=18 以 后 ,测量 维 数 D,, AWC 1. 2618, 这 里 的 Dn 是 维 
数 的 测量 值 ,以 区 别 于 维 数 的 数学 计算 值 。 

在 本 节 中 ,将 讨论 码 尺 8 与 分 形 维 数 的 关系 。 在 分 形 维 数 的 数学 定义 中 ,要 求 码 
尽 趋 于 零 时 的 极限 存在 。 但 是 对 于 不 同学 科 中 研究 的 分 形 以 及 自然 界 存在 的 分 形 ， 
一 般 说 来 并 不 存在 无 穷 的 对 套 结构 ,而 只 存在 有 限 的 嵌 套 层次 ,所 以 , 码 矿 9 趋 于 零 
的 这 个 要 求 ,在 测量 中 很 难 实现 ,而 且 对 于 不 同 的 对 象 , 其 意义 也 不 完全 相同 。 另 外 ， 
除了 有 限 的 结构 层次 外 ,实际 存在 的 分 形 还 有 一 个 存在 层次 的 问题 。 如 材料 宏观 断 


ncs 
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SR 


裂 面 的 分 形 结构 的 存在 层次 是 一 种 与 晶 粒 尺寸 相当 的 材料 组 织 ;聚合 物 中 高 分 子 生 
长 的 分 形 结构 是 分 子 团 尺 度 层 次 上 的 分 形 结 构 ; 地 震 过 程 中 形成 的 分 形 断 口 , 则 是 宏 
观 尺 度 范围 内 (以 千 米 计数 ) 的 分 形 结 构 ; 天 体 中 星系 的 分 形 结构 则 是 另 一 种 更 大 尺 
度 的 分 形 结构 。 这 样 在 研究 材料 断裂 过 程 与 地 震 过 程 时 ,所 选择 的 相应 码 尺 就 必然 
是 不 同 的 。 在 研究 金属 或 合金 的 分 形 断 口 时 ,一 般 选 择 微米 级 的 尺度 ,而 研究 地 震中 
形成 的 分 形 断 口 , 则 可 能 选取 米 级 的 尺度 。 对 地 震 形 成 的 分 形 断 口 ,其 存在 层次 的 尺 
度 单位 为 米 , 当 6 取 微米 量 级 时 .可 以 认为 已 是 趋 于 零 了 ;而 对 金属 的 分 形 断 口 而 言 ， 
微米 量 级 就 是 其 存在 层次 的 尺度 单位 ,不 能 认为 是 趋 于 零 , 所 以 不 仅 选择 的 码 尺 不 
同 ,而 且 8 趋 于 零 的 含义 也 是 不 相同 的 。 

码 尺 的 选择 原则 是 码 尺 的 长 度 单位 应 与 分 形 存在 层次 的 尺度 单位 相 一 致 。 如 上 
面 举例 说 明 的 ,对 地 震 的 分 形 断 口 , 码 尺 的 长 度 单位 选 作 米 , 对 金属 或 合金 的 分 形 断 
口 , 则 选 微米 作为 码 尺 的 长 度 单位 。 

近 几 年 来 国内 外 一 些 学 者 的 研究 表明 : 对 实际 分 形体 而 言 ,测量 的 分 形 维 数值 
随 码 尺 而 变化 ,也 就 是 说 ,对 同一 分 形体 由 于 选取 的 码 尺 不 同 ,会 得 到 不 同 的 分 
HEU, 

分 维 不 确定 性 的 产生 原因 是 由 于 : 实际 存在 的 分 形体 不 具有 无 限 层次 的 自 相 似 
结构 。 把 适用 于 无 限 层次 分 形体 的 公式 用 于 实际 的 有 限 层 次 分 形体 ,就 有 可 能 产生 
分 维 不 确定 性 。 所 以 ,测量 码 尺 8 存在 一 个 合理 的 取 值 范围 , 当 On OLS, 时 , 测 得 
的 有 限 层 次 分 形体 的 分 维 是 一 确定 值 D, 在 这 里 6, 是 下 临界 点 ,Sn 是 上 临界 点 ; 当 
6 一 6, 或 6 之 6 时 , 测 得 的 分 维 值 D' 一 D, 而 且 D' 是 不 确定 的 。 码 尺 的 临界 值 6。 是 
由 实际 分 形体 的 最 小 自 相似 结构 层次 所 决定 的 ,所 以 ,在 研究 实际 的 分 形体 时 , 码 尺 
的 取 值 范围 不 是 任意 的 ,必须 先 对 该 分 形体 的 结构 特点 进行 细致 的 分 析 , 即 结构 层次 和 
存在 层次 ,再 选择 码 尺 和 确定 临界 点 。 实 际 分 形体 只 在 一 定 层次 范围 内 才 呈 现 为 分 形 

"»" 或 准 分 形 。 记 住 这 一 点 往往 是 有 益 的 。 

图 4. 11 表明 了 测量 得 到 的 分 维 值 与 选取 
的 码 尺 的 关系 。 它 是 采用 周 长 一 面积 关系 方法 
来 测定 分 形 周 界 曲线 的 分 形 维 数 ,此 方法 又 称 
为 小 岛 法 ,是 由 Mandelbrot 首先 提出 并 应 用 ， 
Feder 也 曾 对 其 实验 原理 进行 过 研究 rm UU. B 
- 前 ,许多 研究 者 采用 的 实验 步 又 为 将 小 岛 图 形 
0 hA ”在 金 相 显微镜 下 取得 一 定 放 大 倍数 的 金 相 照 
图 4.11 测量 的 分 维 值 与 码 尺 的 关系 片 , 放 到 图 像 处 理 仪 的 视 场 下 进行 测量 ,通过 调 

整 图 像 处 理 仪 的 焦距 来 实现 改变 码 尺 ,以 便 测 
量 到 不 同 的 结构 层次 。 由 于 焦距 的 改变 ,在 视 场 下 所 测量 的 小 岛 越 来 越 少 ,其 结果 无 
法 保证 每 个 小 岛 均 能 测量 到 必要 的 结构 层次 。 所 以 ,改进 了 的 合理 的 实验 步骤 应 当 


是 : 对 于 得 到 的 具有 小 岛 状 的 样品 ,在 金 相 显微镜 下 取得 不 同 放大 倍数 的 金 相 照片 ， 
以 便 保证 实现 不 同 的 结构 层次 或 近似 地 取得 最 大 的 放大 倍数 照片 ,例如 1000 倍 的 金 
相 照 片 ; 而 后 将 这 些 照片 放 到 图 像 处 理 仪 的 相同 视 场 下 测量 周 长 Ps 和 面积 A ,由 此 
得 到 一 组 数据 C6; ,Ps Ad | 

在 这 里 ,Ps 是 分 形 周 界 曲 线 的 “真实 长 度 ”, 即 欧 氏 长 度 ,以 作为 下 标 ; 而 A 是 
平面 图 形 的 欧 氏 面积 。 当 选取 的 码 尺 9 满足 Suw 疡 6 过 6 时 ,得 到 的 测量 数据 在 
In Pz 一 ln A 的 坐标 系 中 都 落 在 线性 区 (又 称 为 无 标 度 区 ) 中 ,该 直线 的 斜率 即 为 该 分 
形体 的 测量 维 数 ; 当 6<<6, 或 86>>6%x 时 ,测量 数据 都 落 在 非 线 性 区 ,此 时 的 测量 维 数 
是 不 真实 的 ,因为 用 这 些 码 尺 是 不 能 测量 出 分 形体 的 自 相 似 性 ,得 到 的 维 数值 也 不 是 
唯一 的 。 应 该 注意 的 是 ,由 于 实际 问题 中 的 分 形 往往 具有 近似 的 或 者 是 随机 的 自 相 
似 性 质 和 有 限 的 结构 层次 ,因此 ,上 述 不 同 放 大 倍数 的 照片 数量 不 可 能 很 多 。 

综 上 所 述 ,分 形 理论 用 于 实际 分 形体 的 研究 是 有 条 件 的 。 在 一 定 的 条 件 下 CE 
成 立 的 。 而 测量 分 维 的 码 尺 只 有 能 够 测量 出 分 形体 的 自 相 似 性 ,其 测量 的 分 维 才 是 
真实 的 ,所 以 对 于 码 尺 而 言 ,就 存在 一 个 合理 的 取 值 范围 。 在 此 范围 之 内 ,有 限 层次 
的 分 形体 的 分 维 是 恒定 的 ;超出 此 范围 , 则 测量 分 维 就 会 发 生变 化 ,出 现 分 维 不 确定 
问题 1。 


bs 


第 5 章 产生 分 形 的 物理 机 制 与 生长 模型 


5.1 产生 分 形 的 物理 机 制 


从 宇宙 的 演化 过 程 来 看 ,开始 是 天 地 混沌 一 片 ,没有 任何 秩序 和 结构 ,完全 处 于 
无 序 的 状态 。 经 历 一 个 相当 漫长 的 时 间 之 后 ,形成 某 些 分 子 和 结构 ,在 一 定 条 件 下 发 
展 出 生物 大 分 子 ,进而 产生 了 生命 现象 ,同时 物质 的 运动 和 结构 也 愈 来 愈 复杂 ,逐步 
地 形成 了 人 类 有 目前 生活 的 自然 界 中 的 一 切 ,当然 它 仍 处 于 一 个 发 展 的 过 程 之 中 。 而 
唯心 主义 认识 论 则 认为 ,上 帝 创 造 了 世界 ,创造 了 生命 ,亚当 和 夏娃 是 人 类 之 祖先 ;地 
球 的 转动 则 是 由 于 上 帝 的 推动 所 致 。 在 中 国 的 神话 中 也 有 类 似 的 “ 盘 志 开天辟地” 
之 说 。 


却 有 一 个 共同 的 看 法 , 那 就 是 现在 的 自然 界 是 从 无 到 有 产生 和 逐步 发 展 起 来 的 ,从 混 
沌 到 有 序 和 组 织 。 基 础 自然 科学 的 各 个 分 支 都 在 研究 这 个 “ 自 组 织 " 过 程 的 各 个 侧 
面 。 在 混沌 论 和 分 形 论 产 生 以 前 ,人 们 研究 的 主要 对 象 局 限于 处 于 平衡 态 过 程 的 封 
闭 系统 和 和 守恒 系统 。 而 现在 人 们 从 平衡 态 过 程 转向 认识 非 平 衡 态 过 程 ,从 封闭 系统 
转向 认识 开放 系统 ,从 守恒 系统 转向 认识 耗 散 系 统 , 非 线 性 系统 、 耗 散 系统 与 随机 系 
统 成 为 人 们 最 感 兴趣 的 前 沿 研究 领域 之 一 ,如 突变 论 . 协 同学 、 耗 散 结 构 论 以 及 负 炉 
论 等 就 是 从 不 同 的 学 科 角 度 进行 研究 所 获得 的 成 果 '*"**。1969 年 Prigogine 把 
非 平 衡 相 变 中 产生 的 有 序 和 结构 概括 为 “ 耗 散 结构 ”, 它 一 般 具 有 以 下 四 个 特 反 : 

CD 耗 散 结构 发 生 在 “开放 系统 ”中 , 它 必定 与 外 界 发 生 能 量 或 物质 的 交换 ; 

CD 只 有 当 控 制 参数 (流速 ,温差 等 ) 达 到 某 一 “ 阐 值 ”时 , 它 才 突 然 出 现 ; 

(3) 它 具 有 时 空 结 构 , 对 称 性 低 于 达到 阅 值 前 的 状态 ; 

(A) 耗 散 结构 虽 是 前 一 状态 不 稳定 的 产物 ,但 是 它 一 旦 产生 ,就 具有 相当 的 稳定 
性 ,不 会 被 任何 小 扰动 所 破坏 。 

应 该 注意 , 这 后 三 个 特点 是 与 平衡 相 变 一 致 的 , 只 有 第 一 个 特点 才 是 耗 散 结构 
所 特有 的 , 而 该 开放 系统 必然 是 个 耗 散 系统 。 关 于 耗 散 结构 论 可 参阅 有 关 
ae 。 

迄今 为 止 人 们 在 非 线性 系统 的 研究 中 , 发 现 过 种 种 分 形 结构 ,一般 认 为 非 线 


性 、 随 机 性 以 及 耗 散 性 是 出 现 分 形 结构 的 必要 物理 条 件 .。 非 线 性 是 指 运动 方程 含有 
非 线性 项 ,状态 演化 ( 相 空间 轨迹 ) 发 生 分 支 , 是 混沌 的 根本 原因 。 随 机 性 可 以 分 为 两 
AE, 即 噪声 热 运动 和 混沌 , 它们 反映 了 系统 的 内 在 随机 性 。 可 以 证 明 , 随机 系统 并 


不 是 完全 无 序 的 。 耗 散 性 可 以 用 一 个 表达 式 来 表述 , 即 守 二 0。 耗 散 性 破坏 了 宏观 运 


动 规律 的 时 间 反 演 不 变性 , 它 使 系统 处 于 最 无 序 或 炉 增 加 的 状态 。 因此, 不 论 是 研究 坐 
标 空间 的 分 形 结构 , 述 是 研究 相 空 间 的 分 形 结构 ,都 必须 分 析 系 统 的 耗 散 性 。 

那么 系统 产生 分 形 结构 的 充分 条 件 是 什么 呢 ? 在 回答 这 个 问题 以 前 , 先 得 引入 一 
个 叫 “ 吸 引子 ”Cattractor) 的 术语 , 不 严格 地 说 , 一 个 吸引 子 就 是 一 个 集合 并 且 使 得 附近 
的 所 有 轨道 都 收敛 到 这 个 集合 上 。 如 下 的 吸引 子 结论 回答 了 分 形 结构 的 充分 性 判 据 。 

众所周知 , 非 线性 耗 散 系统 可 能 会 有 局 限于 相 空 间 有 限 区 域内 的 无 规 运动 解 , 耗 
散 系统 的 无 规 运动 ,最 终 会 成 为 趋向 吸引 子 的 无 规 运动 ,而 无 规 运动 的 吸引 子 便 是 相 
空间 的 分 形 结构 。 吸 引子 可 分 为 两 大 类 : 

a. 稳定 解 : 稳定 的 定 态 解 是 一 个 零 维 的 吸引 子 , 在 相 空 间 中 是 一 个 点 , 称 作 不 
动 点 ;稳定 的 周期 解 是 一 维 的 吸引 子 , 在 相 空 间 中 是 一 条 封闭 的 曲线 , 称 作 极 限 环 。 

b. 无 规 运动 解 : 又 叫做 奇异 吸引 子 (strange attractor) ,在 相 空间 中 产生 分 形 


结构 。 
奇异 吸引 子 有 如 下 三 个 特征 : 

(1) 非常 敏感 地 依赖 于 初始 条 件 , 即 具有 不 稳定 性 。 
(2) 相关 函数 在 长 时 间 以 后 趋 于 零 , 即 


T —- OO 
Ca) = 于 | AX HOAX de ———» 0 
0 


式 中 
AX(D —XO-X, X= 于 | xc 
(3) 没有 周期 性 。 
从 耗 散 系统 中 稳定 解 与 无 规 运 动 的 差别 和 奇异 吸引 子 的 特征 可 以 看 出 ,奇异 吸 
引子 的 产生 必须 以 系统 发 生 失 稳 为 前 提 , 如 在 相 变 和 临界 现象 中 的 对 称 性 破 缺 等 ,也 
就 是 说 , 耗 散 系统 的 非 稳定 性 条 件 或 者 远离 平衡 条 件 有 可 能 成 为 产生 育 异 吸引 子 ( 即 


产生 分 形 结构 ) 的 充分 条 件 。 
在 天 气 预报 中 , 洛 伦 兹 体系 的 非 线 性 方程 组 为 


X =—10(X—Y) 
Y —— XY - YZ —Y (5.1) 
Z= xy- Ëz 


(mew). 


ay 


该 方程 组 所 具有 的 奇异 性 质 如 图 5. 1 BER. PRT DUE B eB 
不 趋 于 某 个 固定 值 也 不 具有 周期 解 ,而 且 对 于 初始 条 件 的 依赖 性 非常 敏感。 

众所周知 ,在 线性 系统 中 是 不 会 产生 吸引 子 的 。 就 非 线性 系统 而 言 ,现在 的 研 
究 结 果 表 明 ,二 元 的 非 线性 方程 组 , 虽然 可 以 产生 吸引 子 , 但 不 可 能 产生 奇异 吸引 
F. 而 一 个 只 含 一 个 非 线 性 项 zz 的 三 元 非 线 性 方程 组 , 却 会 产生 奇异 吸引 子 ， 
该 方程 组 如 下 


EX =— (y+ z) 

y—rc0.2y (5.2) 

z —0.2-d-z(x—5.7) 
一 些 非 线 性 迭代 变换 ,如 Hénon 映射 

[^ = ]— ar, tby, 
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(5. 3) 


以 及 Logistic BR Af 
Kew = rnx,Ql— m) (OS raids (5.4) 
它们 都 会 产生 奇异 吸引 子 ,分 别 如 图 5.2 和 下 一 节 的 图 5.4(a) 所 示 。 
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O X Q 
图 5.1 HEE X-Z Fn Y-Z 面 上 洛 伦 兹 体系 的 解 图 5.2 Hénon 映射 的 奇异 吸引 子 


上 面 所 提 到 的 奇异 吸引 子 , 可 以 用 相关 函数 法 来 测 它们 的 分 形 维 数 ,但 到 目前 为 
止 , 还 没有 在 理论 上 计算 分 形 维 数 的 方法 。 


5.2 分 形 与 混沌 


对 混沌 状态 (或 混沌 运动 ) 的 研究 至 少 可 以 追溯 到 19 世纪 Poincaré 对 三 体 运动 
的 研究 ,但 引起 人 们 的 重视 还 只 是 最 近 三 十 年 间 的 事情 ")。 近 年 来 的 进展 是 令 人 鼓 
舞 的 ,人 们 不 仅 已 在 理论 上 (主要 是 通过 数值 模拟 ) 发 现 了 一 些 有 关 发 生 分 支 现 象 和 
混沌 现象 的 普遍 规律 ,并 且 已 在 自然 界 中 和 实验 室 中 (包括 流体 力学 .化 学 .生物 学 、 


材料 科学 .电学 .气象 学 以 及 天 体 物 理 等 领域 ) 观 测 到 了 混沌 现象 "1 SFE TRF XX HE HL Ge 
的 起 因 和 规律 无 疑 对 于 认识 我 们 赖 以 生存 的 这 个 无 序 而 又 有 序 的 自然 界 是 十 分 重要 
的 ,在 本 节 中 将 初步 探讨 混沌 与 分 形 的 关系 。 

在 1. 1 节 中 已 经 列举 了 生态 学 中 一 些 自 组 织 现象 ,如 亚 得 里 亚 海中 的 甲乙 两 种 
鱼 的 数量 变化 ,加拿大 的 野兔 和 山猫 的 数量 变化 等 。 本 节 将 以 数学 模型 来 研究 物种 
兴衰 的 规律 ,并 探讨 分 形 与 混沌 的 关系 。 

生态 学 是 有 数学 观念 的 生物 学 家 在 20 世纪 建立 的 一 门 新 学 科 , 它 把 种 群 数 作 为 
动力 学 系统 ,把 一 些 影响 因素 加 以 简化 来 研究 生命 的 盛衰 。 大 自然 是 生态 学 家 的 实 
验 室 ,其 中 生活 着 约 500 万 物种 ,每 时 每 刻 都 在 进行 着 弱肉强食 、 适 者 生存 的 残酷 竞 
争 。 用 于 种 群生 态 学 的 数学 方程 ,从 形式 上 来 看 ,实在 太 简单 了 ,而 生命 科学 所 研究 
的 现实 现象 却 是 非常 之 复杂 ,尽管 如 此 ,这 些 数学 方程 往往 给 出 了 生态 学 家 所 需 的 
fi RU, 

经 典 的 马尔 萨 斯 种 群 增长 模式 是 一 个 线性 函数 mua = rr. 参数 + 是 种 群 增长 
率 ， 设 一 1.1， 则 如 果 今 年 的 种 群 数 是 100, 明年 就 是 110. 随 着 时 间 的 推 延 , 种 群 
数 愈 来 您 大 。 但 是 在 现实 中 , 这 并 不 一 定 正确 ,如 在 一 个 池塘 中 , 鱼 的 种 群 数 绝对 
不 会 无 限 增 大 , 所 以 往往 需要 修改 马尔 萨 斯 的 无 限 增 长 模式 , 有 代表 性 的 方程 是 

Layi = 1x, 1 — x2 (5.5) 

XX LIEGE $8 SIUS (Logistic) BA AEH. Te E — S rn GS AHM. RRAPO) 
种 群 数 的 增长 限制 到 一 定 范围 之 内 ,因为 当 种 群 数 zx, 增 大 时 ,1 一 z, 则 下 降 ;r 是 代 
表 种 群 增长 率 的 参数 。 

为 了 对 此 方程 有 个 定量 的 了 解 , 下 面 对 式 (5.5) 作 一 个 非 线 性 迭代 计算 。 把 池塘 
中 的 鱼 的 种 群 数 表示 成 0 与 1 之 间 的 一 个 分 数 ,0 表示 绝种 ,1 代表 池塘 中 可 以 设想 
的 最 大 种 群 。 设 r= 二 2.7, 初 始 种 群 数 ro = 0. 02, 以 年 为 单位 进行 31 RER ERE 
果 如 下 : 


随 着 迭代 次 数 的 增加 ,结果 依次 为 


— 


BY 


0.6199, 0.6362, 0.6249, 0.6328, 0.6273, 0.6312, 
0.6285, 0.6304, 0.6291, 0.6300, 0.6294, 0.6298, 
0.6295, 0.6297, 0.6296, 0.6297, 0.6296, 0.6296, 
0.6296, 0.6296, 0.6296, 0.6296, 0.6296, 0.6296, 


从 上 面 的 计算 结果 可 以 发 现 ,迭代 一 次 后 ,种 群 数 n 比 初始 种 群 数 ze 增加 一 
[E e ; 随 着 迭代 次 数 的 增加 ,种 群 数 仍然 很 快 地 增 大 。 和 友 代 5 次 后 ,增长 率 已 减 慢 
下 来 ,此 时 种 群 数 达到 最 大 值 :=0.6562。 随 着 食物 的 减少 , 因 饥 铁 导 致 鱼 的 额 
外 死亡 ,种 群 数 开 始 下 降 到 0. 6092。 然 后 是 0. 6428,0. 6199,0. 6362,0. 6249 ,这 
些 数 字 似 乎 在 上 下 跳动 ,但 越 来 越 接近 一 个 固定 的 值 : 0. 6296。 最 后 ,迭代 24 次 
后 ,收敛 于 0. 6296; 再 继续 和 迭代 下 去 ,还 是 保持 在 这 个 值 不 变 , 从 生态 学 研究 的 角 
度 来 说 ,这 个 精度 已 经 足够 。 从 十 位 计算 器 显示 的 数值 看 ,十 万 分 之 一 位 的 数字 还 
CE Eth, ABNER 60 Ki. AWM F 0. 629 629 630, 
不 再 变化 。 
把 上 面 的 计算 结果 夯 在 一 张 图 上 ,如 图 5.3 所 
示 。 这 张 图 表明 ,在 参数 7 二 2.7 时 ,池塘 中 鱼 的 种 群 
数 不 会 无 限 增 大 ,而 是 保持 在 某 一 平衡 值 范围 内 ,并 
图 5.3 BRR Se 趋向 一 个 定 态 , 即 0. 6296, 

Logistic 方程 看 来 简单 ,但 对 它 进行 了 大 量 的 数值 探索 后 发 现 , 当 参 数 7 增 大 
后 ,种群 的 平衡 值 也 逐步 增加 , 即 最 终 种 群 数 也 稍 有 增加 ,形成 一 条 自 左 向 右 逐 步 上 
升 的 曲线 。 当 "全 3 时 ,曲线 产生 了 分 又 ,种群 的 平衡 值 一 分 为 二 , 即 种 群 数 不 再 趋向 
单一 数值 ,而 是 在 不 同年 份 交 蔡 地 在 两 个 点 之 间 振 荡 。 从 一 个 低 值 开始 ,种 群 数 将 上 
升 , 然 后 涨 落 ,直到 在 高 低 两 个 值 之 间 不 停 地 来 回 跳动 ,每 两 年 为 一 个 周期 。 把 参数 
r 再 增加 一 点 ,振荡 将 再 次 分 裂 , 产 生出 在 4 个 不 同 值 之 间 跳 跃 的 一 串 数 字 , 每 4 年 
为 一 个 周期 。 例 如 , 当 r==3.5, 初 值 ze 二 0.4, 进 行 迁 代 运 算 后 可 以 得 到 如 下 的 一 串 
数字 : 

0.4000, 0.8400, 0.4704, 0.8719, 0.3908, 0.8332, 
0.4862, 0.8743, 0.3846, 0.8284, 0.4976, 0.8750, 
0.3829, 0.8270, 0.5008, 0.8750, 0.3828, 0.8269, 
0.5008, 0.8750, 0.3828, 0.8269, 0.5009, 0.8750, 
0.3828, 0.8269, 0.5009, 0.8750, srr 


由 上 面 计算 结果 可 以 看 到 ,人 迭代 18 次 后 ,种群 数 以 4 年 为 周期 规则 地 变化 ,由 最 大 值 


0. 8750 降 到 最 低 值 0.3828 ,再 升 到 0. 8269, 又 降 到 0. 5009, 共 有 4 个 稳定 值 为 一 个 
周期 , 接 下 来 周而复始 上 面 的 循环 。 


把 迭代 运算 的 结果 画 成 一 个 图 ,如 图 5.4 所 示 。 在 图 5.4(a) 中 , 横 轴 代表 参数 
值 ~* 自 左 向 右 增 大 , 纵 轴 为 种 群 数 。 对 于 每 个 参数 值 , 当 系统 达到 稳定 之 后 ,把 稳定 
值 画 在 图 上 。 当 参数 值 -很 低 时 ,种 群 灭 绝 ; 当 > 较 小 时 (如 rr 二 2.7), 对 应 于 每 个 参 
数值 ,只 得 到 一 个 稳定 值 ( 即 定 态 ), 于 是 由 不 同 的 参数 值 可 以 画 出 一 条 从 左 向 右 逐 步 
上 升 的 曲线 。 当 参数 值 大 于 第 一 个 临界 点 时 , 即 ~ 六 3, 曲 线 一 分 为 二 ,形成 一 个 分 
X. , 它 对 应 于 种 群 变化 从 1 年 周期 变 成 2 年 周期 ,如 图 5.4(b) 所 示 。 随 着 参数 > 的 继 
续 增 大 ,如 r= 一 3.5, 则 周期 从 2 年 变 为 4 年 ,而 且 种 群 数 的 初始 值 可 以 不 同 , 但 都 以 
4 年 为 1 个 周期 收敛 ,最 终 的 每 组 稳定 值 也 都 是 相同 的 ,如 图 5.4(c) 所 示 。 不 同 的 初 
始 值 并 不 会 影响 最 终 的 稳定 值 ,只 有 参数 值 > 既 决 定 了 最 终 稳定 值 的 大 小 ,又 决定 了 
最 终 的 状态 。 当 > 的 值 再 继续 增 大 到 某 一 值 后 ,就 出 现 了 混沌 状态 ,如 图 5.4(d) 
所 示 。 


a 


(b) (c) (d) 


图 5.4 Logistic Pr FE 6) Fi FA BER IRE T 
(a) 分 又 图 ; (b) 周期 3; (c) FRI 4; (d) 混沌 


当 参 数值 进一步 增 大 时 ,最 终 的 稳定 值 再 次 加 倍 ;再 增 大 参数 值 ,稳定 值 将 再 次 
加 倍 , 依 此 类 推 。 如 此 复杂 的 行为 ,又 是 如 此 的 有 规则 的 周期 性 ,使 人 们 必须 正视 这 
个 简单 系统 最 终 行为 的 深刻 的 变化 规律 。 在 一 定 的 意义 上 ,参数 值 > 代表 非 线性 , 增 
大 参数 值 ,意味 着 对 系统 施加 更 强 的 驱动 , 增 大 它 的 非 线性 ; 而 从 上 面 的 具体 计算 及 
分 析 中 可 以 看 到 ,参数 值 > 反映 了 Logistic 方程 ( 即 生命 的 盛衰 模型 ) 的 重要 性 质 , 即 
种 群 数 的 大 小 及 其 变化 规则 ,尽管 这 个 模型 没有 反映 出 野生 种 群 中 的 年 龄 .性 别 以 及 
地 理 分 布 。 

随 着 值 的 增 大 ,曲线 分 又 越 来 越 快 一 一 4,8,16,32,… SR TEL RR OS 
后 ,分 叉 突 然 中 断 , 周 期 性 消失 ,种 群 数 经 历 着 无 穷 多 个 不 同 的 值 , 整 个 系统 处 于 混沌 
之 中 , 即 一 种 永 不 落 人 定 态 的 涨 落 , 见 图 5.5, 此 时 图 中 整个 区 域 完全 变 黑 。 如 果 观 
察 处 于 混沌 之 中 的 一 个 动物 种 群 , 似 乎 每 年 种 群 数 的 变化 是 绝对 地 随机 的 , 毫 无 规律 
可 言 。 但 是 , 随 着 参数 ~ 的 继续 增 大 ,一 个 具有 规则 周期 的 窗口 会 突然 出 现 : 一 个 像 
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3 或 7 这 样 的 奇数 周期 ,或 者 一 个 偶数 周期 。 对 于 奇数 周期 来 说 ,种 群 变化 按照 3 年 
或 7 年 周期 重复 ,然后 倍 周期 以 更 快 的 速率 分 又 ,很 快 地 经 过 3,6,12,… 或 了 ,14,28， 
这些 周期 ,又 再 次 中 断 而 进入 新 的 混沌 。 

从 图 5.5 可 以 看 到 ,一 个 分 又 图 中 的 混沌 区 的 结构 是 非常 之 错综复杂 , 它 具 有 无 
穷 的 纵深 ,任何 小 部 分 被 放大 后 ,看 起 来 部 与 整个 图 相像 ,也 就 是 说 具有 自 相 似 
性 一 一 分 形 的 基本 特性 之 一 。 在 5.1 节 中 讨论 了 产生 分 形 的 条 件 , 曾 指出 : 耗 散 系 
统 的 无 规 运 动 的 吸引 子 ,或 者 说 奇异 吸引 子 便 是 相 空 间 的 分 形 结构 。 而 Logistic BR 
射 会 产生 奇异 吸引 子 , 这 就 意味 着 它 必然 会 具有 分 形 结构 (或 特性 ) ,而 在 上 面 的 分 析 
中 ,还 可 看 到 ,Logistic 映射 (或 称 为 差分 方程 ) 不 仅 具 有 分 形 特 性 ,还 具有 混沌 区 。 


图 5.5 混沌 区 的 分 形 特性 自 相 似 性 
(a) 混沌 中 的 有 序 窗口 ; (b) 稳定 的 周期 3 窗口 ;(c) 周期 3 窗口 的 中 间 一 小 段 的 放大 图 


从 本 节 的 讨论 中 可 以 看 到 ,混沌 理论 与 分 形 理 论 关系 密切 而 含义 又 各 不 相同 ,要 
阐明 它们 的 关系 及 差异 ,是 相当 之 困难 的 。 人 们 往往 把 它们 放 在 一 起 加 以 解释 , 常 有 
人 说 “混沌 现象 中 包含 分 形 ”, 这 虽然 并 不 确切 ,但 在 一 定 程 度 上 说 明了 它们 之 间 的 关 
3& ,就 如 本 节 中 讨论 的 Logistic 方程 所 描述 的 生物 种 群 数 变化 规律 那样 。 

对 Logistic 方程 的 迭代 运算 将 会 加 深 对 它 的 理解 ,建议 读者 取 一 些 数 值 ,用 计算 
器 或 微机 编 一 个 简单 程序 ,进行 一 些 运算 。 下 面 再 看 三 个 计算 例子 。 

例 1 当 r=2.7, 初 始 值 分 别 为 0.01,0.02,0.03 ,和 迭代 运算 的 次 数 分 别 为 22,24 
和 23 时 ,都 得 到 一 个 共同 的 稳定 值 0.6296( 此 时 小 数 点 后 面 第 五 位 以 下 的 数 仍 在 来 
回 变动 ) ;继续 运算 后 可 以 发 现 , 当 迭代 运算 的 总 次 数 分 别 为 60,60 和 61 时 ,稳定 值 
都 为 0. 629 629 630, IKI A IL. 

Bl 2 4 r=3. 0, 0A zo =0.55 时 ,用 计算 器 运算 100 001 次 后 ,得 到 大 量 的 


数据 ,下 面 列 出 一 些 予 以 比较 ,z 的 下 标 为 迭代 次 数 。 
Xo = 0. 605 136 124 6 
xj = 0.716 839 185 9 
Ziso = 0. 647 540 522 8 
xia = 0. 684 695 3824 
X20%0 = 0.665 173 141 3 
X25001 = 0. 668 153 500 2 
Xie) = 0. 665 920 547 6 
Xiao = 0.667 411 1157 
M. E: tig 85 CHE He RT EUER Pa eR RET 45 ll BS D T AB 2E ECC EAR 11 次 
后 ,两 个 值 相差 0.1117; 随 着 迭代 次 数 的 增加 ,这 两 个 值 都 以 基本 相同 的 速率 趋向 某 
一 个 值 ,而 且 趋 近 的 速率 也 逐渐 减 慢 。 当 ?2 一 151 时 ,两 者 相差 0. 0371; 当 n= 
25 001 时 ,相差 0.0030; 当 n=100 001 时 ,这 两 个 值 相差 0.0015。 继 续 迭 代 下 去 , 必 
将 得 到 一 个 稳定 值 。 由 上 面 的 运算 过 程 也 可 以 看 出 ,r 王 3.0 确实 是 一 个 临界 点 。 
例 3 4 r=3.5, 初始 值 分 别 为 0.2, 0.4, 0.65, 那么 , 迭代 运算 的 次 数 分 别 为 
30, 19 和 35 IN, 都 会 得 到 一 组 完全 相同 的 稳定 值 ， 即 0. 8750, 0. 3828, 0. 8269 和 
0. 5009。 继续 运算 后 发 现 ， 当 总 的 近代 运算 分 别 为 38，27 和 43 时, 在 十 位 计算 器 
中 ,这 一 组 稳定 值 分 别 为 0. 874 997 264, 0. 382 819 683, 0. 826 940 707, 
0.500 884 210, 再 迭代 运算 , 也 不 会 改变 。 


5.3 分 支 与 自 组 织 


在 1.4 节 中 通过 热力 学 分 析 已 经 知道 , 当 一 个 体系 足够 远离 热力 学 平衡 并 且 内 
部 涉及 某 些 合适 的 非 线性 动力 学 机 理 时 ,均匀 的 不 随时 间 变 化 的 非 平衡 定 态 可 以 变 
得 不 稳定 。 但 是 仅仅 依靠 热力 学 分 析 并 不 能 知道 在 到 达 和 超过 不 稳定 临界 点 以 后 体 
系 会 发 展 到 一 个 什么 样 的 状态 。 热 力学 分 析 的 重要 性 在 于 从 原则 上 指出 了 非 平衡 体 
系 中 出 现 不 稳定 现象 的 可 能 性 以 及 由 此 而 导致 产生 时 空 有 序 结构 的 自 组 织 现象 的 可 
能 性 。 为 了 能 定量 地 说 明 各 种 自 组 织 过 程 及 显示 出 在 不 稳定 点 以 后 出 现 的 时 空 有 序 
结构 ,必须 仔细 地 分 析 体 系 内 部 的 动力 学 过 程 。 

以 下 的 讨论 主要 限于 仅 有 化 学 反应 和 扩散 过 程 的 体系 ,但 其 结论 具有 一 般 性 , 同 
样 适用 于 其 他 动力 学 过 程 ,如 核反应 、 能 量 的 释放 和 吸收 过 程 、 生 态 学 中 的 繁殖 一 死 
亡 过 程 和 竞争 过 程 等 。 从 数学 的 观点 看 ,主要 涉及 一 类 非 线 性 的 反应 扩散 方程 。 
为 了 适当 地 描述 一 个 物理 一 化 学 过 程 ,除了 反应 一 扩散 方程 外 ,还 应 有 边界 条 件 ( 在 
有 些 问题 中 还 要 给 出 初始 条 件 ) ,用 来 表明 体系 与 外 界 环 境 间 的 关系 。 

一 旦 体系 中 的 动力 学 过 程 可 以 用 一 组 适宜 的 反应 一 扩散 方程 以 及 边界 条 件 和 初 
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始 条 件 来 模拟 ,那么 原则 (上 体系 发 展 的 一 切 宏观 行为 应 该 可 以 通过 解 方 程 来 弄 清楚 。 
但 是 一 般 来 说 非 线性 偏 微分 方程 的 严格 求解 是 极为 困难 的 ,因此 目前 反应 一 扩散 方 
程 的 分 析 主 要 通过 一 些 近 似 方 法 来 实现 。 作 为 了 解体 系 的 定性 和 半 定 量 行为 ,主要 
的 近似 方法 的 依据 有 稳定 性 理论 .分 支 理 论 和 奇异 摄 动 理论 等 ,其 中 尤 以 稳定 性 分 析 
最 为 简单 ,并 且 可 以 从 中 获得 大 量 信息 。 这 些 信息 是 其 他 近似 方法 的 基础 ,因为 从 稳 
定性 分 析 不 仅 可 以 知道 在 什么 情况 下 原来 的 参考 态 可 能 失去 稳定 性 ,而 且 可 以 从 原 
来 的 参考 态 对 什么 样 的 扰动 是 不 稳定 的 结论 ,来 粗略 地 判断 在 发 生 不 稳定 之 后 什么 
样 的 新 态 可 能 出 现 ,因为 新 出 现 的 态 可 以 看 作 是 不 稳定 的 扰动 放大 (当然 可 能 是 极 大 
地 变形 了 ) 的 结果 。 

在 1.4 节 中 介绍 了 稳定 性 的 定义 以 及 Lyapunov 稳定 性 理论 。 如 果 确 能 找到 一 
个 和 定 态 相关 的 Lyapunov 范 数 , 则 可 以 确定 在 定 态 的 某 一 有 限 范围 内 的 稳定 性 ,或 
者 说 定 态 对 于 有 限 大 小 的 扰动 的 稳定 性 ,但 是 对 于 大 多 数 实际 遇 到 的 反应 一 扩散 方 
程 来 说 ,寻找 一 个 Lyapunov 隔 数 并 不 是 一 件 容易 的 事 。 因 此 在 定性 分 析 反 应 一 扩 
散 方程 时 ,人 们 常常 不 是 去 讨论 定 态 对 于 有 限 大 小 的 扰动 的 稳定 性 ,而 是 讨论 定 态 对 
于 无 限 小 的 扰动 ( 微 扰 ) 的 稳定 性 。 处 理 这 样 的 稳定 性 问题 的 一 个 极为 有 效 而 简便 的 
办 法 是 线性 稳定 性 分 析 。 

目前 的 文献 中 , 通 当 假定 扩散 过 程 满足 常 系数 的 Fick 扩散 定律 ,并 且 假 定 各 组 
分 的 扩散 流 之 间 的 耦合 可 以 完全 忽略 ,于 是 扩散 过 程 引 起 的 组 分 浓度 的 变化 速率 可 
表示 为 


Cx 


式 中 ,X; 为 第 i 种 组 分 的 摩尔 浓度 ,D; 为 其 扩散 系数 ,t 为 时 间 。 
由 局 域 质量 守恒 方程 可 写 出 反应 一 扩散 方程 如 下 : 


PR = FX) a) EDV EX, (5.7) 


式 中 , fo 描述 单位 体积 中 第 i 种 组 分 的 浓度 X, 通过 化 学 反应 而 产生 或 消耗 所 引起 的 
总 的 变化 速率 , 它 是 体系 中 各 组 分 浓度 :Xi} 的 函数 ,4 为 控制 参量 ，。 
下 面 讨论 只 有 一 个 变量 并 且 在 一 维 空间 上 定义 的 反应 一 扩散 方程 
aX _ | X 
S 一 AKAD HD 52 
bx FOX 204 ERTRS GR AERE Iz RE BU VK A 为 控制 参量 ,~ 代表 空间 变量 。 
设 方程 (5.8) 有 一 个 与 空间 无 关 的 均匀 定 态 解 X, ,该 解 满足 
axe 一 0 (5.9) 
因为 这 个 解 是 空间 均匀 的 ,因此 实际 上 也 满足 
f(Xq.a) = 0 (5. 10) 


) = D:V? X, (5.6) 
扩散 


(5.8) 


fX. A) + Do 


如 果 反 应 动力 学 满足 质量 作用 定律 , AKCXo ,4) 是 关于 X, 的 一 个 多 项 式 。 在 大 多 
数 情况 下 多 项 式 中 Xe 的 最 高 次 窘 的 次 数 不 超 过 3, 因此 ,可 以 从 式 (5.10) 中 求 出 X。 
的 表达 式 。 现 在 假定 在 时 间 z, 组 分 X 的 浓度 六 (r,t) 和 均匀 定 态 浓度 X。 有 一 个 很 
小 的 偏离 
X(r,t) = Xo ulr,t) 


总 | (5.11) 
将 式 (5.11) 代 入 式 (5. 8) ,并 忽略 所 有 包含 u 的 高 次 震 而 仅 保 留 x 的 一 次 项 ,同时 考 
虑 式 (5. 9) 或 式 (5. 10), 则 可 以 得 到 


9 afCX,A) 2 
= ( PORA ) u+ D oH (5.12) 


方程 (5. 12) 通 常 称 为 方程 (5.8) 关 于 参考 态 ( 定 态 ) Xe 的 线性 化 方程 ， 在 扰动 非常 小 
的 情况 下 , 它 能 较 好 地 近似 非 线 性 方程 (5. 8)。 

下 面 引入 线性 稳定 性 原理 。 

定理 1 设 以 非 线性 方程 组 


2x, = AUX, JA DNIX Gj = 1,2) (5.13) 
oR HBR O SAES DRIN RAN 
94 SN (ZE) w DV uy Gj = 1e (5.14) 


如 果 方 程 (5.14) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,那么 参考 态 {(Xio} 是 非 线性 方程 组 (5. 130 8 
一个 (组 ) 渐 近 稳 定 解 ;而 如 果 方 程 (5. 14) 的 零 解 是 不 稳定 的 , 则 {Xs} 也 是 不 稳 
定 的 。 

从 这 个 定理 可 知 , 当 一 个 线性 化 方程 组 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 或 不 稳定 的 时 候 ,该 
零 解 和 它 对 应 的 非 线 性 方程 组 的 特 解 有 相同 的 稳定 性 。 换 名 话说 ,在 上 述 情 况 下 可 
以 从 线性 化 方程 组 的 零 解 的 稳定 性 来 确定 非 线 性 方程 组 的 特 解 的 稳定 性 。 但 是 上 述 
定理 并 没有 回答 当 线 性 化 方程 组 的 零 解 昌 在 Lyapunov 意义 上 是 稳定 的 但 并 不 是 渐 
近 稳 定 的 时 候 ( 即 处 于 所 谓 的 临界 稳定 性 的 时 候 ) 与 其 对 应 的 非 线性 方程 组 的 特 解 是 
否 稳定 这 样 一 个 问题 。 为 了 回答 这 个 问题 必须 研究 非 线性 方程 组 本 身 , 这 是 分 支 理 
论 研 究 的 对 象 。 

分 支 现象 在 1. 4 节 中 已 简单 介绍 过 了 。 通 过 分 支 现 象 ,从 原来 空间 均匀 和 时 间 
不 变 的 参考 定 态 不 仅 可 以 产生 出 新 的 随时 间 振 荡 的 时 间 有 序 态 , 也 可 以 产生 出 随 空 
间 位 置 变化 的 空间 有 序 态 ,还 可 以 产生 出 虽 保 持原 参考 态 的 时 空 特性 (例如 空间 均匀 
性 和 时 间 不 变性 ) 但 呈现 不 同 内 在 行为 (如 状态 变量 和 控制 条 件 间 的 依赖 关系 ) 的 新 
状态 。 热 力学 分 析 从 原则 上 表明 当 体 系 远离 热力 学 平衡 且 内 部 包含 适当 的 非 线性 动 
力学 步骤 的 时 候 有 可 能 发 生 分 支 现象 ,而 动力 学 方程 的 线性 稳定 人 性 分 析 可 以 帮助 人 
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们 去 发 现 可 能 发 生 分 支 现 象 的 具体 条 件 。 但 是 热力 学 分 析 和 动力 学 方程 的 线性 稳定 
性 分 析 并 不 能 确定 在 一 定 的 控制 条 件 下 分 支 解 的 个 数 .分支 解 的 稳定 性 以 及 分 支 解 
的 详细 行为 (例如 数学 表达 式 )。 要 解决 这 些 问题 ,必须 求解 非 线性 动力 学 方程 本 身 。 

对 于 认识 自 组 织 现象 的 宏观 规律 来 说 ,在 弄 清 发 生 不 稳定 性 的 条 件 之 后 的 下 一 
个 任务 ,是 弄 清 在 不 稳定 临界 点 附近 分 支 解 的 行为 。 研 究 在 临界 点 附近 分 支 解 的 存 
在 性 以 及 采用 精确 的 或 近似 的 方式 确定 其 表达 式 是 属于 分 支 理 论 ( 分 支 分 析 ) 的 研究 
范畴 。 由 于 分 支 现 象 只 能 发 生 在 非 线性 动力 学 体系 ,研究 分 文理 论 属于 非 线 性 数学 
〈 非 线性 微分 方程 ) 的 范畴 。 详 细 地 介绍 分 支 理 论 需要 用 到 泛 函 分 析 的 知识 ,这 超过 
了 本 书 的 范围 ,本 节 将 简略 介绍 分 支 理 论 中 关于 分 支 解 稳定 性 的 有 关 结 论 ,以 及 分 支 
现象 和 自 组 织 现象 之 间 的 关系 。 

设 有 一 个 非 线 性 微分 方程 组 


ZX) = GEX r,t) ,A] (5. 15) 


它 可 以 用 来 圆满 地 描述 体系 中 的 物理 :一 化 学 过 程 , 例 如 其 中 和 可 代表 反应 一 扩散 体 
系 中 某 些 中 间 产 物 的 浓度 ,代表 一 组 控制 参量 , 琐 数 G 同时 描述 化 学 反应 和 各 种 输 
运 过 程 对 于 X 变化 的 贡献 。 

假定 体系 所 受 的 边界 条 件 并 不 随时 间 变 化 。 当 X 的 值 限 于 某 个 范围 内 时 (比如 
说 比较 小 的 时 候 ) ,在 上 ce 时 对 应 于 某 个 确定 的 ， 值 ,方程 组 可 能 只 有 一 组 满足 一 定 
物理 要 求 ( 例 如 当 Xx 代表 浓度 时 , 它 必 须 为 正 的 和 有 界 的 ) 的 解 X,, 这 组 解 随 4 的 变 
化 而 平滑 地 变化 ,也 就 是 说 这 样 的 解 在 热力 学 分 支 上 。 当 ， 的 值 达 到 某 临界 值 M., 热 
力学 分 支 会 失去 稳定 性 ,也 就 是 说 在 1=1. ,以 热力 学 分 支 为 参考 态 的 线性 化 方程 的 
某 个 本 征 值 变 为 零 ( 或 实 部 变 为 零 ) EAD. ,该 本 征 值 变 为 正 ( 或 实 部 变 为 正 ) ,于 是 
新 的 分 支 解 可 以 从 临界 点 AL 长 出 来 ,也 就 是 说 发 生 分 支 现象 。 

在 真实 体系 中 ,只 有 稳定 的 分 支 解 能 抗 扰动 而 长 时 间 存 在 ,因此 人 们 最 为 关心 的 
是 在 什么 情况 下 能 有 稳定 的 分 支 解 。 对 于 这 个 问题 ,有 一 个 定理 可 以 部 分 地 给 予 回 
答 。 在 给 出 这 个 定理 前 , 先 介 绍 一 个 定义 ,另外 ,从 下 面 开 始 , 仅 用 X 的 某 个 分 量 ( 简 
单 记 作 闵 ) 的 值 来 表征 体系 的 状态 。 

定义 ” 设 有 两 个 分 支 ,一 个 是 参考 ( 态 ) 分 支 ,用 (X,,A) 表 示 , 男 一 个 是 从 该 参考 
( 态 ) 分 支 分 出 来 的 ,叫做 分 叉 分 支 ,用 (X':, 1) 表示 ,它们 都 取决 于 其 个 标量 参数 4, 并 
且 在 临界 点 相交 (X, 一 X ,4 二 A.)。 假 定 参 考 ( 态 ) 分 支 (X,,4) 上 的 各 点 对 应 的 解 X, 
EAA, 时 是 渐 近 稳定 的 , 则 称 

XP AA ，, 解 XGA) 是 亚 临界 的 (subcritical) ; 

XIF ADA,» RX CA) EEG If FEA (supercritical). 
MESIE, A) E HIA 2 Je UE lf 85 SU i PM XT 20 de ME MR FEY OR 
AY XLAY X A E Í8 4 REE Ms P 89 IU SP SCA SE CX 20 8B Ms PERS 


下 面 给 出 关于 分 支 解 的 存在 性 和 稳定 性 的 一 个 重要 定理 reJ 。 

定理 2 假定 非 线性 方程 组 (5. 15) 总 有 一 个 定 态 参考 分 支 X,(4), 当 4 通过 A 
时 ,该 参考 分 支 对 应 的 线性 化 方程 组 的 一 个 单 重 ( 简 单 ) 本 征 值 (4) 的 实 部 Rew GO 
从 负 的 变 成 正 的 ( 虚 部 Ime (A) BY 2 BEE) ,并 且 


Rew(a,) = 0 
do 
Ren m Æ 0 (5.16) 


那么 会 有 一 个 非 平庸 的 分 叉 分 支 从 参考 分 支 XX, G0) 上 的 点 G4.，X,; (4.)) 分 出 来 ,并 且 
(1) 分 出 来 的 超 临 界 的 分 叉 分 支 是 渐 近 稳定 的 ,而 亚 临 界 的 分 又 分 支 是 不 稳 
定 的 。 ' 

(2) 如 果 Ime, 24.) 二 0, 则 分 出 来 的 分 义 分 支 解 是 不 随时 间 变 化 的 ( 即 分 叉 分 支 
解 是 定 态 解 ) 。 

(3) 如 果 Ima.(i) 天 0, 则 分 出 来 的 分 叉 分 支 解 是 随时 间 振 荡 的 。 

上 述 情 况 可 用 图 5.6 来 表示 。 通 过 满足 式 (5. 16) 的 单 重 零 ( 实 部 ) 本 征 值 发 生 的 
分 支 现 象 可 叫做 横 截 分 支 现 象 (transverse bifurcation), Al 5. 6(a) 中 有 一 个 定 态 分 
叉 分 支 解 X: ,图 5. 6(b) 有 两 个 稳定 的 定 态 分 又 分 支 解 X44 和 XS E 5.6(c) 有 两 个 不 
稳定 的 定 态 分 叉 分 支 解 X 和 Xe ,图 5.6(d) 有 一 个 极限 环 型 分 叉 分 支 解 Xi ,其 中 
X; Xeo 仅 相差 某 个 位 相 。 图 中 ,一 一 表示 稳定 的 ;---- 代 表 不 稳定 的 ;~ 一 一 一 代表 
随时 间 周 期 振荡 的 。 


图 5.6 从 定 态 解 X, 通过 一 个 简单 的 本 征 值 发 生 的 ( 模 截 ) 分 支 现象 


下 面 对 定理 中 的 两 个 概念 作 一 点 解释 。 先 解释 一 下 单 重 本 征 值 的 概念 。 设 与 非 
线性 方程 组 (5. 15) 对 应 的 线性 化 方程 组 为 
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at 
其 中 二 是 一 个 线性 化 算 符 (矩阵 )。 另 外 工 是 一 个 与 二 阶 数 相 同 的 单位 矩阵 ,如 
果 有 


= LX 


| L — wl |= (w—an)'h Co) 
H 
hlar) £0 
WEK w 是 一 个 BATE. I I—1 时 称 o. 是 一 个 单 重 本 征 值 或 简单 本 征 值 
(simple eigenvalue)。 条 件 (5.16) 则 对 分 支点 附近 本 征 值 w WBA RSMAS 


Rew) H BS) HC A ZR VET — xE BU BR HH BERR A ce CALDO AB 
是 RewX RAMAN H GR. Gli Re] >o, 


Rew-A 曲线 如 图 5.7 所 示 。 在 这 种 情况 下 ,分 又 分 支 是 一 
条 简单 的 曲线 ,正如 图 5.6 中 所 显示 的 那样 。 
应 该 注意 ,上 面 引述 的 定理 并 没有 回答 当 零 本 征 值 


为 多 重 本 征 值 的 时 候 , 以 及 Re3&| 。 一 0 的 时 候 ,分 又 分 


x 5. Rar. = -a ~ tp its " x ^ Eg 
图 5.7 Rwa MR 支 是 否 存在 以 及 是 否 稳定 的 问题 。 这 是 个 相当 复杂 的 


问题 。 拓 扑 分 析 表 明 , 如 果 零 本 征 值 是 奇数 重 的 时 候 ,必定 存在 分 又 分 支 ; 但 当 零 本 征 
值 为 偶数 重 的 时 候 , 有 可 能 不 出 现 分 又 分 支 。 另外 拓扑 分 析 还 表明 , 当 Re 和 一 0 


时 ,只 要 零 本 征 值 是 一 个 简单 本 征 值 , 分 支 现象 仍 能 发 生 , 但 是 不 再 能 保证 分 又 分 支 
是 一 条 简单 的 曲线 ,可 能 会 有 几 条 分 支 解 曲线 在 分 支点 相交 。 

从 图 5.6 可 以 看 出 ,在 超 临界 区 对 于 给 定 的 控制 参数 的 值 , 可 以 同时 存在 一 个 以 
上 稳定 的 分 叉 分 支 解 ,它们 可 以 具有 不 同 的 时 空 特 性 。 从 这 里 可 以 提出 一 个 问题 , 体 
系 实际 上 将 选择 哪个 分 支 ? 这 一 方面 取决 于 这 些 分 支 的 相对 稳定 性 ,也 就 是 说 可 能 
其 中 的 一 个 分 支 比 其 他 分 支 更 稳定 ,于 是 体系 选择 这 个 较 稳 定 的 分 支 的 可 能 性 较 大 ; 
另 一 方面 还 决定 于 涨 落 ( 扰 动 ) 的 具体 形式 。 因 此 仅 从 宏观 的 动力 学 分 析 不 能 完全 问 
答 这 个 问题 ,要 回答 这 个 问题 需要 研究 涨 落 的 行为 。 从 理论 上 和 实验 上 确定 不 同 分 
支 的 相对 稳定 性 显然 是 一 个 重要 的 有 现实 意义 的 问题 ,目前 对 这 一 问题 的 研究 还 处 
于 初始 的 阶段 。 

下 面 考虑 另 一 个 问题 ,假定 体系 已 经 选择 了 其 中 某 个 稳定 的 分 支 , 在 该 分 支 上 的 
点 所 对 应 的 状态 将 对 有 限 大 小 的 涨 落 保 持 其 稳定 性 ,除非 受到 足够 大 的 扰动 才 有 可 
能 跳跃 到 另 一 个 稳定 的 分 支 上 去 ,否则 体系 将 留 在 原先 选择 的 分 支 上 。 问 题 是 当 控 
制 条 件 发 生变 化 时 ,比如 体系 进一步 远离 平衡 时 ,各 分 支 的 稳定 性 是 否 会 发 生 进 一 步 


的 变化 呢 ? 分 支 理论 的 回答 是 肯定 的 。 随 着 控制 参 
数值 的 变化 ,各 分 支 解 又 会 改变 其 稳定 性 而 导致 所 谓 
的 二 级 分 支 和 高 级 分 支 现 象 人 和。 图 5.8 粗略 地 代表 
了 发 生 高 级 分 支 现象 的 情况 。 其 中 从 热力 学 分 支 
CA 分支 ) 上 的 O 点 分 出 来 的 耗 散 结构 分 支 (B 分 支 
Il C 分 支 ) 是 一 级 分 支 , 而 从 一 级 分 支 进一步 分 出 来 
的 分 支 ( 如 DD 分 支 ) 是 二 级 分 支 , 依 此 类 推 。 O 

仅仅 依靠 一 级 分 支 现象 ,只 能 赋予 体系 一 种 特征 图 5.8 高 级 分 支 现 象 
时 间 ( 例 如 极限 环 的 周期 ) 或 一 种 特征 长 度 ( 例 如 随 空 
间 振 荡 的 波长 ), 因 为 一 级 分 支 仅 仅 是 一 种 不 稳定 涨 落 分 量 长 大 的 结果 。 因 此 虽然 能 
用 一 级 分 支 现 象 来 解释 某 些 简 单 的 时 空 有 序 的 自发 出 现 , 但 是 它 并 不 能 用 来 模拟 人 
们 在 实际 体系 (例如 生物 体系 ) 中 所 观察 到 的 各 种 复杂 的 时 空 行为 (例如 同时 有 多 种 
振荡 频率 和 多 种 波长 )。 但 通过 高 级 分 支 现象 ,由 于 多 个 不 同 的 不 稳定 分 量 间 的 相互 
作用 ,体系 可 以 呈现 出 复杂 的 时 空 行为 。 

特别 值得 一 提 的 是 二 级 分 支 和 高 级 分 支 现象 给 物理 学 和 化 学 带 来 了 “历史 ?或 
“记忆 ”的 概念 到 ,比如 说 体系 的 状态 现在 处 于 图 5. 8 中 分 支 上 的 某 一 点 , 它 必 
定 是 通过 分 支点 O 和 和 0O' 沿 着 分 支 A 和 8B 演变 来 的 ,而 不 是 从 C 分 支 来 的 。 这 意味 
着 在 D 分 支 上 某 点 的 现状 包含 着 它 的 历史 的 内 容 , 也 就 是 说 它 储存 着 初始 状态 的 
uA. 

另外 由 于 二 级 分 支 和 高 级 分 支 现象 ,在 超 临界 区 ,体系 可 以 处 于 许多 种 不 同 的 状 
态 ,在 分 支 图 (如 图 5. 8 所 示 ) 上 这 些 态 是 彼此 隔 开 的 ,并 且 只 是 当 控制 参数 1 的 值 超 
过 某 些 临界 值 时 才 出 现 新 的 状态 ,这 很 像 微观 世界 中 的 量子 化 特征 ,因此 也 有 人 把 高 
级 分 支 现 象 看 作 是 某 种 宏观 量子 化 的 现象 "1 。 

当 体 系 足 够 远离 平衡 时 , 随 着 高 级 分 支 的 发 生 , 体 系 中 将 允许 出 现 越 来 越 多 的 振 
荡 频 率 , 它 们 对 应 于 各 种 不 稳定 的 涨 落 分 量 , 这 些 涨 落 分 量 的 相互 作用 最 终 可 能 引起 
巨大 的 涨 落 , 在 分 支 图 上 将 出 现 所 谓 的 混沌 区 (chaotic region) ,在 那里 ,体系 的 行为 
完全 是 随机 的 ,体系 的 瞬时 状态 不 可 预测 ,例如 处 于 流体 力学 中 的 满 流 状态 的 情况 ， 
于 是 决定 性 的 概念 将 会 不 适用 。 因 此 不 能 把 这 里 所 说 的 混沌 状态 简单 地 看 作 一 种 高 
度 复杂 的 运动 状态 ,在 混沌 态 和 人 们 平常 所 说 的 复杂 态 之 间 有 着 本 质 上 的 差别 ,例如 
它们 在 相 平 面 (或 相 空间 ) 中 对 应 的 图 像 可 以 有 着 完全 不 同 的 几何 特征 。 我 们 知道 ， 
定 态 在 相 平 面 中 对 应 着 一 个 点 ,极限 环 型 振荡 状态 在 相 平 面 中 对 应 于 一 条 封闭 的 线 。 
任何 一 个 复杂 态 只 要 仍 有 一 定 的 规律 , 它 在 相 平面 (或 相 空间 ) 中 仍 对 应 于 一 条 线 (在 
某 些 情况 下 还 可 对 应 于 一 个 面 或 体 ) 。 这 些 点 、. 线 (或 面 . 体 ) 都 是 体系 在 确定 的 控制 
条 件 下 从 相 平面 (或 相 空 间 ) 的 某 一 区 域 中 各 点 (初始 状态 ) 出 发 得 到 的 极限 状态 的 集 
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合 , 或 者 说 它们 都 是 相 平 面 ( 或 相 空间 ) 中 某 个 区 域 的 吸引 中 心 (简称 吸引 子 )。 这 类 
吸引 子 的 一 个 重要 特征 是 它们 都 具有 整数 维 数 ( 点 是 零 维 的 , 线 是 一 维 的 ……)。 在 
一 定 意义 上 说 ,混沌 态 也 是 一 种 吸引 子 ,但 它 具 有 非常 复杂 的 内 部 结构 ,因而 可 具有 
非 整 数 的 维 数 一 一 分 数 维 数 。 另 外 , 混 沁 ' 念 的 运动 轨迹 对 于 初始 条 件 十 分 敏感 ,初始 
条 件 稍 有 不 同 ,运动 轨道 可 截然 不 同 。 与 此 相反 , 定 态 或 极限 环 型 振荡 态 这 类 吸引 子 
的 运动 轨道 对 于 初始 条 件 是 不 敏感 的 。 正 因为 如 此 ,现在 人 们 流行 地 把 混沌 态 这 种 
吸引 子 称 为 奇异 吸引 子 , 它 的 特征 已 经 在 5. 1 节 中 加 以 说 明 。 现 在 知道 ,奇异 吸引 子 的 
出 现 是 不 可 赣 的 耗 散 运动 ( 它 使 相 体积 收缩 ) 和 运动 轨道 不 稳定 性 ( 它 使 运动 轨迹 沿 某 
些 方向 指数 分 离 ) 两 者 共同 作用 的 结果 , 它 在 相 空 间 中 会 产生 分 形 结构 (参见 5. 1 节 )。 

由 此 可 以 看 到 , 随 着 与 平衡 态 偏离 程度 的 不 同 ,体系 发 展 的 极限 状态 的 行为 可 以 
有 本 质 上 的 差别 。 在 接近 平衡 的 时 候 , 在 相 平 面 (或 相 空 间 中 ) 从 各 种 不 同 的 初始 条 
件 所 对 应 的 点 出 发 的 轨 线 总 是 到 达 一 个 孤立 的 极限 点 ,这 就 是 相应 的 唯一 的 定 态 点 。 
随 着 偏离 平衡 的 程度 的 增加 ,极限 点 的 数目 可 以 增加 ,比如 出 现 几 个 孤立 的 点 , 即 出 
现 多 定 态 现象 ,或 许多 极限 点 形成 一 条 封闭 的 线 , 即 极限 环 的 情况 。 当 偏离 平衡 的 程 
度 再 进一步 增加 的 时 候 , 极 限 点 或 极限 环线 的 数目 可 无 止境 地 增加 ,最 后 产生 一 个 奇 
异 吸 引子 , 即 导 致 混沌 态 的 出 现 。 有 研究 表明 , 随 着 偏离 平衡 程度 的 增加 ,在 分 支 图 
上 还 可 发 生 有 序 的 周期 振荡 区 和 混沌 区 的 交替 出 现 :* 。 因 此 人 们 平常 所 见 的 有 序 
可 能 是 夹 在 热平衡 的 无 序 和 混沌 态 的 无 序 之 间 的 一 种 状态 。 当 然 热 平衡 无 序 和 上 面 
所 说 的 混沌 态 的 无 序 是 本 质 上 不 同 的 两 种 无 序 。 在 热平衡 无 序 中 ,空间 和 时 间 的 特 
征 量 级 为 分 子 的 特征 量 级 ,而 在 像 满 流 这 样 的 混沌 无 序 中 ,空间 和 时 间 的 尺度 有 宏观 
的 量 级 。 从 这 种 观点 看 ,生命 是 存在 于 这 两 种 无 序 之 间 的 一 种 有 序 , 它 必须 处 于 非 平 
衡 的 条 件 下 ,但 又 不 能 处 于 过 分 远离 平衡 的 条 件 下 ,否则 混沌 无 序 态 的 出 现 将 完全 破 
坏 生 物 有 序 。 

另外 发 现 , 高 级 分 支 和 混沌 态 的 出 现 对 于 不 同 的 动力 学 模型 (例如 微分 方程 ) 有 
着 许多 共同 的 规律 ”i。 虽 然 即 使 对 于 很 简单 的 非 线性 方程 ,分 支点 的 结构 可 能 相当 
复杂 ,然而 不 同 的 非 线 性 方程 却 又 具有 十 分 相似 的 分 支点 结构 。 例 如 对 于 一 类 倍 周 
期 分 支 现象 ,在 各 级 分 支 之 间 存 在 着 一 种 普 适 关系 
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Kip A, 代表 第 级 分 支点 对 应 的 分 支 参数 的 值 ,8 为 与 具体 动力 学 模型 无 关 的 普 适 
常数 。 当 和 超过 .之 后 ,将 出 现 大 量 非 周期 的 混沌 状态 ,但 其 中 仍 嵌 入 许多 具有 不 
同 周期 的 周期 带 , 这 些 周 期 带 的 排列 次 序 也 有 某 种 普 适 规律 ” 。 

通过 对 理想 化 的 化 学 反应 和 扩散 动力 学 过 程 的 模型 的 分 析 来 研究 分 支 现象 ,分 
支 解 的 解析 的 数学 形式 表明 ,远离 平衡 的 、 遵 循 非 线 性 动力 学 的 物理 一 化 学 体系 确 能 
呈现 丰富 多 彩 的 自 组 织 现 象 。 这 些 分 支 现 象 模型 有 Schlógl 模型 (多 定 态 和 非 平衡 
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ABE)! ,Lotka-Volterra TAAI (5F (8 Ji FH) 以 及 Brusselator 三 分 子 模 型 ( 耗 散 结 
T4) 77, trf Lotka- Volterra 模型 的 例子 在 1. 1 节 关 于 自 组 织 现象 中 已 经 出 现 
过 , 像 亚 得 里 亚 海中 两 种 鱼 的 数量 随时 间 振 荡 , 交 替 变 化 。 这 个 动力 学 模型 最 早 是 由 
美国 生态 学 家 Lotka(1910 年 ) 和 意大利 数学 家 Volterra(1931 年 ) 为 模拟 一 些 生 态 
现象 而 提出 来 并 进行 研究 的 ,其 研究 对 象 是 一 个 有 两 个 中 间 变 量 的 化 学 反应 体系 。 
设 总 的 反应 过 程 中 包括 如 下 几 个 反应 步骤: 


ki 
4 十 X 一 ~ 2X 


X+y—+ 27 l (5.17) 
ks 
Y—> E 
这 些 反 应 步 又 的 总 效果 是 
k 
A——E (5. 18) 


式 (5.17) 所 代表 的 动力 学 模型 不 仅 在 生态 现象 的 研究 中 得 到 广泛 的 应 用 ,而 且 也 被 
应 用 在 其 他 的 物理 一 化 学 体系 的 研究 中 。 

最 后 ,再 简略 地 提 一 下 在 外 场 中 的 分 支 现 象 - 一 非 平 衡 系统 的 灵敏 性 和 图 形 选 
择 。 在 远离 平衡 的 条 件 下 ,一 个 物理 -化 学 体系 可 以 通过 分 支 现 象 从 原先 空间 均匀 
的 各 向 同性 的 状态 自发 地 发 展 到 几 种 都 是 稳定 的 ,但 时 - 空 特性 可 能 不 同 的 有 序 状 
态 。 而 外 场 (重力 场 .静电 场 . 静 磁 场 或 电磁 场 ) 对 平衡 系统 与 非 平衡 系统 的 影响 是 完 
全 不 同 的 。 对 平衡 系统 而 言 ,按照 平衡 态 热力 学 的 观点 ,平衡 态 是 最 无 序 的 状态 , 除 
了 在 相 变 点 附近 ,体系 中 的 分 子 之 间 没 有 任何 合作 效应 。 这 样 的 体系 对 外 界 的 影响 
是 不 灵敏 的 ,其 主要 原因 是 : 第 一 ,平衡 态 是 稳定 的 ,任何 小 的 扰动 会 很 快 衰减 ,不 能 
增强 ;第 二 ,外 场 ( 如 重力 场 和 能 的 电磁 场 ) 与 体系 中 每 个 分 子 的 相互 作用 能 和 分 子 的 
热 运动 能 量 相 比 ,通常 是 比较 小 的 。 而 对 远离 平衡 的 系统 而 言 ,在 分 支点 附近 ,外 场 
的 作用 大 大 提高 了 。 换 名 话说 ,体系 在 分 支点 附近 对 外 场 的 灵敏 度 大 大 提高 了 。 如 
果 说 在 接近 平衡 时 外 场 的 作用 和 分 子 热 运 动 的 涨 落 引起 的 作用 大 致 相当 ,因而 外 场 
的 作用 基本 上 显示 不 出 来 ,那么 在 分 支点 附近 ,外 场 的 作用 可 以 比分 子 热 运动 的 涨 落 
引起 的 作用 高 几 个 数量 级 。 于 是 外 场 可 对 图 形 的 选择 起 决定 性 的 作用 ,这 种 效应 很 
类 似 于 人 们 在 平衡 相 变 点 附近 所 看 到 的 情况 。 例 如 在 铁 磁 相 变 点 ,一 个 极 小 的 外 磁 
场 可 以 决定 铁 磁 体 的 磁化 方向 。 但 是 在 远离 平衡 的 条 件 下 , 因 体 系 的 发 展 极 限 有 多 
种 选择 ,因此 外 场 对 图 形 的 选择 作用 的 灵敏 性 显得 更 为 重要 。 

远离 平衡 的 分 支 现象 赋予 体系 的 高 度 灵敏 性 这 一 点 可 能 有 着 重要 的 潜在 应 用 价 
ff. 由 于 它 能 使 体系 感觉 得 出 十 分 微弱 的 环境 的 非 对 称 性 ,因此 可 以 推测 在 非 对 称 

质 中 ,化 学 反应 在 分 支点 附近 的 行为 会 与 在 平常 条 件 下 的 不 同 , 于 是 有 可 能 优先 地 
合成 某 些 此 对 称 的 化 学 物质 ,这 对 合成 菜 些 具有 特定 手 性 的 生物 分 于 是 很 有 意义 的 。 
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随 着 对 分 形 生 长 的 研究 的 逐步 深入 ,提出 了 各 种 动力 学 生长 模型 ,它们 基本 上 可 
以 分 成 三 类 , 即 . 

C1) 有 限 扩 散 凝 聚 模型 (diffusion-limited aggregation) ,简称 为 DLA 模型 

(2) 弹射 凝聚 模型 (ballistic aggregation) ,简称 为 BA 模型 。 

(3) 反应 控制 凝聚 模型 (reaction-limited Aggregation) ,简称 为 RLA 模型 。 

这 三 类 模型 中 的 每 一 种 又 分 成 两 部 分 , 单 体 (monomer) 凝 聚 和 集团 (cluster) 的 
BER. 在 DLA 模型 中 , 单 体 凝 聚 称 为 Witten-Sander 模型 ,集团 凝聚 称 为 有 限 扩 散 
集团 凝聚 模型 (diffusion-limited cluster aggregation) ,简称 为 DLCA 模型 。 在 BA 模 
型 中 , 单 体 凝 聚 称 为 Vold 模型 ,集团 凝聚 称 为 Sutherland 模型 。 在 RLA 模型 中 , 单 
体 凝聚 称 为 Eden 模型 ,而 集团 凝聚 称 为 反应 控制 集团 凝聚 模型 (reaction-limited 
cluster aggregation) ,简称 为 RLCA 模型 95 。 
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图 5.9 分 形 生长 的 三 类 基本 模型 

图 5.9 显示 了 上 述 三 类 模型 在 二 维 平面 上 的 示意 图 。 这 个 图 是 由 P. Meakin 用 
计算 机 模拟 后 得 到 的 ,其 中 列 出 的 分 形 维 数 D 是 在 三 维 空间 中 得 到 的 分 形 维 数值 。 
为 了 清楚 起 见 , 只 画 了 二 维 平面 上 的 示意 图 。 

本 节 讨 论 DLA 模型 中 的 Witten-Sander 模型 。 这 个 模型 是 由 Witten 和 Sander 
在 1981 年 提出 的 ,他 们 试图 用 它 来 解释 观察 到 的 烟尘 微粒 的 分 形 聚 集 ” ”” 。 
Witten-Sander 模型 的 规则 极其 简单 : 先 在 一 个 平面 的 中 心 处 放 一 个 粒子 , 它 被 称 为 
种 子 ,然后 在 远离 种 子 的 地 方 释放 出 另 一 个 粒子 ,该 粒子 可 以 随机 地 行走 (或 称 为 扩 


散 ), 当 它 运 动 到 种 子 旁边 时 ,停止 行走 , 留 在 该 处 不 动 ; 接 下 来 第 二 个 粒子 被 释放 出 
来 ,也 是 随机 行走 , 当 它 靠 近 种 子 或 第 一 -个 粒子 时 ,也 停留 不 动 ;如 此 反复 地 进行 下 
去 ,就 可 以 获得 一 个 大 的 族 聚 体 ( 或 称 为 聚集 体 ), 该 凝聚 体 的 结构 具有 有 限 扩散 条 件 
下 生成 物 的 特征 , 即 树枝 状 的 标 度 不 变 的 复杂 结构 。 在 三 维 空间 中 , 它 的 分 形 维 数 
D=2. 50, 

按照 上 述 的 Witten-Sander 模型 ,可 以 容 
易 地 在 计算 机 上 进行 模拟 。 图 5. 10 就 是 一 个 
含有 3000 个 粒子 的 典型 的 DLA 凝聚 体 。 从 
图 中 可 以 看 到 ,该 疑 聚 体 具有 随机 分 义 的 开放 
的 结构 ,有 明显 的 自 相 似 性 。 凝 聚 体 的 几何 特 
征 表 明 , 它 受到 屏蔽 效应 的 影响 。 

这 个 凝聚 体 显 示 的 自 相 似 性 是 在 统计 意 
义 上 的 自 相 似 性 ,如 果 把 一 个 较 大 的 树 校 状 的 
分 支 缩 小 ,并 且 略 去 其 细致 的 结构 ,那么 它 具 
有 与 较 小 的 树枝 状 的 枝 权 相同 的 形态 。 屏 蔽 
效应 的 影响 是 很 明显 的 , 即 最 前 面 的 分 支 的 尖端 能 最 有 效 地 俘获 住 扩散 过 来 的 粒子 。 
这 样 , 使 得 小 的 涨 落 被 扩大 ,或 者 说 被 强化 ,这 个 不 稳定 性 与 本 模型 固有 的 随机 性 结 
合 起 来 ,形成 了 一 个 具有 综合 特性 的 凝聚 体 。 通常, 人 们 习惯 把 Witten-Sander 模型 
称 为 DLA 模型 ,以 下 我 们 也 按 习 惯 称 之 ,而 不 加 以 区 分 。 

在 图 5. 10 中 ,为 了 显示 屏蔽 效应 ,把 组 成 凝 聚 体 的 前 1500 个 粒子 以 小 圆圈 表 
示 , 即 颜色 比较 深 的 那些 ,它们 构成 了 凝聚 体 的 内 部 组 织 ;而 后 1500 个 粒子 则 以 小 点 
表示 ,由 图 可 以 看 到 ,由 于 屏蔽 效应 ,它们 基本 上 都 分 布 在 该 凝聚 体 的 外 围 部 分 ,只 有 
极 少 数 的 粒子 能 进入 内 部 "11。 

在 胶体 的 有 限 扩 散 凝 聚 中 ,如 二 毛 化 硅胶 体 微粒 在 空气 与 水 界面 上 的 凝聚 ,也 会 
发 生 微粒 之 间 的 聚集 ,这 样 的 系统 就 不 属于 单 体 聚 集 生长 模式 。 所 以 Witten- 
Sander 模型 并 不 能 精确 地 用 来 解释 烟尘 的 分 形 凝 聚 。 然 而 ,在 许多 实验 中 都 观察 到 
了 这 类 团 粒 聚集 生长 ,如 金属 在 电极 上 的 淀 积 等 。 很 自然 地 ,Witten-Sander 模型 被 
扩展 为 包括 粒子 簇 ( 集 团 ) 的 凝聚 , 即 DLCA 模型 。 在 DLCA 模型 中 ,许多 的 粒子 ( 单 
体 ) 被 随机 地 分 布 在 二 维 或 三 维 的 格 点 位 置 上 ,这 些 粒 子 都 处 于 随机 行走 (布设 运 动 ) 
状态 。 当 相 邻 的 格 点 被 随机 行走 的 粒子 占据 后 ,这 些 粒 子 形成 一 个 联合 体 , 然 后 该 联 
合体 作为 一 个 单位 再 随机 运动 。 这 样 不 断 地 继续 下 去 ,联合 体 就 会 像 滚雪球 那样 越 
来 越 大 , 当 到 达 某 一 尺度 时 , 令 其 停止 随机 运动 。 最 终 得 到 的 聚集 体 将 是 一 种 更 加 开 
放 、 没 有 明显 中 心 的 结构 ,如 图 5. 11 中 所 示 。 图 中 所 形成 的 大 集团 都 呈 分 支 状 ,很 不 
均匀 ,说 明 粒 子 进 入 集团 内 部 的 概率 比 起 粒子 吸附 于 集团 表面 的 概率 要 小 得 多 , 显 
然 , 集 团 凝 聚 时 存在 屏蔽 效应 。 


图 5.10 包含 3000 个 粒子 的 DLA 凝聚 体 
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在 三 维 空 间 中 ,DLCA 的 分 形 维 数 D=1. 80, LK Witten-Sander 模型 的 分 形 维 数 
要 小 得 多 。 另 外 ,在 某 些 文献 资料 中 ,把 它 称 作为 CCACcluster-cluster aggregation) 
模型 。 

DLCA 模型 是 粒子 或 集团 通过 它们 的 随机 行走 而 彼此 接近 ,进而 达到 彼此 吸附 
以 形成 较 大 的 集团 。 这 个 模型 对 集团 之 间 的 聚合 凝聚 过 程 给 了 一 定 的 限制 ,具体 地 
说 ,在 此 模型 中 ,两 个 随机 选 定 的 集团 i,j(i,j 表示 所 选 定 的 集团 的 粒子 数 ) MAE 
的 随机 变数 X CX 在 区 间 [0,1] 内 均匀 分 布 ), 在 DLCA 凝聚 中 两 集团 中 的 反映 核 
KG.) , 当 其 满足 条 件 KGi,7 站 XK 时 (Kx 为 K(i,j) 中 的 最 大 值 ), 则 所 选 定 的 
两 集团 必 在 其 随机 行走 中 彼此 结合 成 得 十 站 的 大 集团 。 反 之 , 当 反 映 核 不 满足 上 述 
条 件 时 ,两 集团 在 随机 行走 中 将 彼此 远离 。 于 是 再 重新 随机 地 选择 另 一 对 集团 ,并 按 
上 述 程序 进行 组 合 ,如 此 不 断 地 进行 ,直到 只 剩 下 几 个 彼此 远离 的 大 集团 为 止 。 当 
然 , 在 适当 的 条 件 下 ,还 可 能 达到 完全 聚合 成 一 个 大 集团 的 情况 。 

DLCA 模型 中 的 反映 核 常 被 选择 为 如 下 形式 : 

KG) ~ GP 4G) GP HGP) (5.19) 
这 种 核 有 一 个 性 质 , 它 的 平均 KG.) J& — EC. SKE MAS. 19) 取 平均 , 则 有 
(KG,42) = LHL 4- (VP) (j VP) HEP GG) 

注意 到 对 i,j H.E OGOO—GO.MUBS 


(KGi,j)) = 常数 (5, 20) 
A Cit BRK p= 1. XX HB FKR, DLCA 凝聚 中 的 反映 核 与 集团 
线 度 无 关 , 是 一 个 常数 ,通常 令 这 个 常数 为 1, 即 (K(i,7)) 二 1。 
集团 凝聚 过 程 在 平均 场 近似 下 可 以 由 所 谓 Smoluchowski 动力 学 方程 来 描写 。 
Smoluchowski 方程 的 近似 是 略 去 集团 的 几何 位 形 , 而 只 考虑 一 定 线 度 下 的 集团 数 
n: ORI H FE ,此 时 它 可 表示 为 


Sn.) = YK Gj.) — nD DK im (5, 21) 


上 式 的 意义 是 很 明显 的 。 该 式 右 端 第 一 项 表示 线 度 为 ;和 7 的 两 种 集团 ,通过 反映 
KGJ MAAR GSi tE. H PERR iAy 是 对 称 的 , 故 交 换 :7 不 改 


变 结果 ,所 以 在 第 一 项 中 引入 去 的 因子 。 式 中 第 二 项 则 是 由 于 ; 集团 和 线 度 为 i 的 


其 他 集团 结合 成 i 十 ; 集团 ,从 而 使 ;集团 数 n, Ow. RIZ K(i,j) 取 决 于 集团 
的 形态 和 结构 。 式 (5. 21) 可 以 有 两 方面 的 作用 : CD. 已 知 核 函 数 KG) ,由 方程 
C5. 21) uf LAR AR 238 PRE n. (0 5 (2) 已 知 分 布 函数 ,可 以 探求 反映 核 ,从 而 了 解 集团 
的 形态 和 结构 。 

对 于 DLCA 凝聚 过 程 ,其 反映 核 平 均 说 来 是 常数 。 只 要 重 整 标 度 ,总 可 以 令 此 
常数 等 于 1, 即 K(i,j) 一 1。 对 这 一 简单 反映 核 ,可 以 求解 方程 (5. 21) (求解 过 程 省 
略 ), 最 后 解 得 


n,(t) = m - LIGH (5, 22) 
(7) 
RP ny 为 二 1 时 刻 存在 的 单 粒 子 集团 数 。 上 式 还 可 改写 成 
n, = — 7 exp[— as | (5. 23) 
Hot 
(i 2 ) 
Dc 
a — In >0 (5. 24) 
not 
2 
由 式 (5. 22) 和 式 (5. 23) 可 求 得 总 集团 数 G 和 总 质量 M 
G= Ņina) =—* (5. 25) 
s=1 147 
2 
M= m (5. 26) 


还 可 以 求 出 一 个 集团 的 平均 粒子 数 ( 即 平均 线 度 )《S》。 
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从 已 得 到 的 式 (5.22) 到 式 (5.26) ,可 以 对 以 常数 反映 核 所 引起 的 有 限 扩 散 集 团 
凝 谷 过 程 的 性 质 作出 如 下 的 基本 认识 : Or = 0 I. BR m (0 =n 外 ,n,(0) 二 0 (s> 1). 
而 M — n, 表示 总 质量 守恒 。 人 @ 在 任何 有 限时 刻 ,n,(t) 对 s 按 指数 衰减 。@t 一 oo 时 ， 
a>0, 这 时 只 有 当 s 一 oo 才能 保证 w(t) 有 限 。 因 此 ,当时 间 无 限 增长 时 ,将 只 有 无 限 
大 集团 才 有 存在 的 条 件 。@ 集 团 的 平均 线 度 与 时 间 成 正比 , 即 (S》~1。 

常数 反映 核 是 一 种 统计 平均 的 反映 核 , 用 它 求解 DLCA 凝聚 过 程 只 能 是 一 种 初 
步 近 似 。 如 果 想 直接 采用 式 (5. 19) 求 解 式 (5. 21) 将 困难 得 多 。 不 过 , 按 DLCA BER 
的 程序 以 及 式 (5.19) 核 的 定义 进行 数值 计算 ,仍然 可 以 确定 这 种 情况 下 的 近似 解 。 
PAS. 12 就 是 在 三 维 中 按 式 (5. 19) 反 映 核 进行 计算 机 模拟 所 得 的 DLCA 凝聚 的 线 度 
分 布 图 ,图 中 每 一 条 曲线 都 对 应 一 个 确定 的 :二 1 的 单 粒子 集团 数 m GO (图 中 最 高 的 
n, CO BUS 105 个 )。 
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图 5.12 计算 机 模拟 所 得 的 三 维 DLCA 凝聚 的 线 度 分 布 图 


计算 机 模拟 程序 规定 如 下 : 随机 地 从 盒 中 选取 质量 为 i 和 j 的 两 个 集团 。 如 果 
对 于 0 委 X 扫 1 的 区 间 中 均匀 分 布 的 随机 变数 X, 两 集团 的 反映 核 K Co HA 
KG) XK max (KE 为 反映 核 的 最 大 值 ), 则 将 它们 组 合成 ;+7 集团 ,同时 将 这 个 
itj 集团 放 回 盒 中 。 反 之, 如果 核 K(i,7) XK.u Ij 不 结合 ,并 将 i,j 两 集团 
放 回 盒 中 。 每 次 选择 一 对 集团 进行 试验 的 时 间 标 度 取 为 (Kner UNDO 7. RU 
每 改变 一 个 n, CO LT 8) — A HH Ens CO ,而 所 有 天 (曲线 的 包 迹 应 当 给 出 实际 的 集 
团 凝 聚 曲 线 。 事 实 上 ,对 于 任何 一 个 给 定 的 s 值 ,只 有 包 迹 上 的 点 才 对 应 最 大 的 
n, 值 ( 也 就 是 出 现 的 概率 最 大 ) ,因此 实际 凝聚 过 程 应 沿 包 迹 曲线 进行 ,而 包 迹 中 
的 直线 区 段 , 将 给 出 C1) 对 ， 的 自 相似 区 ,而 直线 斜率 将 给 出 n OX s WIH 
也 即 按 标 度 律 n CO ~s “给 出 的 指数 。 和 由 图 5. 12 的 斜率 确定 的 分 形 维 数 
Dzz1. 78099 。 

对 有 限 扩 散 生 长 模式 得 到 的 凝聚 体 的 分 形 维 数 的 计算 ,一 般 可 以 用 如 下 两 种 


Jk. 
C1) 密度 相关 函数 法 
Cir) ~r" (5.28) 
RP CCr) 为 密度 相关 函数 , 它 与 围绕 一 个 给 定点 的 空间 中 密度 分 布 成 正比 。 
a 是 一 个 大 于 零 小 于 d( 欧 氏 维 数 ) 的 非 整数 ,r ao 
是 两 个 粒子 之 间 的 距离 。 图 5. 13 表示 在 一 个 
二 维 正方 形 表面 上 由 11 260 粒子 形成 的 DLA 
凝聚 体 的 CCr) 与 的 关系 ,在 双 对 数 坐标 图 上 ， ， 
与 数据 相 拟 合 的 直线 的 斜率 表明 ,C(r) 与 的 
关系 符合 式 (5. 28) ,并 且 在 d —2 时 ,as:0. 3。 
而 分 形 维 数 D=d—a, SLA D=z1.7。 


一 3.0 


in[Cte)] 


图 5.13 SEREJHO ERG C(7) 的 


双 对 数 曲 线 图 
(2) 确定 作为 粒子 数 N 的 函数 的 凝聚 体 的 
回转 半径 RCN) 
RON) ~ NY (5. 29) 


RP y=1/D, SrA ay E RON) Ej N. 的 双 对 数 坐标 曲 线 图 的 斜率 求 得 1/D 的 值 。 应 
该 注意 ,对 式 (5. 29) 作 了 如 下 的 假定 : 

O 回转 半径 尺 与 凝聚 体 的 总 的 半径 成 线性 比例 : 

O 不 考虑 边界 效应 ; 

@ 凝聚 体 不 是 一 个 几何 上 的 多 重 分 形 。 
对 二 维 的 Witten-Sander 模型 , 测 得 "一 1/D=*0. 585, 所 以 D~ 1.70, ES ath D= 
d 一 asz1.70 符合 得 很 好 。 

下 面 , 再 把 实验 测 得 的 分 形 维 数 D 与 平均 场 理 论 预言 值 进行 比较 。M. Tokuyama 
和 K. Kawasaki 在 1984 年 提出 了 计算 DLA 分 形 凝聚 体 的 分 形 维 数 D 的 公式 


(5. 30) 


由 上 式 可 以 算出 在 二 维和 三 维 欧 氏 空间 中 ,DLA 凝聚 体 的 分 形 维 数 : D; = 1. 667, 
D, —2. 500.。 而 实验 测量 所 得 的 二 维和 三 维 DLA 凝聚 体 的 分 形 维 数 分 别 为 : D; —1. 70 
士 0.06,D: 王 2.53 士 0.06。 可 以 看 到 ,它们 符合 得 非常 好 。 

最 后 要 指出 的 是 ,在 自然 界 或 实验 室 中 所 观察 到 的 各 种 现象 是 形形色色 的 , 它 
们 实际 的 物理 过 程 也 是 完全 不 同 的 ,但 只 要 其 动力 学 过 程 与 DLA 模型 的 相 一 致 ， 
那么 最 终 得 到 的 结构 (几何 图 形 ) 的 整体 性 质 与 DLA 模型 的 也 是 完全 一 致 的 : 具 
有 随机 分 又 的 开放 结构 ,具有 统计 的 自 相 似 性 和 标 度 不 变性 ,而且 其 维 数 也 往往 是 
分 数 的 。 
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5.5 Sip St BERS (BA) Ul 


弹射 凝聚 模型 简称 BA 模型 ,是 由 M. Vold 在 1963 年 最 先 提 出 501 ,主要 研究 悬 
浮 胶 体 粒 子 形 成 絮凝 体 的 过 程 。 其 后 D. Sutherland 在 1966 年 , Leamy 等 在 
1980 Œ, A. C. Levi 等 在 1986 年 均 对 此 模型 进行 了 扩展 和 修正 ,提出 了 新 的 模型 ,如 
Sutherland 模型 和 随机 雨 模型 一 --RR(random rain) fi HUM 。 

”” 当 单 体 的 平均 自由 程 比 生长 中 的 聚集 体 的 尺度 要 大 时 ,就 会 产生 弹射 凝聚 , 即 
Vold 模型 。 此 时 , 单 体 以 直线 轨迹 向 聚集 体 运 动 ,这 与 有 限 扩 散 生 长 模式 中 的 布朗 
运动 完全 相反 。 所 以 ,与 有 限 扩 散 生 长 相 比 ,在 Vold 模型 中 , 单 体 很 容易 进入 一 个 
聚集 体 的 内 部 ,最 终 形成 的 聚集 体 的 结构 也 比 Witten-Sander 模型 的 要 更 加 致密 ,其 
分 形 维 数 也 要 大 得 多 。 以 直线 轨迹 向 聚集 体 运动 的 单 体 在 撞 上 正在 生长 的 豪 集 体 
后 ,就 停留 在 其 表面 ,这 种 动力 学 在 日 常 的 实验 中 是 屡见不鲜 的 ,如 在 低 密度 的 蒸汽 
中 ,分 子 的 运动 就 是 一 例 。 所 以 Vold 模型 可 以 用 来 解释 一 些 重 要 的 技术 过 程 ,如 胶 
体 凝 聚 , 气 相 凝 察 ,以 及 在 一 个 温度 较 低 的 基体 表面 上 的 气相 沉积 。 

从 5.4 节 的 图 5.9 中 可 以 看 到 ,在 BA Ez rp, pz A USE RETE MH REA 
(Vold 模型 ) 在 三 维 欧 氏 空 间 中 的 分 形 维 数 D 二 3, 也 就 是 说 D= d(d 为 欧 氏 空间 维 
数 ) , 比 Witten-Sander 模型 的 要 高 得 多 。 这 也 说 明了 Vold 模型 的 结构 是 相当 密 
实 的 。 

弹射 集团 凝聚 ( 即 Sutherland 模型 ) 适 用 于 低 密 度 下 的 集团 凝聚 过 程 。 这 种 模 
型 考虑 两 集团 的 接触 概率 PCI ,一 般 PG. PRAHA 

Psj) = (R; -RO'LG jj l^? (5, 31) 
与 DLCA 模型 一 样 ,也 从 盒 中 随机 地 选 出 两 个 集团 ,如 果 这 两 个 集团 的 接触 概率 
PG, DIE OSX. 之 间 均 匀 分 布 的 随机 数 X se Uo Xo P G, j) Pma (Pmx 是 
P(i, 站 中 的 极 大 值 ), 则 将 这 两 个 集团 返回 盒 中 。 反 之 , 当 PG) > XP ma S M LA— 
个 集团 为 中 心 , 以 Ri 十 Rj 为 半径 作 圆 ,转动 中 心 集团 的 方位 ,以 一 定 的 接触 参量 6， 
沿 一 弹道 射线 射 向 另 一 个 集团 。 如 果 两 集团 进入 接触 区 , 则 两 集团 组 合成 i/ 的 大 
集团 ,同时 将 组 合 的 大 集团 放 回 盒 中 。 如 果 两 者 未 进入 接触 区 , 则 两 集团 不 结合 , 仍 
ij 两 集团 放 回 盒 中 。 一 次 程序 进行 完毕 后 ,再 从 盒 中 抽取 两 个 集团 , 按 以 上 程序 
重复 进行 ,如 此 反复 进行 下 去 ,可 以 得 到 逐渐 长 大 的 集团 。 

再 把 Sutherland 模型 的 分 形 维 数 与 DLCA 的 相 比 ,虽然 Sutherland 模型 的 分 形 
维 数 要 天 一 些 , 但 它们 之 间 差 别 相对 来 说 不 算 太 大 ,它们 的 结构 都 比较 朴 松 、 开 放 , 它 
们 的 分 形 维 数 都 比 各 自 对 应 的 单 体 凝聚 模型 ( 即 Vold 模型 和 Witten-Sander 模型 ) 
的 分 形 维 数 要 小 得 多 ,这 一 点 是 不 难 理 解 的 。 

在 弹射 凝聚 模式 中 ,不 管 是 由 单 体 凝聚 成 聚集 体 还 是 由 集团 凝聚 成 聚集 体 , 最 终 


15 9 B4) R R Vs B) AIE E AD be EA BAR ae RAR PHB) BAR RE BR Ne SE HEY 
4 JE HEC, 5 CRE Oy fe SR E Be Be ES HP , 按 弹道 发 射 单 体 或 集团 ,它们 可 以 较 深 
地 插入 聚 集体 内 部 ,使 聚集 体能 以 比 有 限 扩散 凝聚 模式 高 得 多 的 概率 获得 单 体 ( 或 
集团 )。 

弹射 集团 凝聚 中 的 反映 核 具 有 齐 次 形式 : 


; TE 
Kij) ~ Ge + jury (2) (5.32) 


BG ij 增加 (E RERO D an DRG DTA u= pL J este D, 为 集团 的 
41 TÉ HC. Dy. 95, 则 可 求 得 w0. 5256, 

在 实验 上 能 近似 地 用 弹射 集团 凝聚 模型 描述 的 过 程 很 多 , 如 将 聚 乙 燃 在 扩散 燃 
烧 室 中 燃烧 (氧化 ) ,得 到 高 温 的 小 线 度 的 碳 黑 粒 子 ( 粒 径 约 20~30 nm)。 这 种 粒子 
在 弹道 上 的 弛 隙 时 间 比 起 它 经 过 夷 集体 直径 所 需 的 时 间 大 得 多 (对 小 紊 集体 更 是 如 
此 )。 同 时 , 碳 黑 的 凝聚 在 这 种 情况 下 接近 自由 分 子 极限 的 凝聚 形式 。 对 这 个 实验 中 
形成 的 碳 黑 聚集 体 的 图 形 作 了 多 次 的 测量 后 发 现 ,对 小 凝聚 体 , 测 得 的 分 形 维 数 约 为 
1.5—1.65 X1 5 一 12 pm 量 级 的 聚集 体 , 测 得 的 分 维 
达到 1. 82; 大 于 12 wm 的 聚集 体 , 测 得 的 分 维 为 
1. 9 一 1.95, 这 个 结果 与 Sutherland 模型 的 模拟 结 
果 (D==1. 95) 符 合 得 相当 之 好 。 图 5. 14 为 由 这 些 
碳 黑 粒子 凝聚 形成 的 12 pm 量 级 的 大 集团 ,该 集团 
的 分 形 维 数 D 过 =1. 85, 其 几何 形态 与 图 5.9 中 的 
Sutherland 模型 的 模拟 图 形 也 十 分 相似 。 

雾 状 二 氧化 硅 ( 也 称 为 热 解 硅 石 ) 的 气相 生长 
是 弹射 凝聚 的 又 一 个 例子 pb 。 雾 状 二 氧化 硅 烟灰 
具有 极 大 的 表面 积 。 现 已 进行 商业 性 生产 ,制备 方 。 5U RRR RAE Ri 
法 是 让 四 氧化 硅 在 氧气 和 氧气 的 气氛 中 燃烧 ,年 产 12 um ARREA 
量 达 4500 € 以 上 。 在 生产 过 程 中 会 形成 高 度 分 又 的 二 氧化 硅 聚 集体 ,它们 被 广泛 地 
使 用 在 颜料 、 食 品 中 用 作 调 节 流 度 的 填充 剂 。 另 外 , 在 制备 光 导 纤维 的 初级 材料 时 ， 
也 采用 类 似 的 工艺 。 

Xl He ifi Og 200—400 msyg 的 雾 状 硅 石 ,采用 光学 和 中 子 散 射 技 术 ,以 不 同 的 散 
射 角 来 测定 散射 强度 随 颗 粒 尺 寸 的 变化 。 研 究 结果 表明 ,四 氧化 硅 在 氧气 和 氧气 气 
氛 中 燃烧 ,产生 雾 状 硅 石 的 过 程 可 用 两 个 模型 来 子 以 解释 。 在 开始 阶段 , 单 体 (粒子 ) 
的 轨迹 是 弹道 状 的 ,形成 的 聚集 体 尺 度 较 小 , 且 表 面 粗糙 ; 随 着 尺度 逐渐 增 大 ,由 于 退 
火 使 表面 逐步 平滑 ,此 时 尺度 增加 到 约 90 A, 这 一 阶段 的 生长 方式 属于 单 体 弹射 凝 
聚 生长 ,可 用 BA 模型 来 描述 。 在 燃烧 的 后 一 阶段 ,这 些 已 形成 的 细微 的 聚集 体 开始 
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凝聚 为 更 大 一 些 的 分 形体 ,一 般 认 为 是 通过 有 限 扩 散 的 方式 进行 的 , 即 DLCA 模型 。 
在 其 他 一 些 体系 中 也 观察 到 了 类 似 的 转变 ,从 小 尺度 的 均匀 致密 体 转变 为 大 尺度 的 
分 叉 的 聚集 体 , 如 在 胶体 溶液 中 二 氧化 硅 的 凝聚 ,二 氧化 硅 聚 合 物 , 以 及 氧化 铝 聚 合 
Wy BO NT) 。 这 种 变化 通常 都 伴随 着 生长 机 理 的 改变 , 即 从 单 体 凝 聚 转变 为 集团 凝 
聚 ,在 此 例 中 即 从 Vold 模型 变 为 DLCA 模型 。 

下 面 我 们 来 讨论 气相 沉积 中 的 随机 雨 模型 , 即 RR 模型 。 在 RR 模型 中 ,把 “ 原 
子 或 原子 团 " 看 作 “ 雨 点 ”, 按 随机 的 直线 运动 方式 “下 ”到 正在 生长 的 聚集 体 上 。 开 始 
时 ,把 一 个 种 子 放 在 一 个 大 圆 的 中 心 ,然后 “原子 团 ” 从 
圆周 上 随机 的 位 置 , 沿 着 随机 的 弦 ( 即 随机 的 方向 ) 向 
内 部 运动 。 当 这 些 “ 雨 点 ” 遇 到 正在 生长 的 聚集 体 时 ， 
就 附着 在 它 上 面 。 图 5. 15 是 一 个 按 RR 模型 生长 的 
聚集 体 。 

由 图 中 可 以 看 到 ,这 个 聚集 体 也 具有 树 权 状 的 结 
构 ( 但 与 DLA 模型 相 比 要 少 得 多 ) ,其 原因 是 ,在 形成 
聚集 体 的 过 程 中 ,雨点 ”附着 在 分 枝 上 的 概率 要 比 附 
图 5.15 由 随机 雨 模型 所 得 的 者 在 中 心 区 的 概率 丙 得 多 。 
聚集 体 图 形 对 由 RR 模型 得 到 的 聚集 体 的 Hausdorff 维 数 的 

测定 是 按 如 下 方法 进行 的 : 采用 式 (5. 29), 以 种 子 为 
圆心 ,对 不 同 羊 径 民 的 圆 , 计 算 圆 内 的 “原子 团 " 数 或 “雨点 ” 数 尺 CN) ,再 测定 R 5 
RCN) 的 双 对 数 坐 标 曲线 图 的 斜率 。 测 定 结果 是 D=1. 8640.03, GE, — MUN 
此 值 有 待 于 修正 ,在 对 RR 模型 进行 进一步 的 扩展 以 及 数学 分 析 以 后 ,R. Ball 和 
T. Witten 认为 ,由 RR 模型 所 得 的 聚集 体 的 分 形 维 数 应 该 等 于 2, 也 就 是 说 ,1. 86 这 
个 值 不 是 最 终 的 。 随 着 聚集 体 的 尺寸 逐步 增 大 , 它 将 逐渐 增加 到 20%! 。 

在 随机 雨 模型 中 ,应 该 同时 考虑 附着 与 逸 出 这 两 个 因素 。 如 果 只 有 附着 而 没有 
逸 出 , 那 意 味 着 在 流体 (运动 体 ) 与 聚集 体 之 间 的 化 学 势 差 为 无 穷 大 。 而 实际 上 化 学 
势 差 为 一 个 有 限 值 , 诛 子 既 会 附着 于 聚集 体 , 也 会 从 聚集 体 逸 出 。 所 以 在 进行 RR E 
拟 时 ,已 经 粘 附 在 聚集 体 上 的 原子 可 以 随机 地 从 聚集 体 的 边缘 脱离 出 去 。 这些 逸 出 
的 原子 继续 沿 直线 运动 ,在 碰 到 该 聚集 体 的 另 一 部 分 时 ,可 以 再 次 粘 附 到 聚集 体 上 ， 
或 者 远离 聚集 体 而 消失 。 

在 实际 的 结晶 生长 过 程 中 , 还 应 考虑 几 个 重要 的 影响 因素 , 如 表面 张力 , 在 固 
体 中 的 热 扩 散 ， 晶 体 的 宏观 对 称 性 ,以 及 表面 扩散 等 。 在 考虑 表面 张力 的 影响 时 ， 
可 以 简单 地 认为 ， 粘 附 容 易 发 生 在 有 许多 近邻 原子 的 地 点 。 当 一 个 “原子 ”附着 到 一 
个 聚集 体 时 ， 潜 热 会 通过 聚集 的 固体 传导 , 热流 与 相 邻 的 唱 粒 间 的 温差 成 比例 ， A 
余 的 热 将 从 聚集 体 向 外 辐射 出 去 。 在 随机 两 模拟 中 , 考虑 晶体 的 宏观 对 称 性 的 影响 
是 比较 难 的 , 但 应 该 注意 到 , 它 与 粘 附 概率 有 关 。 而 考虑 到 表面 扩散 的 影响 ,在 模 
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并 粘 附 在 那儿 , 那个 地 点 可 能 有 较 多 的 近邻 原子 ,或 者 在 那儿 容易 把 热量 耗 散 掉 。 

图 5. 16 是 由 随机 璀 模型 模拟 所 得 的 两 个 襄 集 体 。 在 图 5.16(a) 中 ,只 考虑 了 不 
同 的 烙 附 概率 ,如 果 附 着 的 原子 组 成 一 个 线段 ,一 个 三 角形 ,或 者 一 个 六 角形 ,那么 它 
们 的 粘 附 概率 分 别 为 0. 02,0. 3 和 1。 而 在 图 5. 16(b) 中 ,除了 考虑 不 同 的 粘 附 概率 ， 
还 考虑 了 聚集 体内 的 热 输 运 ,聚集 体 向 外 的 热 辆 射 ,附着 “原子 "的 表面 扩散 以 及 附着 
“原子 ”的 逸 出。 


(a) (b) 
图 5.16 考虑 影响 生长 的 不 同 央 素 后 得 到 的 随机 雨 异 拟 结果 


对 比 这 两 个 聚集 体 可 以 看 到 , 图 5. 16(a) 上 的 聚集 体 有 许多 明显 的 树枝 状 结构 
和 分 又 ， 有 一 个 中 心 , 图形 的 结构 特点 与 Witten-Sander 模型 的 比较 接近 。 而 
图 5.16(b) 上 的 娶 集 体 则 非常 致密 ,树枝 状 结构 和 分 又 不 太 明 显 ， 显 示 了 随机 两 模 
型 的 基本 特点 。 


5.6 BTE dese RLA) Be 


ELE e BE RO 4S BB (chemically-limited) BRB. , 它 包 括 两 种 
基本 类 型 , 单 体 生长 的 Eden 模型 和 集团 生长 的 RLCA 模型 (参见 图 5. 9)。 可 以 用 
二 氧化 硅 在 水 溶液 中 的 聚合 来 说 明 反 应 控制 生长 模型 的 基本 特征 。 在 反应 控制 生长 
的 动力 学 过 程 中 ,存在 一 个 势 金 , 只 有 克服 此 势 例 ,才能 进行 生长 。 这 个 势 垒 必定 会 
减少 “附着 概率 ”, 所 以 在 产生 一 个 成 功 的 附着 以 前 ,需要 多 次 的 接触 。 在 计算 机 上 进 
行 反应 控制 生长 模拟 时 ,是 把 有 限 扩散 凝聚 模型 (DLA) 进 行 扩 充 , 即 规定 必须 有 反 
复 的 接触 才能 产生 一 个 生长 事件 。 由 此 可 以 看 到 ,反应 控制 生长 过 程 比 扩散 生长 的 
要 慢 得 多 ,所 以 容易 对 它 进行 实验 研究 ,如 把 此 模型 应 用 于 聚合 和 胶体 凝 案 问 题 中 。 
下 面 分 别 对 Eden 模型 和 RLCA 模型 进行 对 比 。 

反应 控制 单 体 生长 过 程 用 Eden 模型 来 描述 ,在 三 维 欧 氏 空 间 中 , 它 的 分 形 维 数 
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D--3.00, Eden #2 #3 T DA fai abe. 在 所 有 的 生长 点 上 ,生长 概率 都 是 相同 的 
一 个 生长 过 程 。 这 个 模型 是 由 M. Eden 在 1961 年 首次 提出 的 ,用 来 模拟 肿瘤 的 生 
长 "中 。 除 了 在 医学 、 生 物 学 的 应 用 以 外 ,这 个 模型 还 用 来 解释 许多 其 他 的 在 稳定 的 
或 一 定 程度 上 稳定 的 界面 上 发 生 的 随机 生长 现象 。 当 一 个 Eden 聚集 体 长 大 时 , 它 
将 随机 选择 邻近 诊 集 体 周围 边界 的 许多 未 被 占用 的 格 点 之 一 (聚集 体 周围 的 空间 被 
等 分 为 许多 小 格 点 ) ,占领 该 格 点 ,使 它 成 为 聚集 体 的 一 部 分 。 把 上 面 的 过 程 重 复 许 
多 次 以 后 ,就 可 以 得 到 一 个 大 的 聚集 体 。 由 于 选择 格 点 的 具体 方法 略为 不 同 , 所 以 
Eden 模型 派生 出 A,B,C 三 种 模型 Pio 。 

在 最 常用 的 Eden-A 模型 中 ,聚集 体 周 园 边 界 上 的 一 个 格 点 被 选择 的 概率 是 1/ 
N,N, 是 边界 上 格 点 的 总 数 。 所 以 在 一 个 给 定 的 时 间 间 隔 中 ,与 聚集 体 最 邻近 的 每 
一 个 格 点 被 粒子 占据 的 几率 是 相同 的 。 在 Eden-B 模型 中 ,一 个 自由 键 被 粒子 占据 
的 概率 是 1/N, ,而 N 是 在 格 点 平面 上 连接 一 个 已 占据 的 格 点 与 一 个 尚未 被 占据 的 
格 点 的 键 的 总 数 。 这 样 ,如 果 边 界 上 的 一 个 烙 点 与 聚集 体 相连 接 的 键 数 大 于 1, 它 就 
有 较 多 的 机 会 被 占据 。 这 与 Eden-A 模型 不 同 ,在 Eden-A 模型 中 ,边界 上 各 个 格 点 
被 占据 的 概率 是 完全 相同 的 。 在 Eden-C 模型 中 ,聚集 体 所 有 的 表面 点 (它们 都 有 最 
近邻 的 尚未 被 占据 的 格 点 ) 在 下 一 步 都 有 相同 的 概率 去 占据 与 它们 近邻 的 格 点 。 在 
该 模型 中 ,一 个 表面 格 点 被 占据 的 概率 是 1/N,, 这 里 的 N, 是 表面 格 点 的 总 数 ;一 个 
新 的 粒子 被 随机 地 加 到 与 聚集 体 邻 近 的 空格 点 之 
一 。 这 三 种 模型 都 被 指望 具有 相同 的 尺度 特性 ， 
但 是 趋 近 这 个 特性 的 程度 却 强烈 地 取决 于 所 采用 
的 具体 变量 。 一 般 来 说 ,Eden-C 模型 比 另外 两 种 
fan ih BRASH. 

图 5.17 是 用 Eden-A 模型 模拟 所 得 的 聚集 体 
图 形 ,该 聚集 体 是 由 一 个 种 子 生 长 起 来 的 , 它 包 含 
有 5000 个 粒子 ,周围 边界 上 的 格 点 是 被 随机 地 占 
据 的 。 该 聚集 体 的 结构 十 分 致密 ,基本 上 是 一 个 
球形 ,而 且 有 一 个 粗糙 的 表面 。 

由 Eden 模型 得 到 的 分 形 图 形 是 空 集 的 (体内 允许 有 少量 的 孔洞 ), 而 表面 是 粗 
糙 的 , 旦 随 着 长 大 表面 越 来 越 粗糙 ,得 到 D.=2。 在 一 定 范 围 内 ,粗糙 的 范围 与 篮 内 
的 粒子 数 间 存 在 寄 函 数 关 系 , 从 而 具有 一 定 的 标 度 不 变性 02 UH 

下 面 讨论 反应 控制 集团 凝聚 模型 , 即 RLCA 模型 。 反 应 控制 集团 凝聚 与 有 限 扩 
散 集 团 凝 聚 (DLCA) 很 相似 ,所 不 同 的 是 两 集团 在 凝聚 中 以 更 小 的 结合 概率 进行 。 
在 这 里 ,不 仅 两 集团 的 粒子 之 间 的 接触 是 随机 的 ,而 且 在 其 接触 中 ,两 集团 的 粒子 只 
按 一 定 的 概率 p 产生 结合 , 当 p 接近 于 1 时 ,模型 就 变 成 了 DLCA。 而 当 p>o 时 ， 
模型 变 成 纯粹 的 反应 控制 集团 凝聚 。 在 RLCA 模型 中 ,反映 核 具 有 如 下 的 形式 : 


图 5.17 含有 5000 个 粒子 的 Eden-A 
模型 模拟 的 聚集 体 


(5. 33) 


A —9 dj) (XJ 
KG,j—r (i j) 
式 中 4 是 一 个 接近 1 的 指数 。 

RLCA 模型 的 计算 机 程序 除 有 限 扩 散 模 拟 程序 外 ,还 要 “加 上 ?接触 中 的 吸附 程 
序 。 这 个 程序 规定 如 下 : 对 0 委 y 委 1 的 随机 变数 y, 当 p<y 时 ,两 集团 粒子 在 接触 
中 不 吸附 2 poy 时, 才 吸 附 。 

分 级 吸附 模型 是 反应 控制 集团 凝聚 模型 中 最 简单 的 形式 ,这 种 模型 中 ,每 一 次 聚 
合 ( 凝 聚 ) 都 是 等 线 度 集团 间 的 配对 聚合 。 因 此 由 这 种 模型 建立 的 集团 总 具有 2” 个 
基 元 ( 单 体 、 分 子 、 微 晶 等 )。 其 中 m 是 聚合 次 数 ,由 数值 模拟 ,对 d 二 2,3,4 维 所 计算 
出 的 分 形 维 数 分 别 是 1. 53-0. 04,1. 983-0. 04,2. 32 十 0.04。 在 分 级 吸附 模型 中 , 含 
有 NN 个 基 元 的 一 对 集团 ,在 其 配对 中 彼此 接触 的 组 态 数 Cy 与 N 之 间 的 关系 是 自 相 
似 的 ,因此 有 

Cy ~ N* (5. 34) 
$8 BC AXE d —2.3,4 AEM, 4p HARA OO. 74,1. 16.1. 44. 

分 级 吸附 模型 只 考虑 单 分 散 体系 中 相同 大 小 集团 间 的 配对 ,这 当然 是 很 苛刻 的 
限制 ,如果 去 掉 这 个 限制 , 即 对 多 分 散 集 团 的 系统 ,任何 大 小 集团 之 间 允 许 进 行 随机 
配对 ,那么 这 样 的 模型 所 给 出 的 分 形 维 数 比分 级 吸附 模型 要 大 些 。 例 如 ,4d 二 3 时 ,分 
形 维 数 D=2.1140.03;d=2 I}, D=1. 590.01, 

RLCA 模型 在 进行 计算 机 模拟 时 ,一 般 从 含有 大 量 粒 子 的 系统 开始 , 随 视 地 选 
择 一 对 粒子 , 按 接触 程序 令 其 接触 。 如 果 所 选 的 这 对 粒子 属于 同一 集团 , 则 去 掉 这 种 
选择 ,重新 再 选 一 对 ;如 果 这 对 粒子 包含 于 两 个 不 同 的 集团 中 , 当 令 其 接触 后 ,运动 两 
集团 中 所 有 的 粒子 ,以 保证 两 集团 中 所 有 粒子 都 能 在 随机 选择 中 彼此 接触 ;如 果 两 集 
团 互相 覆盖 , 则 另 选 新 粒子 配对 。 只 有 当 所 选择 的 是 两 个 不 覆盖 的 集团 中 的 粒子 对 
时 ,我 们 就 按 接触 程序 令 它 们 作 不 可 逆 的 结合 。 

图 5.18 中 (a) CO CO BERE TE DI ES RBS RLCA 模型 ,在 计算 机 上 对 16 332 个 
粒子 进行 模拟 所 生成 的 聚集 体 在 三 个 彼此 垂直 的 平面 上 的 投影 图 。 

图 5. 19 是 该 集团 的 回转 半径 R, 对 线 度 S( 聚 集体 具有 的 粒子 数 ) 的 双 对 数 曲 线 ， 
它 的 直线 部 分 的 斜率 为 In(R,/VS)V/in S 二 一 0.021, 由 此 可 得 g— 1n R,/In S 一 十 0.479 

Hp BER, ~S? 标 度 中 的 寒 指数 ), 从 而 可 以 确定 集团 的 分 形 维 数 Dy? 087, 


下 面 来 看 一 个 化 学 反应 中 的 例子 。 在 聚合 过 程 中 ,处 处 存在 着 反应 控制 集团 族 
B(RLCA) ,在 三 维 空间 中 ,其 分 形 维 数 D=2.09。 在 反应 控制 生长 中 ,反应 化 学 起 
着 十 分 重要 的 作用 , 它 将 确定 何 时 由 单 体 一 集团 生长 过 渡 到 集团 一 集团 生长 ( 即 集团 
凝聚 生长 ) 。 例 如 在 二 氧化 硅 聚 合 时 ,改变 化 学 生长 条 件 就 可 以 使 该 体系 从 单 体 一 集 
团 生长 区 进入 到 集团 一 集团 生长 区 ,并 且 形 成 一 个 枝 状 的 聚合 物 , 它 的 分 形 维 数 近似 
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E 5.18 RLCA 模型 的 计算 机 模拟 结果 
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图 5.19  RLCA 模型 的 双 对 数 曲 线 
等 于 2.0。 至 少 有 两 种 方法 可 实现 这 个 转变 ,如 酸 催化 或 二 步 聚 合法 。 

由 于 在 酸 催化 时 ,凝聚 反应 不 要 求 结构 转 换 , 所 以 系统 容易 由 集团 一 集团 反应 而 
生长 。 另 外 ,在 酸 催 化 条 件 下 ,水解 反 应 进行 得 很 快 , 而 凝聚 则 很 慢 , 导致 了 反应 的 单 
体 间 的 分 离 ,这些 分 离 的 单 体 接 下 来 就 以 集团 一 集团 的 形式 聚集 长 大 。 最 后 得 到 的 
聚集 体 称 为 质量 分 形体 , 即 它 的 表面 积 与 质量 成 正比 ,其 质量 M 与 其 尺度 R 之 间 
符合 

M ~ R” (5.35) 
万 即 为 分 形 维 数 。 在 大 的 长 度 尺度 时 ,得 到 的 质量 分 形体 的 分 形 维 数 D=2, 

在 采用 二 步 聚 合法 时 ,首先 把 少量 水 加 入 到 酸 催化 的 溶液 中 就 会 形成 小 的 集团 ， 
但 由 于 微 化 学 当量 水 解 的 影响 ,而 使 小 的 集团 停止 生长 。 接 下 来 再 加 水 使 聚合 反应 
开始 进行 。 由 于 在 第 一 步 反 应 中 , 单 体 基 本 上 已 被 耗 尽 ,所 以 在 第 二 步 反 应 中 必然 只 
发 生 集 团 凝 聚 生长 过 程 , 而 与 催化 条 件 无 关 。 实 际 上 ,用 二 步 聚 合法 生产 的 硅 酸 盐 ， 
其 第 二 阶段 的 结构 (长 度 大 于 lnm) 基 本 上 与 第 二 步 反 应 条 件 无 关 ， 而 与 集团 凝聚 生 


长 模型 所 得 到 的 图 形 相 符 , 参见 图 5. 9. 
5.7 粘性 指 延 与 渗流 


除了 前 三 节 中 介绍 的 DLA 模型 .BA 模型 以 及 RLA 模型 外 ,还 有 其 他 许多 模 
型 ,它们 是 根据 非 平衡 态 系统 的 不 同 的 动力 学 生长 条 件 以 及 不 同 的 物理 化 学 过 程 而 
被 提出 的 , 如 Niemeyer 等 人 在 1984 年 提出 的 电介质 击 穿 模型 , 即 DBM 模型 
(Dielectric Breakdown ModeD 。 该 模型 被 用 来 模拟 各 种 电介质 击 穿 现 象 , 从 天 
空中 的 闪电 到 高 分 子 聚 合 物 的 导电 的 树枝 状 组 织 。 在 这 些 现象 中 ,虽然 实际 的 物理 
过 程 是 完全 不 同 的 ,但 最 终 的 放电 图 形 的 整体 性 质 是 很 类 似 的 : 它们 都 具有 与 DLA 
模型 相像 的 随机 分 又 的 开放 结构 。 正 因为 如 此 ,所 以 常 把 DBM 模型 归纳 到 有 限 扩 
散 生 长 这 一 类 中 。 在 DBM 模型 中 ,在 放电 图 形 的 尖端 发 生 的 复杂 物理 过 程 的 细节 
没有 被 考虑 ,在 作 了 一 些 假设 后 , 列 出 了 相应 的 方程 。 先 假设 在 导电 相 中 $—9 —0, 
此 处 $5 是 满足 Laplace 方程 的 电势 , 即 
Vi$—0 (5.36) 
又 假设 生长 速率 是 随机 地 正比 于 局 域 电 场 二 一 V$ (PRÉ yp. GOR AE 1 那么 对 DBM 
模型 和 DLA 模型 而 言 ,两 者 的 生长 几率 都 正比 于 满足 式 (5. 36) 的 一 个 分 布 的 梯度 局 域 
值 , 这 是 由 于 在 一 个 给 定点 发 现 一 个 扩散 粒子 的 概率 也 由 Laplace 方程 给 出 。 
在 这 一 节 中 ,主要 讨论 粘性 指 延 人 viscous fingering) MISH (percolation). AA 
些 文献 上 粘性 指 延 被 称 为 粘性 指 进 , 粘 滞 指 凸 ,粘性 指 化 , 粘 滞 分 又 等 。20 HH AK 
英国 造船 工程 师 海 利 一 肖 (Henry S. Hele-Shaw) 根 据 他 的 研究 工作 发 展 了 一 个 实验 
装置 ,该 装置 后 来 被 称 为 Hele-Shaw R$, Æ Hele-Shaw #8 .— PUR TE dit CAN H 
浦 ) 盛 在 两 块 平行 板 之 间 。 当 把 一 种 粘度 较 低 的 流体 ( 例 
如 空气 ) 注 入 甘油 中 间 时 ,空气 便 把 甘油 挤 开 ,于 是 形成 一 
个 气泡 ,同时 有 许多 “手指 ”, 即 突出 的 尖端 ,从 泡 上 长 出 
来 , 见 图 5. 20。 这 一 现象 被 称 为 粘性 指 延 是 很 恰 当 
AOC! 。 其 原理 是 因为 流体 的 运动 也 满足 Laplace 方程 ， 
并 且 流 体 体 积 元 的 流速 和 压强 梯度 成 正比 。 流 体 的 不 可 
压缩 性 使 流速 的 散 度 为 零 ,可 以 推出 流体 压强 的 Laplace 


场 ,其 生长 速率 是 由 流速 与 压强 梯度 成 正比 给 出 的 。 图 5.20 甘油 中 空气 泡 的 
粘性 指 延 是 一 种 具有 实际 意义 的 现象 ,1958 年 英国 “粘性 措 延 "形态 


物理 学 家 G. 1 Taylor 和 Philip G. Saffmann( 剑 桥 大 学 ) 

在 用 水 驱赶 地 岩 中 的 石油 ,以 提高 石油 产量 的 研究 中 提出 了 粘性 指 延 模型 ,他 们 采用 
相距 0. 5 mm 的 Hele-Shaw 槽 ( 圆 状 或 长 条 状 ) 来 研究 低 粘度 液体 对 高 粘度 液体 的 驱 
赶 现象 。 在 采油 时 ,为 了 提高 石油 的 回采 率 , 需 将 水 注入 油田 中 ,此 时 会 出 现 粘 性 指 
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延 现象 ,而 这 一 现象 使 石油 的 回采 率 大 大 降低 。 如 果 不 采 取 专 门 的 方法 ,将 只 有 很 少 
一 部 分 粘性 酒会 被 驱赶 到 油田 边缘 上 的 油井 里 ""']。 

粘性 指 延 过 程 所 产生 的 形态 与 计算 机 模拟 生长 的 由 有 限 扩散 凝聚 (DLA)? 过 程 
所 产生 的 图 案 很 相似 。 这 种 相似 的 原因 何在 呢 ? 澳大利亚 联邦 科学 和 工业 研究 组 织 
的 Lincoln Paterson 认为 ,有 限 扩散 凝聚 与 粘性 指 延 这 两 种 过 程 的 原理 是 相同 的 。 
前 者 的 生长 是 由 随机 游 动 粒 子 的 净 内 流 引 起 的 ,而 这 种 流动 又 来 源 于 这 样 一 个 事实 : 
粒子 从 依 集 体外 密度 较 大 的 区 域 游 动 进来 的 机 会 比 从 密度 较 小 的 区 域 游 动 进来 的 机 
会 要 大 。 具 体 地 说 ,流量 是 与 聚集 体外 密度 的 变化 率 成 正比 的 。 

在 粘性 指 延 中 ,甘油 的 流体 压力 类 似 于 粒子 的 密度 。 这 一 压力 在 空气 泡 与 甘油 
的 界面 上 为 最 大 , 当 甘 油 从 气泡 上 向 外 流动 时 ,压力 就 减 小 。 其 流量 正比 于 气泡 外 各 
点 上 压力 的 变化 率 。 指 状 物 之 所 以 会 长 大 ,就 是 由 于 流体 最 容易 从 指 状 物 上 向 外 流 
开 。 因 为 流体 流 开 时 ,界面 也 跟着 移动 ,“ 指 尖 ” 便 变 得 更 长 。 其 结果 是 出 现 一 种 生长 
不 稳定 性 , 它 与 有 限 扩散 凝聚 的 生长 不 稳定 性 相 类 似 。 

金属 在 电极 上 沉积 ,粘性 流体 的 指 廷 以 及 电介质 击 穿 图 形 的 形成 等 现象 有 其 共 
同性 ,用 偏 微分 方程 可 以 很 容易 地 把 这 种 共 
同性 显示 出 来 。 如 用 一 块 四 周 绢 紧 ,中 间 不 
上 一 个 正在 生长 的 分 形 图 形 的 橡皮 来 作 个 简 
单 类 比 ,也 可 以 对 上 述 现 象 的 基本 效应 有 个 
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周 绷 紧 ,中 间 压 和 一 个 正在 生长 的 分 形 图 形 ， 
在 橡皮 下 陷 得 最 陡峭 的 地 方 (也 就 是 分 形 图 
形 的 “ 指 尖 ”处 ), 分 形 图 形 生长 最 快 ,因此 接 
下 来 指 尖 就 变 得 更 尖锐 , 压 在 橡皮 上 ,这 一 过 
图 5.24 用 一 卖 四周 绷 紧 的 和 皮 来 作为 有 程 就 这 样 反复 进行 下 去 。 
mu TA ER AS PR 表示 粒子 随机 游 动 的 概率 .Hele Shaw f 
中 的 压力 以 及 电介质 击 穿 通道 附近 的 电压 等 函数 都 属于 调和 函数 ,这 种 两 数 是 一 类 
偏 微分 方程 的 解 。 调 和 函数 具有 净 零 曲率 , 即 当 它 在 某 一 方向 上 向 上 弯曲 时 ,就 会 在 
与 其 相 垂直 的 方向 上 向 下 索 曲 (有 点 类 似 于 马鞍 的 形状 ) 。 橡 皮 也 具有 零 曲率 , 它 的 
高 度 可 以 看 作 是 概率 .压力 或 电压 ,而 在 分 形 图 形 的 边缘 处 的 斜率 则 可 作为 生长 速 
率 。 斜 率 最 大 的 地 方 出 现在 尖端 附近 ,而 尖端 是 生长 最 快 的 地 方 。 下 一 步 就 是 长 得 
更 尖锐 的 尖端 压 在 橡皮 上 ,如 此 不 断 地 进行 下 去 。 
在 DLA 模型 .DBM 模型 以 及 粘性 指 延 中 ,其 相应 的 参数 都 满足 Laplace 方程 ， 
所 以 有 时 也 把 它们 统称 为 Laplace 分 形 。 在 这 些 模型 中 ,它们 的 共同 点 是 满足 长 程 
的 Laplace 方程 ,边界 条 件 相同 ,所 不 同 的 是 生长 速率 准则 。 分 形 生长 的 图 形 可 由 上 


述 模型 的 数值 模拟 而 得 到 。 由 于 Laplace 方程 具有 标 度 不 变性 和 生长 概率 具有 的 一 
致 性 , 才 使 得 生长 出 来 的 图 形 具 有 标 度 不 变性 。 

下 面 讨论 渗 流 模型 。 所 谓 渗 流 , 粗 略 地 说 就 是 流体 在 随机 介质 中 的 运动 。 渗 流 现 
象 在 自然 界 中 广泛 存在 着 。 人 体 和 动物 体内 存在 多 和 孔 结 构 的 组 织 和 器 官 ,如 肺 心 、 肝 
和 肾 等 ,体液 在 其 中 流动 着 ,以 维持 正常 的 生命 活动 ;植物 的 茎 . 枝 、 根 和 叶 等 ,也 是 多 和 孔 
结构 ,也 有 液体 在 其 中 进行 着 输 运 ;生物 细胞 的 细胞 壁 也 始终 不 停 地 在 进行 着 液体 渗 
析 ; 地 层 里 多 孔 岩 石和 砂 土 中 石油 和 水 的 流动 等 ,这 些 都 属于 渗流 现象 。 在 有 的 文献 
the Aaa! 。 用 渗流 模型 所 描述 的 无 序 体系 称 为 渗流 体系 。 这 类 体系 非常 多 ， 
常见 的 有 多 孔 介 质 ; 随 机 网 络 ; 有 机 支 联 , 网 联 体 ; 烟 尘 、 病 毒 和 超 微粒 ;森林 火灾 等 。 

渗流 概念 作为 描述 流体 在 随机 介质 中 运动 的 数学 模型 ,是 由 K. Broadbent 和 
M. Hammersley 在 1957 年 首次 提出 来 的 , 它 是 概率 论 的 一 个 分 支 。 考 虑 一 个 二 维 
方形 点 阵 , 假 定 在 点 阵 上 的 格 点 可 以 被 随机 地 占据 , 设 每 一 个 格 点 被 占据 的 几率 为 
P, 不 被 占据 的 概率 为 1 一 P。 若 相 邻 的 格 点 都 被 占据 时 ,这 些 格 点 就 组 合成 为 一 个 
集团 。 显 然 当 P 增加 时 ,集团 的 大 小 也 会 相应 地 增 大 ,但 仍然 是 有 限 的 。 当 已 达到 
某 一 临界 数值 己 . 时 ,点 阵 上 就 会 出 现 一 个 无 限 大 集团 ,这 时 我 们 认为 发 生 了 渗流 相 
变 ,并 称 P. 是 渗流 疝 值 ,或 渗流 临界 值 。 对 于 二 维 方形 点 阵 , 已 计算 出 已 .一 0. 59。 
图 5. 22 是 在 P<P..P=P. 和 了 之 P, 三 种 情况 下 渗流 相 变 的 示意 图 1。 
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图 5.22 渗流 相 变 示意 图 


上 面 简略 地 介绍 了 渗流 相 变 , 下 面 来 观察 一 个 渗流 实验 。 图 5. 23 是 实验 装置 示 
意图 ,在 一 个 玻璃 槽 中 无 规则 地 放 入 大 小 相同 的 白色 玻璃 球 和 黑色 钢 球 , 模 两 端 各 设 
置 一 个 电极 ,并 连接 成 如 图 中 所 示 的 电路 。 设 钢 gk Ne 
球 所 占 比例 为 P, 则 玻璃 球 占 的 比例 为 1 一 P。 
当 尸 较 小 时 , 钢 球 只 能 形成 一 些 很 小 的 孤立 集 
团 ,不 可 能 形成 电流 通道 。 逐 渐 增 加 钢 球 的 数 
H ,并 使 钢 球 在 玻璃 槽 中 的 分 布 仍然 是 完全 无 
规 的 , 钢 球 与 玻璃 球 的 总 数目 保持 不 变 。 当 钢 
球 的 比例 达到 P=0.27 时 ,开始 出 现 电流 。 这 
是 因为 在 玻璃 槽 中 形成 延展 的 具有 分 形 结构 的 图 5.23 渗流 实验 示意 图 


分 
j 


(Bos) 


124: 


导电 集团 ,很 明显 LB VLLL P. 一 0.27, 这 一 点 也 是 渗流 的 相 变 点 。 由 于 发 生活 流 
相 变 往往 与 渗流 体系 中 介质 之 间 的 相互 几何 位 置 有 关 , 所 以 有 时 也 将 渗流 相 变 称 
为 几何 相 变 。 

渗流 模型 分 为 点 渗流 、 键 渗流 和 点 键 混合 渗流 三 类 ,其 中 点 渗流 模型 应 用 最 多 。 
图 5. 24 为 点 渗流 和 键 渗流 模型 的 示意 图 ,图 (a) 为 点 渗流 ,图 (Cb) 为 键 渗流 。 
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图 5.24 BR AS BA 
(a) 点 渗流 ; Cb) BB Ri 


在 平面 方 格 点 阵 上 ,如 果 格 子 上 所 有 的 键 都 被 导 通 键 占据 , 只 剩 下 可 随机 占有 的 
RE ,这 样 的 格 点 称 为 点 渗流 格子 系 。 反 之 ,如 果 所 有 的 点 都 已 布 上 了 粒子 (被 粒子 
占有 ) ,只 剩 下 可 随机 占有 的 键 集 , 这 样 的 格子 系 称 为 键 渗流 格子 系 。 当 点 集 和 键 集 
都 处 于 随机 占有 形式 时 ,这 就 是 最 一 般 的 渗流 体系 一 点 键 混合 渗流 。 对 于 点 渗流 ， 
假定 每 一 格 点 有 两 个 状态 ,占有 态 和 非 占有 态 ,用 1 表示 占有 态 , 用 0 表示 非 占 有 态 ， 
令 每 个 格 点 进入 被 粒子 占有 状态 的 概率 为 也 ,点 空 着 的 概率 为 ,那么 g=1—P. [ij 
FE ,对 于 键 渗流 ,对 每 一 个 键 也 赋予 两 个 态 : 导 通 态 和 非 导 通 态 ,并 假定 每 一 个 键 进 
入 导 通 态 的 几率 为 尸 , 则 键 处 于 非 导 通 态 的 几率 为 9, 且 9—1— P. 

渗流 体系 最 基本 之 点 是 确认 这 种 体系 必然 至 少 存在 一 个 阐 值 态 ,或 临界 态 。 
此 , 它 的 关键 问题 是 在 给 定 条 件 下 能 否 实现 (或 达到 ) 临 界 态 的 问题 。 如 在 点 渗流 问 
题 中 ,点 占有 概率 存在 一 个 临界 阐 值 P., 当 点 占有 概率 PP. 时 , 格 点 上 只 形成 有 限 
大 小 的 集团 ; 当 PL P. 时 ,格子 上 明显 地 出 现 了 无 限 大 集团 ; 当 P 一 P. 一 0 时 , 即 从 
P, 的 下 方 (小 于 P. 的 值 ) 趋 向 P. 时 ,格子 上 将 出 现 一 个 初始 无 限 大 和 集团。 只 要 格子 
上 一 出 现 无 限 大 集团 ,我 们 就 说 格子 体系 已 进入 渗流 态 , 或 者 说 发 生 了 渗流 相 变 。 渗 
流 相 变 是 个 二 级 相 变 ,在 相 变 时 ,一 个 很 重要 的 物理 量 是 渗流 概率 , 它 的 定义 是 , 当 占 
据 几 率 为 P 时 ,点 阵 上 任 一 格 点 属于 无 限 大 集团 的 概率 称 为 渗流 概率 , 记 为 p(P)。 
由 此 定义 立即 可 以 看 出 ,从 P=0 到 P— P. ,渗流 概率 是 恒 等 于 零 的 , 即 pC PI=0;5 4 
P>P. 后 ,渗流 概率 oC(P) 会 随 着 P 的 增加 而 很 快 地 上 升 ,ptP) 是 PP 的 光滑 的 增 函 
数 ;最 后 当 书 趋 近 于 1 时 ,p(P) 也 趋 近 于 1, 这 表示 无 限 大 集团 否 并 了 其 他 有 限 大 小 


的 集团 ,整个 点 阵 被 一 个 无 限 大 集团 所 占领 。 所 以 ,渗流 概率 起 着 渗流 相 变 时 序 参量 
BU TE HI Eppa EB iit BE, P. 处 ,点 阵 上 从 无 到 有 地 出 现 了 长 程 关 联 性 。 因 此 , 渗 
流体 系 中 最 关键 的 问题 是 研究 发 生 渗流 相 变 时 的 渗流 概率 oCPO. 与 通常 的 相 变 问 
题 一 样 ,o(P) 在 P, 点 上 也 存在 奇异 性 。 当 PP. 时 , 按 相 变 的 普 适 性 规律 , 序 参 量 
满足 的 标 度 律 为 
p(P) 一 | P — P, |? (5. 37) 
或 写成 如 下 的 形式 
limp(P) ~ A, | P— P, |’ (5. 38) 


AH 8 为 渗流 概率 的 临界 指数 ,而 A, 称 为 渗流 概率 的 临界 幅度 。 与 铁 磁 体 磁化 强度 

或 气 一 液 两 相 密 度 差 在 临界 温度 上 (由 其 下 端 趋 于 临界 点 ) 按 适 次 BERT E TE ,在 
这 里 当 已 从 下 端 趋 于 P. 时 ,渗流 概率 PA 

pO [ones = 0 (5. 39) 

TE T YR 18 UCET PRES] A W AE SR G(r), GOO RA SUR ABA 

据 时 , 距 原 点 为 xz 远 的 格 点 也 被 属于 与 原点 同一 集团 的 点 占据 的 概率 ,也 即 原点 与 

工 点 之 间 至 少 存在 一 条 键 联 路 径 的 概率 。 以 一 维 为 例 , 当 x 二 0 时 ,显然 有 GOS]; 


当 最 近邻 点 也 被 占据 时 ,这 一 点 必然 属于 同一 集团 , 故 有 GO =P. Tio BE ex y 
工 远 的 关联 点 , 则 要 求 z,(z 一 1),(z 一 2)… 直 到 x—0 所 有 点 名 一 一 被 占有 ,因此 有 
GG) = P* (5. 40) 

当 P<P.=1 时 ,一 维 关联 函数 将 随 x 按 指数 规律 趋 于 零 ， 
GG) ~ exp(- £) (PcP,—1 (5.41) 


再 利用 式 (5, 40), 则 可 求 得 5 的 表达 式 


1 = l x — ~ 
C=" pT > pop ( 当 己 一时 ) (5.42) 


c 称 为 关联 长 度 , 它 标志 着 渗流 集团 的 特征 线 度 。 式 (5. 42 RW. P-~1 时 ,关联 长 
HE (oo ,集团 变 成 无 限 大 集团 ,这 种 状态 就 是 渗流 态 , 而 P.=1 这 个 值 称 为 一 维 渗 
流体 系 的 临界 值 。 式 (5. 42) 还 表明 , 当 P>1 时 ,Y 按 |1 一 P| 的 负 1 KHER. 

在 高 维 情况 下 (空间 维 数 4 二 2 和 3 时 ) ,P, 值 不 再 等 于 1, 此 时 关联 函数 G CIO E 
遵循 如 下 规律 ; 


—-—)| (P<P.) 
Gr) ~ "Ur . (5. 43) 
(4) (P >P.) 


RP d 是 空间 维 数 ,w 2 I FEE EC. TF 1E. 1. EAER KEKE pH P B8 
关系 由 下 式 给 出 : 
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“一 五 二 六 (5. 44) 
式 中 v 是 另 一 个 临界 指数 ,只 与 空间 维 数 4 有 关 。 对 于 一 维 ,4 一 1,y 二 1; 对 于 二 维 ， 
EE! 
4 一 2," 一 了 。 


在 渗流 体系 中 ,参量 P( 格 点 占有 概率 ) 和 关联 长 度 z(P) 是 两 个 很 重要 的 量 。 
P 相当 于 热力 学 中 温度 这 一 控制 参量 ,而 ECP) 则 是 渗流 集团 唯一 的 长 度 标 度 。 渗 流 
集团 在 P 参量 控制 下 基本 上 可 以 分 为 如 下 三 类 |; 

(1) 当 P<P. 时 ,5(P) 有 限 。 体 系 中 出 现 了 绝 大 多 数 线 度 为 (CP) 的 有 限 大 小 集 
团 。 这 时 虽 也 有 极 少 数 大 于 EC(P) 的 集团 出 现 , 但 与 主流 集团 相 比 较 , 完 全 可 以 忽略 。 
由 于 在 P<P, 的 情况 下 , 格 点 占有 几率 不 高 ,集团 的 形成 基本 上 是 按 一 定 的 模式 “ 逐 
次 建造 ?的 ,因此 ,这 时 所 形成 的 线 度 Rs5CP) 的 集团 是 自 相似 的 。 

(2) 4 P— P, —OCBI JA P, 的 下 端 趋 于 P.) 时 ,体系 中 开始 出 现 无 限 大 集团 , 称 为 
初始 无 限 大 和 集团。 这 种 集团 的 出 现 标志 着 体系 正好 进入 临界 状态 ,因此 ,初始 无 限 大 
集团 仍然 具有 自 相 似 性 ,只 不 过 此 时 的 自 相 似 性 是 由 临界 状态 下 起 伏 的 自 相似 性 造 
成 的 ,集团 的 线 度 尺 ~5CP.) 一 ce 。5CP.) 称 为 初始 无 限 大 集团 的 特征 标 度 。 

(3) 当 忆 >P. 时 ,体系 中 出 现 了 大 量 的 无 限 大 集团 。 集 团 自 身 的 密度 向 均匀 化 
发 展 , 集 团 线 度 R 宕 ECP,) 一 oc, 此 时 体系 不 再 具有 自 相 似 性 。 

下 面 讨 论 利 用 初始 无 限 大 集团 的 标 度 特性 来 确定 集团 的 分 形 维 数 D 和 渗流 的 
临界 指数 之 间 的 关系 。 设 体系 中 出 现 了 一 个 初始 无 限 大 集团 ,集团 的 线 度 R~ OCP 
oo。 在 此 初始 无 限 大 集团 上 选取 原点 0, 则 在 该 集团 上 另 一 点 ~(r 委 5CP.)) 也 被 占据 
的 几率 P..(r) 对 r 的 依赖 形式 应 表示 为 


P..(r) ~ NO Lr ps (r < EP.)) (5. 45) 
如 果 要 一 般 地 表示 Po GO ,还 应 乘 上 一 个 依赖 于 初始 无 限 大 集团 特征 标 度 CCOPO RS 
标 度 函数 /( 二) BD 


Po) = 1h 4. f(z) (5.46) 


标 度 函数 f(z) 的 特性 可 以 按 如 下 分 析 确 定 。 事 实 上 , 当 x«1CHD KOM. 
式 (5.45) 的 要 求 应 有 P(r) ~~? ,这 就 要 求 f(z) 是 一 个 不 依赖 于 x 的 常量 ( 即 不 
依赖 于 x AE) >L 0S D BE rn 点 将 不 再 属于 该 初始 无 限 大 集团 。 因 此 ,这 
类 点 占有 与 否 完全 与 该 集团 无 关 , 也 就 是 说 , 当 > 六 5 时 ,Pr) 将 是 一 个 不 依赖 于 > 
的 量 。 根 据 以 上 两 点 ,就 可 以 确定 f(x) 的 两 个 极限 标 度 形式 : 

常量 (x 之 1) 


[b Gost) (5. 47) 


由 式 (5. 46) 可 得 Pr) 的 极限 标 度 形式 ， 


yd 
ZR 


利用 式 (5. 385 , 则 有 


而 从 式 (5. 44) ,可 得 


从 而 有 


(r < OCP.) 
(r > ECP.) 


P..(P) ~| P—P. |? 
| P—P.|~ EP, 


P..(P) ~| P— P. |? — (CP) 


jg x C5. 48) 与 式 (5.51) 相 比较 ,可 以 得 到 如 下 的 关系 式 


p=da—4 
v 


(5. 48) 


(5. 49) 


(5. 50) 


(5. 51) 


(5. 52) 


按 上 式 可 以 根据 渗流 的 临界 指数 8 和 ， 得 到 渗流 体系 的 分 形 维 数 D。 表 5.1 列 出 了 


各 种 模型 中 已 知 的 8 和 wv 值 ,以 及 由 式 (5. 52) 求 得 的 品 值 1。 


表 5.1 渗流 临界 指数 与 分 形 维 数 

模 式 B " D 
平均 场 理 论 ( 六 维 ) 1 172 4 
二 维 渗流 模型 5/36 4/3 1. 896 
二 维 Ising 模型 1/8 1 1. 875 
UAE i 0. 44 0. 88 2.50 
三 维 Ising 模型 (级 数 ) 0. 312 士 0. 003 0. 642 士 0.003 2. 507 一 2. 52 
三 维 Ising 模型 ( 重 正 化 ) 0. 340 0. 630 2. 46 
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第 6 章 分 形 生 长 的 计算 机 模拟 


6.1 DLA 生长 的 Monte Carlo 模拟 


自然 界 中 很 多 的 生长 过 程 ( 或 者 系统 的 变化 过 程 ) 往 往 受 到 非 局 域 参量 的 空间 分 
布 的 控制 。 所 谓 非 局 域 指 的 是 : 在 空间 一 个 给 定点 处 ,这 个 参量 的 值 除了 受到 它 的 
最 近邻 点 的 影响 之 外 ,还 受到 系统 中 其 他 较 远 处 点 的 影响 。 非 局 域 参量 可 以 是 固化 
时 温度 的 分 布 ,流体 中 的 压强 .在 某 一 给 定点 上 发 现 一 个 扩散 粒子 或 粒子 簇 的 概率 或 
是 一 个 带电 导体 周围 的 电势 等 。 

在 有 限 扩散 凝聚 模型 中 , 非 局 域 参量 的 空间 相关 性 满足 具有 变动 的 边界 条 件 的 
拉 普 拉 斯 方程 (Laplace equation) ,扩散 粒子 的 浓度 也 可 以 用 拉 普 拉 斯 方程 来 描述 。 
在 凝聚 现象 中 ,概率 分 布 的 非 局 域 性 扮演 了 重要 的 角色 。 在 有 关 的 生长 模型 中 ,主要 
的 假定 是 : 粒子 间 的 粘 附 是 不 可 逆 的 ,因为 在 大 量 的 实际 生长 过 程 中 ,这 个 条 件 是 可 
以 满足 的 。 

在 科学 技术 的 许多 领域 ,由 于 不 稳定 的 界面 的 移动 而 产生 复杂 的 图 形 是 个 很 常 
见 的 现象 ,而 界面 的 扩散 控制 运动 必定 导致 非常 复杂 的 树枝 状 的 分 形体 ,这 是 由 生长 
的 不 稳定 性 决定 的 。 通 过 适当 的 近似 后 ,在 扩散 控制 生长 过 程 中 的 界面 由 拉 普 拉 斯 
方程 和 相应 的 边界 条 件 所 确定 


Vid, = 0 (6.1) 
式 中 zx,t 是 变量 。 
无 规 扩 散 是 自然 界 中 广泛 存在 的 一 类 现象 ,可 以 用 Fick 定律 来 加 以 描述 
J —— DV® (6. 2) 
2P v.J = Dao (6. 3) 


at 
其 中 @ 是 粒子 浓度 ,J 是 扩散 流量 ,D 是 扩散 系数 。Witten 和 Sander 证 明 ,DLA Æ 
长 相当 于 在 一 定 的 边界 条 件 或 初始 条 件 下 , 即 


1 (在 DLA 聚集 体 上 ) (6. 4) 


0 《在 无 限 远 处 ) 


式 (6.3) 的 动态 离散 解 , 并 且 周 界 上 第 ; 点 的 法 向 生长 几率 或 速度 为 
u; —|n:Ji-DIiVv,ol, (6. 5) 
n 为 周 界 上 i 处 的 法 向 单位 向 量 。 
式 (6.3) 在 式 (6.4) 条 件 下 变 为 拉 普 拉 斯 方程 
AP=0 (6. 6) 

DLA 模型 是 分 形 理论 中 最 为 人 们 所 重视 的 生长 模型 之 一 ,因为 按照 这 个 模型 ， 
通过 简单 的 运动 学 和 动力 学 方程 就 可 以 产生 出 具有 标 度 不 变性 的 自 相 似 的 分 形 结 
构 , 从 而 建立 起 分 形 理 论 和 实验 观察 之 间 的 桥梁 ,在 一 定 程度 上 揭示 出 实际 体系 中 分 
形 生长 的 机 理 , 如 在 胶体 甚 浮 系 统 , 枝 晶 生 长 以 及 聚合 物 的 聚合 过 程 中 。 

在 计算 机 已 经 得 到 迅速 发 展 和 普及 的 今天 ,人 们 广泛 地 用 计算 机 来 模拟 各 种 生 
长 过 程 。 计 算 机 模拟 的 一 个 主要 优点 是 可 以 随意 地 设 定 或 改变 各 种 参数 ,编写 一 个 
不 太 复杂 的 程序 后 ,计算 机 就 可 以 自动 执行 ,完成 大 量 烦 琐 的 工作 量 , 最 后 产生 一 个 
人 们 期 待 的 或 者 意 想 不 到 的 结果 。 在 本 书 的 附录 中 列 出 了 一 些 计算 机 模拟 源 程序 供 

DLA 模型 的 生长 过 程 的 模拟 如 下 : 选取 一 个 400X 400 的 正方 点 阵 , 在 该 二 维 
平面 中 央 设 置 一 个 固定 的 粒子 ,也 称 为 "种子 ”。 开 始 时 ,在 平面 的 边缘 上 随机 地 产生 

个 粒子 ,该 粒子 以 布朗 运动 方式 在 平面 上 作 无 规 运 动 。 假 定 粒 子 的 运动 有 两 种 可 
BE: 一 种 是 与 “种 子 " 相 碰 并 附着 于 种子? 上 ,形成 粒子 化; 再 随机 地 产生 一 个 粒子 ， 
继续 作 无 规 运动 。 男 一 种 是 运动 到 平面 的 边缘 上 , 令 其 停止 运动 并 消失 ,或 者 根据 周 
期 性 边界 条 件 从 男 一 侧 边 界 继续 作 无 规 运动 。 将 上 述 过 程 重复 进行 下 去 ,直至 最 后 
在 点 阵 中 央 形 成 一 个 树枝 状 的 凝聚 体 , 如 图 5. 10 所 示 。 由 于 粒子 艇 的 尺寸 远 小 于 点 
阵 尺寸 ,随机 产生 的 粒子 都 在 远 处 ,它们 的 随机 运动 会 先 与 伸展 在 外 面 的 校 权 粘 附 ， 
较 难 进入 凝聚 体 的 内 部 ,从 而 产生 了 屏 珊 效应 。 

T. A. Witten 和 L. M. Sander 在 1981 年 提出 DLA 模型 时 ,是 用 来 研究 悬浮 在 
溶液 或 大 气 中 的 金属 粉末 、 煤 灰 和 烟尘 等 微粒 的 无 
规 扩散 凝聚 过 程 的 ,这 对 于 水 和 空气 的 污染 的 控制 
是 有 重要 意义 的 。 他 们 在 模拟 中 取 3600 个 半径 约 
为 4nm 的 微粒 ,让 它们 在 二 维 方形 点 阵 和 三 角形 
点 阵 上 作 无 规 扩 散 运 动 , 得 到 了 树枝 状 的 凝聚 结 
构 。 并 用 密度 相关 上 郑 数 求 出 凝聚 结构 的 分 形 维 数 
D-—1. 67, 它 与 点 阵 的 结构 无 关 , 具 有 一 定 的 普 
ik PEL 。 

在 有 些 文献 上 ,把 这 种 模拟 方法 称 为 蒙特 卡 罗 
d$ WL (Monte Carlo simulation), 图 6.1 Æ h 图 6.1 二 维 点 阵 有 限 扩散 凝聚 
P. Meakingt £1 8 t 4p 2) 。 的 Monte Carlo 模拟 


(ENS) 
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分 
形 


在 这 个 模拟 中 ,粒子 来 自 于 比 已 有 的 凝聚 体 最 大 半径 mx 稍 大 的 圆周 上 ,如 
ruo 个 点 阵 单 位 。 一 个 规则 是 : 如 果 粒 子 的 随机 运动 向 外 超过 一 定 的 范围 ,如 
3rmax ; 则 令 此 粒子 的 随机 行走 停止 ,取消 该 粒子 ,下 一 个 粒子 开始 扩散 运动 。 男 一 个 
规则 是 : 如 果 粒 子 的 随机 运动 向 外 超过 2rw 时 ,就 取消 该 粒子 ;这 样 得 到 的 模拟 结果 
与 上 述 的 ( 当 向 外 超过 3rnws 时 ,取消 运动 粒子 ) 模 拟 结果 非 常 相 似 。 另 外 ,为 了 缩短 
计算 机 的 计算 时 间 ,可 以 加 大 运动 粒子 的 步 长 。 如 运动 粒子 离 二 维 平面 中 心 的 距离 
大 于 rw 十 10 个 点 阵 单 位 时 ,可 以 把 步 长 临时 加 大 到 每 步 2 个 点 阵 单 位 ; 当 运 动 粒子 
离 平 面 中 心 距离 大 于 ri 十 20 个 点 阵 单位 时 ,把 步 长 加 大 到 每 步 4 个 点 阵 单位 。 类 
似 地 当 距 离 大 于 ri 十 40, 加 大 到 8 个 点 阵 单位 ;距离 大 于 ros 十 80 时 ,采用 16 个 点 
阵 单位 作为 步 长 。 像 这 样 加 大 步 长 进行 模拟 所 得 的 结果 与 步 长 不 变 时 进行 模拟 所 得 
的 结果 相 比 较 ,是 非常 相似 的 ,这 表明 ,这 样 显 著 地 加 大 步 长 既 可 以 缩短 计算 机 的 计 
算 时 间 , 又 不 会 影响 模拟 结果 的 精度 。 

在 具体 模拟 时 ,参加 随机 运动 的 粒子 总 数 范围 在 几 千 到 几 万 , 按 DLA 模型 生长 
的 分 形 凝 聚 体 都 满足 标 度 不 变性 和 和 月 相似 性 ,其 分 形 维 数 都 等 于 1. 67。 模 拟人 参数 的 
设置 主要 有 以 下 几 个 : 

CD 运动 粒子 与 不 动 粒子 (聚集 体 ) 之 间 的 距离 为 多 大 时 , 它 停 止 运动 并 粘 附 在 
聚集 体 上 ,成 为 不 动 粒子 。 一 般 分 最 近邻 .次 近邻 . 相 接触 三 种 类 型 。 

(2) 运动 粒子 粘 附 在 聚集 体 上 的 几率 。 

(3) 扩散 步 长 。 

(4) 聚集 中 心 数 目 , 即 种 子 的 数目 。 

C5) 烙 附 在 聚集 体 上 的 粒子 脱离 聚集 体 的 几率 。 

(6) 表面 张力 影响 。 
另外 ,有 时 还 考虑 扩散 粒子 的 反应 几率 、 表 面 粗 糖度 以 及 各 向 异性 的 影响 等 (? UE, 

大 量 的 模拟 结果 表明 , 按 DLA 模型 模拟 得 到 的 凝聚 体 ,只 要 尺度 足够 大 ,那么 
其 分 形 维 数 与 模拟 时 有 无 点 阵 以 及 点 阵 的 类 型 (如 三 角形 、 正 方形 .六 边 形 等 ) 
Te, 

与 DLA 生长 模型 相关 的 实际 分 形 结构 有 ; EAR BIR E K Ra E i Ee 
属 颗粒 聚集 , 气 溶胶 凝聚 等 ,将 在 第 八 章 中 详细 说 明 。 


6.2 DLCA 生长 模拟 


流散 在 一 个 流体 介质 中 的 微粒 的 凝聚 可 以 代表 产生 分 形 结构 的 一 般 过 程 。 如 果 
初始 随机 分 布 的 粒子 的 密度 大 于 零 ,那么 两 个 “粘性 的 ?粒子 碰撞 并 粘 结 在 一 起 的 几 
率 是 确定 的 。 对 这 样 的 系统 来 说 ,典型 的 情况 是 ,已 粘 结 在 一 起 的 双 粒 子 凝聚 体 可 进 
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长 ,聚集 体 的 平均 尺寸 不 断 增 大 。 一 般 地 ,经 过 足够 长 的 时 间 后 ,该 系统 的 全 部 微粒 
就 都 成 为 一 个 大 的 取 集 体 的 组 成 部 分 。 在 许多 情况 下 ,两 个 粒子 间 的 作用 力 是 短程 
力 ,并且 它们 相互 接触 时 ,这 个 力 是 足够 的 强 , 可 以 把 两 个 粒子 不 可 道 地 结合 在 一 起 。 
例如 ,在 空气 中 形成 铁 粉 侍 凝 聚 体 和 在 胶体 洲 液 中 金 微粒 的 凝聚 ,都 能 观察 到 这 种 
特性 。 

在 上 面 所 讨论 的 过 程 中 ,每 个 凝聚 体 的 运动 条 件 是 相同 的 ,也 就 是 说 ,没有 在 
DLA 情况 中 的 “种 子 ” 粒 子 。DLCA 直接 与 一 个 凝聚 粒子 系统 的 物理 状态 相对 应 , 作 
为 对 比 ,DLA 一 般 被 认为 是 茶 些 现象 的 计算 机 模拟 , 它 不 考虑 粒子 艇 (集团 ) 的 运动 。 

在 计算 机 上 模拟 胶体 凝聚 的 可 能 性 早 在 1967 年 就 为 D. N. Sutherland 所 认识 到 
了 ,然而 DLCA 凝聚 的 大 规模 数学 研究 也 只 是 在 最 近 几 年 才 成 为 可 能 55052101 。 
DLCA 的 简单 的 计算 机 模型 能 够 成 功 地 用 来 研究 凝聚 物 的 结构 以 及 它们 的 生长 动 
力学 。 进 行 一 个 典型 的 二 维 模拟 时 , 先 在 一 个 正方 点 阵 中 随机 地 占据 一 小 部 分 的 格 
点 ,用 这 些 格 点 来 代表 粒子 。 在 每 一 时 间 间 隔 里 ,随机 选择 一 个 粒子 或 一 个 粒子 团 ， 
并 且 在 一 个 随机 选择 的 方向 令 其 移动 一 个 点 阵 单位 长 度 。 当 两 个 粒子 ( 团 ) 相 互 接触 
时 ,它们 就 粘 结 在 一 起 。 图 5. 11 显示 了 这 样 一 个 过 程 的 四 个 阶段 。 这 个 图 充分 地 反 
上 映 了 集团 凝聚 的 最 重要 的 特点 。 随 着 时 间 的 增加 ,集团 的 数目 减少 ,在 系统 中 逐渐 形 
成 一 个 大 的 .随机 分 枝 的 凝聚 体 。 人 们 发 现 ,计算机 产生 的 凝聚 体 和 最 近 在 许多 实验 
中 观察 到 的 真实 的 凝聚 体 具 有 非常 相似 的 分 形 尺 度 特 性 。 

图 6.2 形象 地 描述 了 DLCA 凝聚 的 过 程 。 在 该 模拟 系统 中 ,系统 的 尺度 工 = 
128 ,初始 粒子 数 为 N, 二 1024 个。 图 Ca) Cb) A Cc) RIM AEF 2? 5 t6 HE t 
三 个 不 同 的 时 刻 系统 中 粒子 凝聚 的 状态 ,0 二 二 ts 过 ts ,4 为 从 初始 状态 开始 ,经 历 
了 一 段 时 间 后 的 时 刻 ,t; 为 最 终 的 时 刻 , 则 是 介 于 二 者 之 间 的 中 间 时 刻 。 在 这 三 种 
状态 中 ,集团 的 数目 分 别 为 N. = 86.8 和 1. 
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图 6.2 集团 凝聚 生长 的 模拟 


在 这 个 二 维 模拟 系统 中 ,正方 点 阵 数 目 为 ?一 128” ,1024 个 初始 粒子 被 随机 地 
分 布 在 这 个 二 维 正方 点 阵 中 。 凝 聚 生长 时 ,点 阵 中 相 邻 的 粒子 算 一 个 粒子 簇 ( 集 团 )， 
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GR AL A HEAD . n] E BG LS UED BEREDI) ,每 次 在 四 个 可 能 的 方向 上 随机 移动 一 个 
点 阵 单位 ,然后 检查 其 边界 。 如 果 它 与 单个 粒子 相 邻 ,那么 该 粒子 就 粘 附 在 徐 上 ,成 
为 徐 的 一 部 分 ,在 以 后 的 扩散 中 一 起 运动 ;如 果 它 与 其 他 粒子 簇 相 邻 , 则 这 两 个 艇 被 
牢固 地 粘 附 在 一 起 形成 一 个 新 的 大 粒子 簇 ,并 在 以 后 的 扩散 中 作为 一 个 整体 运动 。 

在 t= 0 时 ,该 系统 中 有 86 个 复 ,它们 大 小 不 一 , 复 的 尺度 分 布 范围 比较 大 。 在 
t= 时 ,系统 中 只 留 下 了 8 个 比较 大 的 簇 , 它 们 的 尺度 比较 接近 ,也 就 是 说 ,86 个 大 
小 不 等 的 粒子 篮 经 过 一 段 时 间 的 无 规 扩 散 运 动 后 ,聚集 成 8 个 新 的 艇 。 最 后 ,在 
L— 1, 时 ,8 个 得 聚集 成 一 个 无 规 分 叉 的 局 域 呈 链 状 的 分 形 凝 聚 体 。 与 DLA 模型 模 
拟 的 凝聚 体 相 比 ,它们 的 结构 差别 是 很 大 的 ,DLCA 模拟 的 凝聚 体 的 结构 比 DLA 的 
要 更 加 开放 ,不 存在 明显 的 几何 中 心 , 其 分 形 维 数 也 小 得 多 。 

对 用 DLCA 模型 模拟 所 得 的 分 形 结构 用 两 种 方法 计算 其 分 形 维 数 。 第 一 种 方 
法 是 将 一 个 粒子 簇 的 平均 尺寸 RCN) 取 作为 簇 所 含 粒子 数 六 BU PR RE. € N co 
时 ,有 


R~N 
(6.7) 
N ~ R? 
sth RABE, C6. 7) BPA 
D= 1/y (6. 8) 
第 二 种 方法 是 确定 粒子 复 上 某 一 点 ro 处 的 密度 相关 消 数 CCr) 
Ci) = (Plro — r)) (6.9) 
M p«r R BI .CCOO n] EL B, 
C~r4 
(6, 10) 
A+D=d 


RP d 是 欧 氏 空间 维 数 ,此 处 d= 2, 

在 第 一 种 方法 中 ,对 模拟 所 得 的 含有 N 个 粒子 数 的 所 有 北 聚 体 ( 粒 子 艇 >) 取 R 的 
平均 值 。 在 第 二 种 方法 中 ,对 所 有 的 ro 在 所 有 的 方向 上 取 Clr) 的 平均 值 。 

在 计算 中 可 以 假定 ,一 个 含 N 个 粒子 的 凝聚 体 ( 粒 子 艇 ) 像 一 个 质量 为 N 的 布 
朗 粒 子 那样 运动 ,其 运动 几率 正比 于 1//N. 但 计算 结果 表明 ,不 管 是 令 大 的 簇 几 平 
不 动 ,还 是 让 所 有 的 艇 不 受 其 尺寸 的 影响 ,都 作 无 规 扩 散 运动 ,都 会 得 到 相同 的 分 形 
维 数 。 在 二 维 的 情况 下 ,DLCA 模型 的 分 形 维 数 D1. 44, 在 三 维 时 ,DD~1.80。 与 
DLA 模型 类 似 , DLCA 模型 的 分 形 维 数值 也 不 依赖 扩散 或 聚集 时 运动 以 及 结合 凶 
方式 。 

由 图 6. 2 还 可 发 现 ,DLCA 模型 中 凝聚 体 的 尺寸 随时 间 的 分 布 以 及 系统 的 凝聚 
速度 等 ,都 是 值得 研究 的 动力 学 参数 。 

由 于 各 个 凝聚 体 的 同步 的 扩散 运动 ,因而 在 集团 凝聚 (包括 模拟 ) 中 ,时 间 是 一 个 
完全 确定 的 量 。 所 以 ,有 关 的 数学 研究 和 实验 研究 就 都 集中 在 凝聚 过 程 的 几何 特性 


和 动力 学 方面 。 由 于 大 部 分 实际 的 集团 凝聚 过 程 比 上 面 叙 述 的 简单 模拟 要 复杂 得 
多 ,所 以 在 研究 时 就 应 考虑 各 种 因素 的 影响 。 集 团 凝 聚 的 静 力 学 和 动力 学 的 特性 主 
要 是 由 粒子 间 的 短程 相互 作用 势 的 形式 决定 的 ,在 DLCA 模 型 中 ,相互 作用 势 很 小 ， 
而 且 可 以 忽略 粒子 间 的 排斥 ,也 即 凝 府 是 发 生 在 所 谓 的 有 限 扩散 区 。 在 这 个 过 程 中 
相应 的 时 间 斥 度 就 是 两 个 扩散 集团 互相 接近 所 需要 的 时 间 。 在 反应 控制 集团 凝聚 
CRLCA) 模 式 中 ,存在 一 个 小 的 相关 排斥 势 又 , 当 两 个 集团 相互 靠近 时 ,这 个 势 全 就 
阻止 它们 相互 结合 在 一 起 。 然 而 在 经 历数 次 接触 后 ,这 两 个 集团 可 能 结合 成 一 个 不 
可 分 的 整体 。 在 这 种 情况 下 ,相应 的 时 间 尺 度 就 是 在 确定 特征 时 间 的 相 邻 集团 之 间 
形成 一 个 结合 所 需 的 时 间 。 如 果 和 集团 之 间 的 引力 不 够 强 , 就 有 理由 认为 ,两 个 集团 的 
凝聚 事件 可 能 会 产生 凝 素 体 的 重新 组 合 ( 重 构 ) 或 者 分 离 。 在 后 一 种 情况 下 ,凝聚 过 
程 的 不 可 道 性 已 经 失去 ,这 样 就 产生 了 可 逆 的 集团 凝聚 模式 。 另 外 ,集团 凝聚 的 特性 
也 受 集团 所 经 历 的 运动 方式 的 影响 。 一 个 集团 的 运动 轨迹 可 以 是 布朗 运动 的 或 者 是 
弹射 式 的 ,集团 也 可 能 是 转动 的 。 许 多 这 样 的 过 程 已 经 采用 三 种 主要 的 途径 来 进行 
研究 , 即 模拟 、 理 论 和 实验 。 

下 面 就 集团 的 几何 参数 对 凝聚 模式 的 影响 进行 讨论 。 在 DLCA 模式 中 ,假定 集 
团 在 点 阵 上 进行 随机 行走 ,并 且 粘 附 概率 P, 二 1。 另 外 假定 集团 的 迁移 率 取决 于 集 
团 所 包含 的 粒子 数 S, 又 假定 粒子 数 为 S 的 一 个 集团 的 扩散 系数 DD, 可 由 下 式 表 述 

D, = CS” (6.11) 
AP C 为 常数 ,r 被 称 为 扩散 能 力 指数 , 它 可 以 被 用 来 反映 集团 几何 参数 的 影响 。 例 
如 ,在 一 个 典型 的 物理 系统 中 ,人 们 期 望 r** 一 1/D。 因 为 在 一 个 流体 中 ,一 个 集团 的 
迁移 率 与 流体 的 半径 成 反比 ,而 一 个 凝聚 体 的 分 形 维 数 D. 则 接近 于 它 的 线性 外 推 。 
在 r—0 时 , 即 对 应 于 一 个 与 质量 无 关 的 扩散 系数 ,随机 选择 粒子 集团 并 且 令 其 在 随 
机 选取 的 二 维 方向 上 移动 一 个 点 阵 单位 。 如 果 ~ 夫 0, 用 下 面 的 规则 去 确定 哪 一 个 集 
困 应 该 在 下 一 步 运动 。 选 择 一 个 均匀 地 分 布 在 Osrscl 范围 内 的 随机 数 ~, 而 且 只 
有 当 <D,./Du 时 ,该 粒子 集团 才 被 移动 ,此 处 D. 是 该 粒子 集团 的 扩散 系数 ,而 
Du 是 这 个 物理 系统 中 单个 粒子 集团 的 最 大 扩散 系数 。 

人 们 很 自然 地 会 提出 关于 分 形 维 数 D. 与 扩散 能 力 指数 ~ 的 关系 问题 。 二 维 的 
计算 机 模拟 结果 指出 , 当 r 过 1 时 ,凝聚 体 的 分 形 维 数 基 本 上 是 相同 的 ,都 为 Da 
1.45 ,然而 , 当 0591 而 且 粒 子 浓度 很 低 时 ,集团 凝聚 变 成 与 DLA 相当 ,因为 在 这 种 情 
况 下 ,实际 上 只 有 一 个 单独 的 集团 ( 即 最 大 的 集团 ) 在 运动 着 ,并 且 在 其 扩散 运动 时 ， 
它 将 余下 的 单个 粒子 都 收集 于 自身 。 对 各 个 ~ 值 进行 模拟 所 得 的 凝聚 集团 间 的 密度 
相关 性 指出 了 分 形 维 数 的 连续 变化 ,从 r 一 0 时 的 Do1. 45 3E] r—2 时 的 D~. 70. 
所 以 ,如 果 >>2 ,集团 凝聚 的 维 数 与 DLA 凝聚 体 的 维 数 是 相同 的 。 从 集团 凝聚 过 渡 
到 DLA 模式 的 本 质 尚 不 是 很 清楚 。 上 面 令 述 的 模拟 结果 认为 两 个 区 域 间 的 过 湾 是 
连续 变化 的 ;而 理论 探讨 指出 ,作为 > 的 一 个 函数 ,从 一 种 类 型 的 特性 变 到 另 一 种 时 
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是 突变 的 。 在 图 6.3(a) 中 显示 了 当 运 动物 体 沿 直线 轨迹 运动 时 ,凝聚 类 型 的 转变 是 
r 的 渔 数 , 即 从 集团 凝 罕 到 单 体 弹射 凝聚 类 型 的 过 渡 ; 在 图 6.3(b) 中 可 以 看 到 ,在 扩 
散 控制 情况 下 , 当 r 二 1 时 ,集团 凝聚 转变 为 DLA 生长 模式 。 


(b) 


图 6.3 
Ca) 从 集团 凝聚 过 渡 到 单 体 弹射 凝聚 ; Cb) 在 扩散 控 制 情 况 下 ,对 较 大 的 r 值 ， 
则 由 集团 凝聚 转变 为 DLA 生长 


最 后 ,再 讨论 一 下 粒子 浓度 问题 。 在 上 面 讨 论 中 都 假定 ,系统 中 的 粒子 浓度 远 远 
小 于 1( 当 每 个 格 点 上 都 有 一 个 粒子 时 ,其 浓度 为 1) 。 那 么 , 当 密 度 接近 1 时 ,会 发 生 
什么 情况 呢 ? 可 以 采用 下 面 的 步 又 来 研究 密度 为 1 的 极限 情况 。 首 先 , 在 正方 点 阵 
的 每 个 格 点 处 放置 一 个 粒子 。 粒 子 试 图 沿 着 任意 选择 的 方向 运动 ,并 且 与 它们 碰撞 
到 的 粒子 组 成 一 个 集团 (形成 一 个 连接 键 )。 集 团 也 试图 运动 并 与 它们 磁 到 的 其 他 集 
团结 合 在 一 起 。 所 以 ,粒子 集团 被 定义 为 由 恒定 的 键 相 连接 的 粒子 的 整体 ,而 连接 键 
是 在 粒子 运动 时 形成 的 。 某 一 个 粒子 集团 被 选 来 以 式 (6. 110 88 xe E ARCA JE TT LE 
xt. fü GA] GR S 的 值 大 小 ,在 最 大 的 粒子 集团 的 线 度 与 屏幕 的 尺寸 可 以 相 比 拟 
前 的 瞬间 ,可 以 观察 到 各 种 结构 : 四 具有 分 形 表 面 的 致密 的 粒子 集团 Cr 一 一 2); 外 分 
形 凝 聚 体 (r 二 1); @ 非 分 形 物体 (xr 一 2)。 

作为 本 节 的 结语 ,还 应 提 到 的 是 ,集团 凝聚 模型 还 存在 许多 派生 的 生长 模式 ,由 
其 中 一 些 模式 得 到 的 凝聚 体 的 分 形 维 数 与 前 面 讨 论 的 基本 模型 的 分 形 维 数 有 差别 。 
另外 ,也 观察 到 了 其 他 非 普 适 性 。 这 些 已 超出 本 书 的 范围 ,此 处 从 略 。 


6.3 各 向 异性 DLA BER 


本 节 讨 论 在 DLA 模型 的 模拟 中 一 种 特殊 的 情况 , 那 就 是 二 维 单 轴 各 向 异性 粘 
附 的 生长 52222331 。 这 个 模拟 过 程 如 下 : 用 一 个 二 维 正方 点 阵 ,在 围绕 一 个 粒子 簇 的 
圆周 上 任 选 一 点 ,从 该 点 放 人 一 个 粒子 ,该 粒子 在 到 达 与 复 相 邻 的 格 点 前 作 随 机 行 
走 。 如 果 该 格 点 的 左边 或 右边 最 近邻 格 点 是 已 被 占据 的 ,那么 它 就 被 粘 附 在 那儿 , 然 
后 再 放 进 下 一 个 粒子 ;如 果 粒 子 没有 被 粘 住 , 它 将 保持 无 规 行走 。 如 果 粒 子 的 位 置 离 


fe Put B RR BS B ip 200 个 粒子 的 长 度 , 那 么 该 粒子 被 取消 ,再 发 出 一 个 新 的 粒子 。 这 
个 模拟 规则 规定 了 XX 方 向 是 容易 生长 的 方向 ,Y 方向 为 不 容易 生长 的 方向 (一 般 在 
Y 了 方向 上 设置 一 个 小 于 1 的 粘 附 概率 ) , 即 所 谓 的 单 轴 各 向 异性 生长 模式 。 

图 6. 4 是 一 个 单 轴 各 向 异性 DLA 生长 的 模拟 结果 ,这 个 凝聚 的 艇 包含 66 000 
个 粒子 ,X 方向 上 粘 附 概率 为 1, 在 Y 方 向 上 烙 附 几率 P==1/3。 图 中 右 下 方 的 线段 
长 度 为 500 个 点 阵 格 点 。 该 模拟 结果 充分 地 显示 了 各 向 异性 的 特点 , 簇 在 X Zr E 
生长 很 快 ,而 在 了 方向 上 却 生长 缓慢 。 这 样 模 拟 得 到 的 图 形 有 时 也 称 为 锥 形 角 图 


(cone angle picture), 


图 6.4 单 轴 各 向 异性 DLA AKA 


模拟 结果 表明 ,对 小 于 1 的 任何 几率 值 ,粒子 艇 在 六 方向 和 Y 方 喇 上 生长 的 特 
征 长 度 与 粒子 总 数 N 的 关系 如 下 : 

(X) oc N?” 
(Y) oc N!” 
SRR CX) YO SP Bl E. X AAA Y Zr 16] EOE YEE HR E, 

对 单 轴 各 向 异性 DLA ^E KK EE SX f A AR RB AY A PR BO 
B5 JE B. h ERE PT TON 的 增加 而 线性 地 增 大 。 

在 图 6. 5 中 显示 了 各 向 异性 生长 的 各 个 阶段 ,从 上 部 到 底部 各 图 的 粒子 数 分 别 
为 N=5000,10 000,20 000,30 000,40 000,50 000 ,在 六 方向 上 粘 附 概率 为 1, 在 了 
方向 上 粘 附 概率 均 为 户 =1/5, 在 图 中 顶端 的 线段 长 度 为 500 个 点 阵 格 点 。 从 图 中 可 
以 清楚 地 看 到 , 随 着 粒子 数 N 增加 , 复 变 得 越 来 越 细 长 , 越 来 越 致 密 , 它 的 平均 纵横 
CY /X)M 0.25( 最 上 面 的 图 ) 减 少 到 0.15( 最 下 面 的 图 )。 随 着 粒子 徐 越 来 越 大 , 簇 
的 边界 也 越 清 晰 。 

对 7 8I ORE JL3EC1/50,1/20,1/10,1/5,1/3,1/2 和 2/3) 分 别 进行 了 二 维 
各 向 异性 的 DEA 生长 模拟 ,粒子 总 数 N >50 000。 测 量 了 每 一 个 粒子 簇 的 XX 方向 
和 立方 向 上 顶端 到 顶端 之 间 的 距离 ( 即 横 坐 标 和 纵 坐 标 上 最 大 和 最 小 坐标 之 差 ) 与 
簇 所 含 粒子 数 的 关系 。 对 一 系列 以 不 同 的 粘 附 概率 生长 所 得 的 簇 ,把 平均 纵横 比 
(Y/X) 作 为 粒子 数 N 的 函数 ,如 图 6.6 所 示 。 由 图 中 可 以 发 现 ,对 每 一 个 粘 附 概率 ， 
随 着 粒子 数 N 增加 ,平均 纵横 比 (Y/X) 都 减少 。 图 中 的 误差 线段 表示 该 点 的 误差 范 
围 。 从 上 到 下 各 条 曲线 所 对 应 的 粘 附 概率 分 别 为 2/3, 1/2, 1/3, 1/5, 1/10, 
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图 6.5 在 各 向 异性 DLA 生长 的 不 同 阶 段 得 到 的 粒子 艇 形态 
变化 (Y 方向 粘 附 概率 p 二 1/5) 


1/20 和 1/50。 右 下 角 的 线段 的 斜率 为 预言 的 渐 近 线 斜率 一 1/3, 把 它 与 图 中 的 曲线 
进行 比较 ,可 以 看 到 ,对 比较 小 的 p 值 ,如 1/20 和 1/50, 在 粒子 数 N=10 000 BST, f 
线 的 斜率 就 已 经 很 接近 理论 的 浙 近 线 斜率 值 ( 一 1/3), 也 就 是 说 与 理论 值 符合 得 
很 好 。 


1.0E+00 F 


| .0E-02 — Lá BW 


100 1000 (10000 100000 
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图 6.6 平均 纵横 比 (Y/X) 与 粒子 数 N 的 关系 
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由 各 向 异性 DLA 生长 模式 可 以 得 出 ,对 所 有 小 于 1 BPRSBRULSS p.24 N>}, 
除了 式 (6. 12) 所 表达 的 关系 以 外 ,还 有 下 面 的 关系 式 
(Y/X) cc N^? 
(X) «(YD 0c N (6.19) 
以 及 
(Y/X) oc (X)? (6.14) 
对 式 (6. 140 t b SRR ON EE p Oy Beh AS (erp AR ULM Ec i es R5; YR V BL SS E 
也 符合 得 很 好 。 
对 以 各 向 异性 的 粘 附 概率 生长 的 DLA 粒子 复 ( 假 定 整 体 上 是 一 个 尧 形 ), 可 以 
推导 出 一 组 渐 近 方程 。 首 先 要 确定 在 X 和 并 方向 上 的 生长 率 , 这 可 以 用 Schwarz 
Christoffel 变换 求解 拉 普 拉 斯 方程 


V'o-o0 
| | [0 (在 萎 形 边界 上 ) (6.15) 
i "m GE r 4h ,r 一 o0) 

其 边界 条 件 也 在 式 (6. 15) 中 列 出 。 这 方面 的 进一步 探讨 ,可 参阅 有 关 文 献 。 

应 该 指出 ,当头 方向 和 YY 方向 的 粘 附 概率 都 相等 时 ( 即 5. = p, — pO PERRI 
各 向 异性 DLA 模式 生长 的 二 维 锥 形 角 图 , 求 得 其 分 形 维 数 DD 一 5/3, 这 个 值 与 一 般 
的 各 向 同性 DLA 生长 模型 所 得 的 凝聚 体 的 分 形 维 数 完全 相同 。 实 际 上 ,此 时 的 各 
向 异性 DLA 生长 模式 就 是 普通 的 各 向 同性 DLA 生长 模型 ,所 以 ,也 可 以 说 各 向 异 
性 DLA 生长 模式 是 DLA 生长 模型 的 一 个 特例 。 

在 2.4 节 中 介绍 过 自 相似 分 形体 和 自 仿 射 分 形体 ,而 各 向 同性 DLA BERRA AS 
向 异性 DLA 凝聚 体 正好 是 这 两 类 分 形体 的 实例 。 各 向 同性 DLA 凝聚 体 是 自 相似 
分 形体 ,而 各 向 异性 DLA 凝聚 体 则 是 自 仿 射 分 形体 。 事实 上 , 自 相 似 分 形 与 自 仿 射 
分 形 的 基本 区 别 在 于 支配 它们 的 变换 规律 。 自 相似 变换 是 由 单位 矩阵 乘 上 数 产 生 的 
变换 ,而 自 仿 射 变换 则 是 由 一 般 对 角 和 矩阵 产生 的 变换 。 它 们 的 变换 规律 可 分 别 表 示 
如 下 。 

MAER XX, 时 , 自 相 似 变换 为 

[s = (X) 十 XX， 


; jl 0 (6.16) 
(OX =] )x, 
(0 1 
自 仿 射 变换 为 
(X) = (XD +X, 
， à) 0 (6.17) 
(X) = X, 
0 Az 
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CHAS) 


as8- 


ay 


在 各 向 异性 DLA 生长 模式 中 引 和 的 变换 是 
1 0 
1 


U 
这 个 变换 就 是 一 个 自 仿 射 变换 ,因此 ,由 各 向 异性 DLA 生长 模式 将 得 到 自 仿 射 分 
形体 。 


(X’) 一 X; (6.18) 


6.4 扩散 控制 沉积 的 模拟 


把 某 种 材料 沉积 到 一 个 基体 的 表面 ,以 形成 具有 特殊 性 能 的 薄膜 这 一 技术 ,已 经 
获得 了 广泛 的 应 用 。 实 际 上 沉积 时 总 是 伴随 着 各 种 复杂 的 物理 化 学 的 过 程 。 而 扩散 
控制 沉积 则 可 以 说 是 一 种 合适 的 带 限制 条 件 的 例子 ,对 它 的 研究 将 有 助 于 对 工业 生 
产 中 采用 的 更 为 复杂 的 体系 的 了 解 。 在 和 白 由 凝聚 和 沉积 之 间 的 主要 区 别 是 它们 的 边 
界 条 件 不 同 。 沉 积 时 ,一 个 d 维 的 形 核 表面 代 
末了 单一 的 “种 子 ”。 图 6.7 显示 了 一 个 计算 
机 模拟 的 结果 ,从 图 中 可 以 看 到 ,由 于 沉积 
面 的 存在 以 及 向 表面 运动 的 粒子 间 的 竞争 , 产 
生 了 一 批 树林 状 的 结构 。 这 些 树 林 状 的 粒子 
- 2048 点 阵 格 点 | 得 是 长 在 一 个 宽度 为 300 点 阵 单 位 的 水 平 基 
图 6.7 由 扩散 控制 沉积 得 到 的 树 状 癣 于 物体 上 ,该 表面 的 长 度 为 2048 个 点 阵 单位 。 由 
于 屏蔽 效应 ,由 扩散 控制 沉积 得 到 的 是 一 些 树 
Mk 85 8EdECECA RU 。 所 以 ,在 这 里 一 个 粒子 复 也 可 以 定义 为 通过 最 近邻 的 粒子 
与 同一 个 形 核 格 点 相连 接 的 一 个 粒子 的 集合 。 

在 长 度 为 工 的 带 状 基体 上 ,二 维 生 长 的 沉积 物 的 整体 结构 的 模拟 结果 可 以 概括 
如 下 : 在 垂直 于 基体 的 方向 上 粒子 密度 的 分 布 是 很 不 均匀 的 。 可 以 在 高 度 为 h 处 计 
算 粒 子 的 归 一 化 数值 来 进行 研究 , 即 


" = L” ip.) 


pO x) 二 ] (CWM, x) 处 的 格 点 被 占据 ) (6,19) 
per) 二 0 CUR CA s 处 的 格 点 未 被 占据 ) 
In ph) 相 对 于 In h EE, HAKL 时 ,粒子 密度 oh) 和 高 度 A 之 间 存 在 如 下 的 关 
系 式 


oth) oc hy (6. 20) 
式 中 a 290. 29, 自 定义 y 为 与 生长 方向 相 平行 的 方向 。 
由 下 面 的 关系 式 可 以 定义 沉积 物 的 有 效 分 形 维 数 
N(h) oc ho (6. 21) 


RE NOORES EAE A 的 范围 内 沉积 的 粒子 数 。 由 此 可 以 得 到 有 效 分 形 
维 数 
D, = d— g, (6.22) 

在 扩散 控制 沉积 的 模拟 中 ,沉积 表面 的 表面 张力 的 影响 经 常 为 人 们 所 注意 。 
Vicsek 在 1984 年 提出 "1, 考虑 表面 张力 影响 的 最 简单 方法 是 引信 一 个 与 局 域 表 面 
曲率 相关 的 烙 附 概率 P,(K) 

P,CK) = AK +B (6.23) 
式 中 A 和 B 是 常数 ,定义 K 为 表面 曲率 (球面 的 K>O). ' 

式 (6. 23) EMATEA ERAR, ES 2I EE AB Rg J d E KEE R E HE HO E 
实 表明 , 它 与 边界 条 件 是 相 类 似 的 。 如 果 从 式 (6. 23) 计 算 的 P, 小 于 零 ,那么 它 被 设 
置 在 一 个 较 小 的 范围 值 ,如 果 P >l BURRE P, 二 1。 可 以 定性 地 理解 表面 张力 与 边 
界 条 件 的 相似 性 : 一 个 没有 烙 附 到 表面 的 粒子 可 以 被 认为 是 从 界面 上 该 点 开始 行走 
的 。 在 现在 的 模式 中 ,必须 采用 一 个 附加 的 规则 以 得 到 明确 定义 的 表面 。 按 照 此 规 
则 ,一 个 原先 可 以 被 允许 粘 附 的 粒子 被 弛 瑰 到 它 的 最 终 位 置 , 该 位 置 为 最 近邻 的 格 点 
之 一 ,而 且 有 最 大 的 相 邻 粒子 数 ( 即 势能 最 低 ) 。 

这 个 有 曲率 相关 粘 附 几率 模式 可 以 用 来 显示 ,在 存在 涨 落 的 情况 下 ,扩散 控制 图 形 
形成 过 程 中 表面 张力 所 起 的 作用 。 图 6. 8 显示 了 在 一 个 条 形 基 体 上 所 得 到 的 一 系列 
的 模拟 结果 ,从 (a) 到 (d) 参 数 4 的 值 不 断 增 加 , 即 对 应 于 表面 张力 不 断 增加 ,分别 
X: (a)A=0, B=1; (b)A=3, B=0.5; (OA=6, B=0.5; (DA-—12. B—0.5, 


图 6.8 受 曲率 相关 粘 附 概率 和 弛 耶 作 用 的 扩散 控制 沉积 的 界面 


这 四 张 图 说 明 , 对 一 个 尺寸 确定 的 系统 来 说 ,存在 着 从 一 个 分 形 结构 到 一 个 略为 
有 序 的 准 常规 几何 体 的 转变 。 还 应 注意 的 是 ,这 些 结构 都 不 是 稳定 的 , 随 着 时 间 的 延 
长 ( 即 加 入 更 多 的 粒子 ), 在 指 形 结构 之 间 的 竞争 会 引起 图 形 的 变化 ,或 者 类 似 于 
图 6. 8(a) 中 那 种 结构 ,或 者 类 似 于 一 个 单 指 ( 只 有 当 A 较 大 时 , 才 可 以 观察 到 )。 图 
中 所 显示 的 图 形 都 是 在 一 个 正方 格子 点 阵 中 模拟 得 到 的 。 

粘性 指 延 分 叉 是 在 表面 (界面 ) 张 力 为 零 的 条 件 下 扩散 控制 生长 ,已 经 进行 了 大 
量 的 实验 研究 和 计算 机 模拟 。 实 验 研 究 是 在 称 为 Hele-Shaw MHP EIT. Te 
1898 4 , Henry S. Hele-Shaw 采用 一 种 简单 的 实验 装置 来 研究 围绕 各 种 物体 的 低 雷 
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(B RH) 


Wi Reynolds number) 水 流 。 他 设计 的 槽 包括 两 块 尺度 为 w 的 透明 板 , 板 的 形状 
可 以 是 圆 形 的 或 者 长 条 形 的 , 板 之 间 的 距离 避 很 小 (一 般 地 w= 30 cm. 5—1 mm) , fr 
这 两 块 板 之 间 充 满 粘性 液体 ,并 且 可 以 从 槽 的 一 端 或 者 从 上 板 的 中 心 对 液体 施加 压 
力 , 注 和 人 气体 ,或 者 注入 另 一 种 粘度 较 低 的 其 他 液体 。 这样 的 一 个 装置 是 很 适合 于 研 
究 二 维 流 体 的 ,事实 上 各 种 二 维 粘性 指 延 分 形 的 结果 已 从 此 装置 上 获得 。 

图 6. 9 是 在 长 条 形 Hele-Shaw #8 Pak 42 PRG HE d8 SE 2p EJE CE RED IT RL 
模拟 结果 (下 图 )。Hele-shaw f tH BURY 17 Ky Be HS te ZH EX, PEA — CHD , 
再 注 人 空气 5 。 在 计算 机 模拟 时 ,改变 装置 的 参量 可 以 得 到 各 种 形状 的 图 形 ,包括 
像 枝 状 晶 生 长 的 图 形 5 1 。 在 本 图 中 ,模拟 的 结果 与 实验 所 得 的 图 形 是 很 相 
FE AOA 。 


图 6.9 粘性 指 延 分 又 的 实验 所 得 的 图 形 ( 上 图 ) 与 计算 机 模拟 结果 (下 图 ) 


图 6. 10 是 一 个 由 曲率 相关 的 粘 附 概率 产生 的 粒子 余 的 生长 模拟 ,簇生 长 时 不 采 
用 点 阵 。 这 个 图 清楚 地 显示 了 艇 的 各 个 生长 阶段 , 随 着 
凝聚 体 的 长 大 , 它 从 一 个 密实 体 逐 步 过 渡 到 一 个 分 形 结 
构 。 图 中 的 黑色 和 白色 条 纹 表示 生长 的 顺序 阶段 。 当 
初始 圆 形体 的 半径 超过 了 由 A 值 确定 的 曲率 特征 半径 
时 , 圆 形体 变 成 为 不 稳定 的 ,开始 出 现 尖端 .长 大 .逐步 
WH. 而 在 通常 的 DLA 生长 中 ,只 有 微观 的 涨 落 才 会 
产生 尖端 的 辟 裂 。 

由 图 6.8 和 图 6. 10 中 可 以 得 出 如 下 的 结论 : 对 一 图 6.10 由 曲率 相关 的 粘 附 
个 尺寸 固定 的 体系 来 说 ,表面 张力 的 减 小 会 导致 一 个 具 概率 产生 的 粒子 能 
有 更 显著 的 分 形 特性 的 结构 。 这 一 点 与 在 一 个 界面 张 的 不 同 生长 阶段 
力 为 零 的 体系 中 ,处 性 指 延 分 形 的 实验 观察 结果 完全 一 致 0n] 。 一 个 可 能 的 解释 是 : 
随 着 表面 张力 的 减 小 ,随机 涨 落 起 的 作用 增加 。 另 外 ,在 图 6. 8 中 ,从 一 个 准 常规 几 
何 体 到 一 个 无 序 图 形 的 转变 可 以 看 作为 是 凝聚 体 尺 十 的 一 个 函数 。 这 些 模拟 结果 表 


明 ,在 存在 随机 涨 落 的 情况 下 (即使 它 是 很 微弱 的 ) ,从 一 个 中 心 长 出 来 的 渐 近 型 的 拉 
普 拉 斯 图 形 有 一 个 与 通常 的 DLA 图 形 相 类 似 的 分 形 结构 "1。 


6.5 复杂 生物 形态 的 模拟 


在 3.5 节 中 介绍 的 Mandelbrot 集 是 通过 在 复数 平面 上 对 公式 Z= Z +O 进行 
反复 近代 而 得 到 的 。 人 们 自然 而 然 地 会 提出 下 面 的 问题 对 其 他 形式 的 公式 (如 
Z 二 ZF 十 C) 进 行 迭 代 , 又 会 得 到 什么 样 的 结果 呢 ? 这 一 节 将 讨论 这 个 问题 。 

IBM 公司 的 研究 人 员 Clifford A. Pickover 在 复数 平面 上 通过 对 一 系列 数学 选 
代 公 式 进 行 反复 运算 ,获得 了 令 人 惊叹 不 已 的 一 幅 幅 生物 形态 图 ,其 中 的 一 些 生 物 形 
态 明 显 地 具有 微生物 的 形象 特征 。 迭 代 方 法 与 Mandelbrot 的 完全 一 样 , 即 前 一 次 迁 
代 运 算 的 输出 结果 是 接 下 来 的 迭代 的 输入 ,所 不 同 的 是 采用 了 不 同 的 迭代 公式 '"。 
应 该 说 明 的 是 ,并 不 是 所 有 的 生物 形态 都 呈现 出 分 形 的 特征 ,但 考虑 到 也 是 存 复 平面 
上 进行 迭代 运算 ,而 且 一 些 生物 形态 具有 岩 套 的 自 相似 特点 ,与 分 形 生长 有 一 定 的 关 
系 , 所 以 把 这 部 分 内 容 也 包括 在 本 章 之 中 。 

图 6.11 显示 了 三 个 生物 形态 图 ,从 图 (a) 到 图 (c) ,产生 它们 的 迭代 公式 分 别 为 : 
Z=Z 十 C,Z 二 Z' 十 C,2Z 二 Z? 十 Zi 十 C。 图 (a) 显 示 的 怪异 的 生物 形态 的 周边 具有 
12 个 放射 状 的 星 芒 ,其 核心 部 分 是 一 个 复杂 的 结构 ,有 了 时 人 们 就 称 它 为 放射 虫 。 它 
的 产生 过 程 如 下 : 先 选 定 一 个 复 变 量 的 初始 值 Z。 和 一 个 复 常数 C, 然 后 将 Zo 取 其 
三 次 窒 , 加 上 复 常数 C, 得 到 它们 之 和 Z (也 是 个 复数 ) 。 下 一 步 再 对 Z 进行 同样 的 
运算 ,得 到 2; , 依 此 类 推 。 


图 6.11 由 三 个 不 同 的 迭代 公式 获得 的 生物 形态 图 
(a) Z=Z +C; (b) Z 一 历 十 Ci (CO Z9 Z^ E +C 


在 图 6.11(b) 中 显示 的 是 一 个 裙 边 带 有 许多 星 芒 的 五 角形 ,而 其 内 部 又 是 一 个 
极其 复杂 而 难以 描述 的 结构 。 图 6. 11(c) 中 的 生物 形态 则 又 是 另 一 种 类 型 的 显示 出 
BRE RK BS TJ, 

由 图 6.12 PRS, AERAR PEA EZRA ZRF RERRANA KE, 
得 到 的 生物 形态 都 有 类 似 于 鞭毛 的 须 状 结构 ,更 显得 像 在 生物 学 中 看 到 过 的 某 一 类 
微生物 。 图 中 的 两 个 生物 形态 都 显示 出 了 相 类 似 的 周 套 结构 。 
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图 6.12 Fa aE 5% eR BAY XE (C SRR E DIBA 
(a) Z=sin€Z) Fe? FC; (b) Z=sin(Z)+Z7+C 
在 图 6. 13 中 显示 的 三 种 生物 形态 是 用 同一 个 迭代 公式 Z=274+24+C REGE 
代 后 得 到 的 。 为 什么 会 有 如 此 不 同 的 结果 呢 ? 这 与 复数 Z 的 Z 次 宕 的 算法 规则 有 


K ,就 不 在 此 讨论 了 。 
/ > V < 一 f 
A "dae R— 2i 
^ DES ; "E 
IN 3T E 
PORTMAN 


(a) (b) (c) 
图 6,13 由 2 一 2 十 四 十 C 和 迭代 得 到 的 三 种 生物 形态 


在 具体 的 迭代 运算 前 ,要 先 设计 一 个 复 平面 上 的 坐标 点 网 络 , 每 个 点 的 坐标 分 别 
被 规定 为 迭代 运算 的 一 个 初始 值 Z 的 虚数 部 分 和 实数 部 分 。 每 个 点 同时 还 被 指定 
为 计算 机 屏幕 上 的 一 个 像素 ,在 对 最 终 得 出 的 Z 值 的 实 部 与 虚 部 的 “大 小 ”进行 一 个 
简单 的 条 件 检 验 后 ,再 确定 该 像素 应 显示 白色 或 黑色 。 

图 6.11 一 图 6.13 显示 的 所 有 生物 形态 都 是 在 一 个 以 复 平面 的 原点 为 中 心 的 20x 
20 的 正方 形 内 产生 的 。 图 6. 11(a)? 中 所 示 的 放射 虫 可 以 由 下 面 的 程序 产生 : 


C=0. 5+0. 0: 
J=1 到 100 
k=1 到 100 
计算 Z 
Z=Z, 
n=1 到 10 
Z=Z+C 
如 果 121| 盖 10, 退 出 循环 
如 果 12 的 实 部 | 二 10 或 者 12 BU HE SE | 10, UI Cj A329 E BG DANAE. 
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以 上 仅 列 出 了 程序 的 主要 部 分 ,读者 来 写 出 整个 程序 应 该 不 会 有 什么 困难 。 

上 面 程序 中 ,指令 “计算 Z,” 貌 似 简单 ,其 实 相当 不 简单 , 它 要 求 把 每 对 像素 坐标 
Cj ,上 ) 都 变换 成 一 个 复数 ,也 就 需要 用 j 值 的 个 数 和 & 值 的 个 数 分 别 去 除 复 平面 上 某 
个 区 域 的 长 度 和 宽度 ,得 出 的 商 作 为 一 个 增 量 ,2。 的 实 部 和 虚 部 在 此 算法 的 每 次 循 
环 中 按 此 增 量 有 规则 地 增 大 。， 

例如 ,放射 虫 实际 上 处 于 复 平面 上 一 个 正方 形 的 “窗口 ?之 内 ,该 窗口 ?的 边界 由 
Zo 的 实 部 和 虚 部 范围 确定 : 

一 1. 5 过 实 部 (2Z6) «1.5 
—1.5« HEBBCZ,) «1.5 
由 于 7 Ale 都 从 1 变 到 100 ,所 以 Zo 的 实 部 和 虚 部 有 规律 地 每 次 增加 0.03。 上 面 的 
程序 中 还 应 加 上 下 面 的 赋值 语句 ,来 计算 出 10 000 个 Z 值 : 
KRC) = — 1.5 +0. 03; 
虚 部 (2Z,) 一 一 1. 5 十 0. 03k 

在 进行 n—1 和 10 的 最 内 层 循环 时 ,必须 不 断 检查 Z 的 大 小 及 其 实 部 和 虚 部 的 
大 小 。 如 果 Z 或 其 实 部 或 虚 部 的 值 大 于 10 ,程序 立即 退出 循环 ,并 对 Z 的 实 部 及 虚 
部 值 的 大 小 再 次 进行 检查 。 在 把 Z 的 大 小 与 10 作 比 较 时 , 较 简单 的 办 法 是 把 它 的 
实 部 及 虚 部 的 平方 和 与 100 作 比 较 ,而 不 是 将 平方 和 开 方 后 与 10 作 比 较 。 

在 编写 程序 时 必须 记 住 ,Z,2Z。 和 C 都 是 复数 ,要 按 复数 的 运算 规则 进行 运算 。 
另外 ,程序 中 所 有 涉及 Z.Z 和 CC 的 赋值 语句 ,在 用 普通 计算 机 语言 编写 时 都 需要 用 
两 个 赋值 语句 一 句 用 于 实 部 ,而 另 一 句 用 于 虚 部 。 

在 编程 时 还 应 注意 ,在 对 复数 2 的 实 部 和 虚 部 的 大 小 进行 条 件 检验 时 ,必须 用 

8 令 “ 如 果 | 实 部 (2) | 或 | 虚 部 (2)| 二 10”。 如 果 用 "和 ”来 代 苦 指令 中 的 “或 ”, 那 么 着 
上 黑色 的 像素 (j,k 点 就 会 减少 许多 ,从 那些 生物 形态 上 伸 出 的 纤细 的 鞭毛 就 会 消 
失 ,就 得 不 到 棚 棚 如 生 的 生物 形态 一 一 柄 息 在 复 平 面 上 的 数学 生物 。 ， 

当 采 用 其 他 的 和 迭代 公式 进行 编程 和 运算 后 ,就 可 以 得 到 在 图 6. 11 到 图 6. 13 中 
显示 的 其 他 形形色色 的 原生 动物 形态 。 对 包含 有 复数 Z 的 2 KRURA Z 的 三 
角 函 数 的 迭代 公式 ,在 编程 前 需 先 掌握 它们 的 运算 规则 ,再 编写 程序 。 

从 上 面 的 例子 中 可 以 看 到 ,数学 上 的 生物 ( 即 人 造 的 生物 形态 ) 可 以 通过 反复 迁 
代 一 些 简 单 的 迭代 公式 而 得 到 。 同 样 地 ,自然 界 中 存在 的 复杂 的 生物 形态 也 可 用 一 
些 简单 的 动态 规律 来 加 以 描述 ,如 形状 复杂 的 蜗牛 过 可 以 由 对 数 函 数 产 生 。 天 然 生 
物 和 人 造 的 数学 生物 都 来 源 于 反复 应 用 某 些 简 单 的 动态 规律 这 一 事实 ,具有 深刻 的 
内 涵 , 它 给 人 们 的 逻辑 思维 以 新 的 启迪 。 

最 后 补充 一 点 , 当 IBM 公司 的 Pickover 用 近代 方法 产生 了 他 的 数学 生物 时 ,和 牛 
津 大 学 生物 学 家 Richard Dawkins 独立 地 而 且 几 乎 与 他 同时 地 编写 了 另 一 类 计算 机 
程序 ,也 获得 了 棚 棚 如 生 的 生物 形态 。 它 的 产生 过 程 如 下 : 先 由 操作 者 从 一 组 树 形 
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图 案 中 任 选 一 个 图 形 ,然后 程序 便 从 这 个 图 形 出 发 演变 成 男 一 组 图 形 其 中 所 有 
图 形 都 与 操作 者 所 选择 的 那个 图 形 多 少 有 点 不 同 。 操 作者 通过 一 次 又 一 次 的 选择 ， 
最 后 就 能 得 到 一 些 十 分 奇特 而 相互 又 截然 不 同 的 生物 形态 , 即 与 生物 体 很 相似 的 一 
we AS PIB 。 

Dawkins 设计 了 一 个 称 为 Watchmaker 的 既 长 又 复杂 的 程序 ,该 程序 在 
Macintosh 计算 机 上 运行 。 为 了 观察 这 一 程序 ,显示 屏 被 划分 为 若干 个 大 方 格 。 程 
序 开始 时 ,在 显示 屏 的 中 央 出 现 一 个 非常 简单 的 图 形 , 见 图 6. 14。 例 如 ,假设 在 显示 
屏 的 中 心 方 格 内 有 一 棵 有 几 根 分 枝 的 树 ,通过 Watchmaker 程序 可 以 在 周围 的 方 格 
中 产生 出 这 棵 树 的 各 种 变种 来 。 有 些 树 的 分 枝 多 ,有 些 树 的 分 枝 少 ;有 些 树 高 ,有 些 
树 矮 。 树 的 变化 方式 是 由 一 些 基 因 控 制 的 ,可 以 把 发 生变 异 的 树 看 作 是 中 心 格 内 那 
棵 树 的 后 代 , 它 们 代表 了 现 有 群体 中 可 能 的 变异 形式 。 


图 6.14 中 心 树 的 遗传 变异 


该 程序 运行 时 ,用 一 只 鼠标 器 来 控制 进化 过 程 。 鼠 标 器 在 台 板 上 的 运动 通过 一 
个 黑色 的 小 方块 显示 在 屏幕 上 ,操作 人 员 只 要 把 受 鼠 标 器 控制 的 方块 移 到 长 有 树 的 
变种 的 某 个 方 格 中 , 便 可 以 确定 下 一 步 将 要 繁殖 哪 棵 树 的 后 代 。 受 控 的 方块 进入 选 
定 的 方 格 后 , 按 一 下 鼠标 器 上 的 按钮 ,这 个 方 格 内 的 树 就 成 了 以 后 产生 的 树 的 祖宗 ， 
并 被 移 到 中 心 的 方 格 内 。 然 后 选择 循环 便 可 以 重新 开始 ,连续 进行 几 次 选择 后 , 便 产 
生出 树 的 一 个 系统 发 育 品系 ,每 棵 树 相 对 于 其 亲本 都 有 微小 的 变异 。 这 种 缓慢 而 持续 
的 微小 变异 积累 过 程 的 结果 ,可 能 是 非常 惊人 的 。 从 数学 的 角度 来 说 , Watchmaker fe 
序 实 际 上 是 对 累积 变化 的 效果 作 计 算 上 的 表述 。 

Watchmaker 程序 是 如 何 使 中 心 树 产生 变异 的 呢 ? 前 面 已 经 提出 ,程序 产生 的 
每 棵 树 的 形状 都 是 由 基因 控制 的 ,基因 总 数 为 16。 某 些 基 因 的 作用 很 容易 描述 ,而 
另 一 些 基因 由 于 与 其 他 基因 间 存 在 相互 影响 ,因而 其 作用 无 法 预测 。 有 些 基因 控制 
着 分 枝 的 数量 以 及 整体 的 大 小 ,在 第 二 类 基因 中 ,有 三 个 基因 联合 控制 分 枝 在 水 平方 


惫 的 伸展 程度 ,而 另外 五 个 基因 则 共同 控制 分 枝 在 垂直 方向 的 伸展 程度 。 

Dawkins 编制 的 程序 使 人 们 能 够 通过 设计 他 们 自己 的 图 示 生 命 形式 来 模拟 进化 
过 程 。 为 了 进行 比较 ,让 我 们 来 看 -- 下 考古 学 家 的 研究 结果 。 他 们 指出 ,最 初 的 植物 
无 叶 也 无 花 。 迄 今 为 止 报告 发 现 的 最 古老 的 陆 生 植物 ,是 从 爱尔兰 的 约 4 亿 2 和 王 万 
年 地 层 ( 志 留 纪 文 洛 克 期 ) 中 发 现 的 库 克 索尼 阿 蕨 ,其 大 小 只 有 1 一 2 om, I f$ 3E 2$ E 
小 。 它 的 枝 分 成 两 勾 而 无 叶 ,其 个 端 有 充满 孢子 的 孢子 歧 。 in 称 
为 “二 叉 分 枝 ”。 这 种 “二 叉 分 枝 ” 形 态 是 可 以 通过 程序 而 得 到 的 。 不 仅 如 此 ,大 
vA AIJE Ft ts PE m AL 这 就 提出 了 一 个 颇 有 
争议 的 问题 : 像 生命 这 人 么 复杂 的 机 构 ,是否 可 能 通过 随机 事件 的 组 合 而 产生 呢 ? 

图 6.15 是 由 Watchmaker 程序 产生 的 一 些 生 物 形态 。 实 际 上 ,程序 作出 的 图 形 
完全 就 是 一 些 树 。 当 树枝 回 过 来 欠 在 树干 上 ,或 以 意 想不到 的 方式 互相 缠绕 时 ,就 不 
仅 会 产生 出 昆虫 的 身体、 可 和 腿 ,还 会 产生 出 无 数 其 他 生物 形态 ,包括 树 峙 .蝙蝠 以 及 
蜜蜂 等 ,其 至 产生 出 像 灯 、 天 平 . 人 洋 这 样 一 些 图 形 来 。 


o 4 


A Sal Ee ^w 


图 6.15 Watchmaker 程序 产生 的 各 种 生物 形态 
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第 7 章 气 国 相 变 与 分 形 


7.1 氧化 钼 的 分 形 生长 


在 介绍 气 固 相 变 时 氧化 钥 的 分 形 生长 前 , 先 简 要 地 回顾 一 下 关于 相 变 的 基本 概 
念 和 研究 历史 。 相 变 指 的 是 当 外 界 约 束 ( 温 度 或 压强 ) 作 连续 变化 时 ,在 特定 条 件 ( 温 
度 或 压强 达到 某 定 值 ) 下 , 物 相 的 突变 。 突 变 可 以 表现 为 : 结构 的 变化 , 即 从 一 种 
结构 变化 为 另 一 种 结构 ,例如 气相 凝结 为 液 相 或 固 相 , 液 相 凝固 为 固 相 ,或 在 固 相 中 
不 同 唱 体 结构 之 间 的 转变 ; 四 化 学 成 分 的 不 连续 变化 ,如 固溶体 的 脱 溶 分 解 或 深 液 
的 脱 浴 沉 淀 : 四 某 种 物理 性 质 的 既 变 : 例如 , 顺 磁体 一 铁 磁体 转变 , 顺 电 体 一 铁 电 体 
转变 ,正常 导体 - 超导体 转变 等 ,反映 了 某 一 种 长 程序 的 出 现 或 消失 ; 又 如 金属 一 非 
金属 转变 ,液态 一 玻璃 态 转变 等 , 则 对 应 于 构成 物 相 的 某 一 种 粒子 (如 电子 或 原子 ) 在 
两 种 明显 不 同 的 状态 (如 扩展 态 与 局 域 态 ) 之 间 的 转变 。 上 述 三 种 变化 可 以 单独 地 出 
现 ,也 可 以 两 种 或 三 种 变化 兼 而 有 之 ,如 脱 溶 沉淀 往往 是 结构 与 成 分 的 变化 同时 发 
生 , 铁 电 相 变 则 总 是 和 结构 相 变 硒 合 在 一 起 的 ,而 铁 磁 相 的 沉淀 析出 则 兼备 三 种 
变化 。 

相 变 的 分 类 标志 是 热力 学 势 及 其 导数 的 连续 性 。 自 由 能 .内 能 都 是 热力 学 势 , 它 
们 的 第 一 阶 导 数 是 压力 (或 体积 ) Hg CNG dl Bro .平均 磁化 强度 等 ,而 第 二 阶 导 数 给 
压缩 率 .膨胀 率 . 比 热 ,磁化 率 等 。 几 是 热力 学 势 本 身 连续 ,而 第 一 阶 导 数 不 连 续 的 状 
态 突变 , 称 为 第 一 类 相 变 或 一 级 相 变 ,有 时 也 称 为 不 连续 相 变 ;而 热力 学 势 和 它 的 第 
一 阶 导数 连续 变化 ,而 第 二 阶 导 数 不 连续 的 情形 , 称 为 第 二 类 相 变 或 二 级 相 变 ,习惯 
上 也 称 为 连续 相 变 或 临界 现象 。 在 自然 界 中 观察 到 的 相 变 多 半 属 于 一 级 相 变 ,金属 
与 合金 中 相 变 也 是 如 此 。 属 二 级 相 变 的 往往 是 一 些 比较 特殊 的 相 变 : 如 在 临界 点 的 
气 液 相 变 , 铁 磁 相 变 , 超 导 相 变 , 超 流 相 变 ,部 分 合金 的 有 序 一 无 序 相 变 ,部 分 铁 电 相 
变 等 。 对 一 级 相 变 而 言 ,热力 学 势 的 一 阶 导 数 不 连 续 , 表 示 相 变 伴 随 着 明显 的 体积 变 
化 和 热量 吸 放 ( 潜 热 )。 而 对 二 级 相 变 来 说 ,其 热力 学 势 的 二 阶 导 数 不 连 续 , 这 时 没有 
体积 变化 和 潜 热 ,但 压缩 率 、 比 热 . 磁 化 率 等 物理 量 随 温度 的 变化 有 曲线 上 出 现 跃 变 或 
无 穷 的 尖峰 。 

相 变 为 跨越 多 种 学 科 的 研究 领域 ,因而 受到 不 同 专业 学 者 (如 物理 学 家 、 化 学 家 、 
金属 学 家 、 陶 瓷 学 家 和 地 质 学 家 等 ) 的 关注 ,金属 学 家 重点 研究 的 是 金属 与 合金 中 一 


级 相 变 的 动力 学 问题 ,物理 学 家 则 将 其 注意 力 集中 于 连续 相 变 和 临界 现象 的 基本 理 


论 问 题 。 对 相 变 的 研究 可 以 追溯 到 1873 年 范 德 瓦 尔 斯 (J. D. Van der Waals) 提 出 的 
范 德 瓦 尔 斯 方程 ,从 分 子 动力 论 的 观点 来 前 明 气 一 液 相 变 的 连续 性 和 不 连续 性 。 
1878 Æ ii fn Er CJ. W. Gibbs) 对 复 相 平衡 的 热力 学 规律 进行 了 全 面 的 阐述 ,首次 提出 
了 有 关 相 变动 力学 的 一 些 基本 概念 。19 世纪 末 , 居 里 (P. Curie) 对 铁 磁 相 变 进行 了 
定量 的 研究 ,明确 了 居 里 点 的 存在 。20 世纪 初 , 外 斯 (P. Weiss) 提 出 了 平均 场 理论 来 
解释 铁 磁 相 变 的 出 现 。1937 年 , 朗 道 (JI. T. JIannan) 概 括 了 平均 场 理 论 的 实质 ,用 
序 参量 的 寡 级 数 展开 来 表示 相 变温 度 附 近 的 自由 能 ,从 而 提出 了 一 种 对 二 级 相 变 具 
有 普 适 性 的 唯 象 理论 一 - 朗 道 理论 。 这 里 引入 的 序 参 量 指 反 映 系统 内 部 有 序 化 程度 
的 参量 , 它 在 高 对 称 相等 于 零 ,而 在 低 对 称 相 则 不 等 于 零 。 相 变 即 意味 着 序 参量 从 零 
向 非 零 值 的 过 渡 ( 或 其 逆 过 程 )。 从 20 世纪 60 年 代 起 , 朗 道 理论 所 导出 的 临界 指数 
与 实验 值 有 明显 的 差别 引起 了 人 们 的 关注 ,这 表明 在 临界 点 附近 妆 道 理论 可 能 不 适 
用 ,从 而 引发 了 对 临界 现象 的 大 量 的 理论 和 实验 研究 。 通 过 这 些 工 作 概 括 出 一 些 新 
的 规律 . 标 度 律 与 普 适 性 。 到 70 年 代 初 ,威尔逊 (K. G. Wilson) 提 出 了 重 正 化 群 的 理 
论 :使 之 得 到 完善 的 解释 ,从 而 建立 了 临界 现象 的 近代 理论 '…: 。 

ENEH A WI . Ze az mb SU" SEZACORI 2 BE" ELRCTOSERR BS E SR" ARES F LIE — (d 
要 说 明 。“ 涨 落 和 关联 ”这 一 概念 的 首次 提出 是 在 20 Mb AU] MAL" tls LOT BY OF AA 
始 的 。 在 透明 的 容器 中 装 和 人 接近 临界 密度 的 气体 , 当 温 度 降 到 临界 点 附近 时 ,散射 光 
的 强度 和 颜色 会 发 生 引 人 注目 的 变化 。 开 始 时 ,光束 逐渐 散 开 ;在 相对 温差 达到 百 分 
之 几 的 范围 时 ,整个 样品 发 亮 , 呈 蓝 色 。 进 一 步 有 逼近 临界 点 时 ,向 前 散射 的 光 突 然 增 
强 , 向 四 周 散 射 的 光 减 弱 ,颜色 又 转 白 ,由 此 得 到 了 “ 乳 光 ”这 一 名 称 。 产 生 这 一 奇特 
现象 的 原因 是 光 的 散射 增强 。 物 理学 家 提出 ,在 临界 点 附近 不 同位 置 的 气体 密度 的 
涨 落 不 是 相互 独立 的 ,而 是 彼此 有 关联 。 他 们 首次 提出 了 一 个 重要 的 概念 : 即使 分 
子 间 是 短程 作用 力 , 也 可 能 出 现 长 程 的 关联 。 这 个 重要 的 概念 后 来 被 越 来 越 多 的 实 
验 所 证 实 。 气 液 临 界 点 和 二 元 液体 混合 临界 点 上 都 观察 到 可 见 的 临界 乳 光 。 不 透明 
介质 的 临界 点 (如 合金 的 有 序 -- 无 序 相 变 , 铁 磁 转变 等 ) 上 发 现 X 射线 及 中 子 散 射 的 
反常 增 大 ,其 规律 与 临界 乳 光 一 样 。 在 1. 1 节 中 列举 的 Benard 流 , 也 充分 体现 了 长 
程 相 关 性 。 

一 个 物理 系统 的 对 称 性 质 的 突然 降低 , 称 为 “对 称 的 破 缺 ”。 物 理 系统 只 能 具有 
或 不 具有 某 种 对 称 性 质 ,“ 有 ”和 “无 "之 间 只 有 突变 ,没有 渐变 ,但 突变 可 由 某 个 参数 
的 渐变 引起 。 物 理 参数 的 无 穷 小 变化 引起 对 称 的 破 缺 ,这 是 连续 相 变 的 本 质 。 通 常 
低温 相 是 具有 低 对 称 的 更 有 序 的 相 ,高 温 相 对 称 性 较 高 ,而 有 序 度 较 低 。 高 温 相对 称 
性 较 高 ,但 并 不 一 定 是 无 序 的 。 许 多 相 变 都 是 从 一 种 有 序 到 另 一 种 有 序 的 变化 。 在 
气 液 相 变 时 ,对 称 性 如 何 变化 呢 ? 在 气 液 临界 点 以 上 分 不 出 气体 和 液体 ,也 就 是 气 一 
液 是 对 称 的 。 到 了 临界 点 以 下 ,就 可 以 分 出 气体 和 液体 ,因而 就 破坏 了 这 种 对 称 。 从 


447 


(Fi YB) 


ay 


148. 


高 温 高 对 称 相 到 低温 低 对 称 相 的 转变 必须 通过 其 种 破坏 对 称 的 运动 来 实现 。 微 观 粒 
子 处 于 不 停 的 运动 中 ,它们 的 运动 ,可 以 分 成 各 种 方式 (或 模式 )。 如 果 各 种 运动 模式 
同样 地 激发 , 则 不 会 破坏 对 称 性 。 如 果 各 种 运动 模式 的 激发 是 不 同 的 , 那 就 会 破坏 对 
称 性 ,使 对 称 性 降低 。 另 外 ,只 要 有 序 相 不 处 于 绝对 零度 ,就 会 有 涨 落 ,或 叫做 破坏 有 
序 的 “元 激发 "。 在 连续 相 变 时 ,压缩 率 、 比 热 .磁化 率 等 有 奇异 性 ,说 明 它 涉及 大 量 的 
自由 度 ;而 涨 落 很 大 ,说 明 激 发 这 些 白 由 度 只 需要 无 穷 小 的 能 量 -"5 。 

氧化 钼 在 气 固 相 变 时 的 分 形 生长 是 首次 观察 到 的 十 分 有 趣 的 现象 ,因而 为 国内 
外 学 术 界 所 关注 。 由 于 Mo 和 低 价 氧化 物 均 有 和 氧化 倾向 , 含 氧 量 高 的 氧化 物 在 受热 
时 容易 蒸发 ,因此 要 得 到 Mo-O 系统 相 平 衡 的 可 靠 资 料 是 很 困难 的 。 据 文献 报道 ,已 
确定 的 氧化 物 ( 热 力学 稳定 的 相 ) 有 9 种, 即 MoO, CE JE). MoO, (389%), Mo, O CH. 
BL) Mo On, GE FE)» Moi; Our s Mo; Ou , Mo; Quy» Mos Org CH RH s Moi Os (三 斜 )。 
其 中 MoO, 和 MoO; 为 化 学 计量 的 氧化 物 , 而 其 余 7 种 为 非 化 学 计量 的 具有 复杂 结 
构 的 氧化 物 。 

对 某 些 化 合 物 而 言 , 即 使 其 化 学 式 相同 ,但 由 于 在 不 同 的 温度 下 形成 ,会 具有 不 
同 的 晶体 结构 。 如 Mo:O Æ 615°C 以 下 形成 的 为 单 斜 晶体 ,而 在 615 一 800C zz fü] 
形成 的 为 侨 方 晶体 。 这 些 氯 化物 的 获得 是 通过 把 MoO, 与 Mo W MoO, 混合 ,用 还 
原 的 方法 制备 的 :1 。 

氧化 铀 分 形 生 长 实验 的 基本 思路 是 设计 一 个 反应 一 扩散 体系 ,而 且 使 该 体系 处 
于 远离 平衡 的 条 件 下 。 实 验 是 在 一 个 温度 可 控 的 气相 沉积 装置 中 进行 的 。 将 金属 钼 
ARN ALE 650~900°C , 钼 板 周 围 为 可 控 的 氧化 性 气氛 ,其 中 包含 氧气 和 人 氯气 ,改变 氧 
和 和 氢气 的 分 压 比 就 可 以 控制 钼 氧化 的 速率 。 在 选 定 的 加 热 温度 下 , 钥 将 不 断 地 氧化 ， 
氧化 钼 莹 发 并 沉积 到 与 钼 板 相 对 放置 的 基体 的 表面 上 上 。 基 体 可 选用 氧化 铝 多 上 晶 , 氧 
化 铝 单 晶 ,或 石英 玻璃 等 。 保 温 时 间 选 在 0.5 一 2 h 之 间 ,冷却 速率 为 每 分 钟 2 一 55C 。 
另外 ,也 可 用 氧化 钥 粉 代 奉 铀 板 进行 实验 。 

对 实验 产 牛 的 氧化 钼 晶体 及 各 种 分 形 结构 用 扫 摘 电子 显微镜 进行 形 旬 观 察 。 应 
用 卢 瑟 福 背 散射 (RBS) 技 术 分 析 氧 化 铀 品 体 的 成 分 以 及 厚度 ,用 X 射线 Laue 透射 
法 和 透射 电子 显微镜 分 析 唱 体 的 结构 。 按 照 核 晶 凝 罕 模型 进行 计算 机 模拟 (参见 
7.4 节 ), 对 分 形 结构 的 分 形 维 数 则 应 用 图 像 处 理 计算 机 进行 计算 。 

实验 结果 表明 ,在 氧化 钼 的 气态 一 固态 相 变 过 程 中 ,在 氧化 铝 基 体 的 表面 上 ,会 
结晶 出 一 些 晶 体 , 这 些 唱 体 的 基本 形状 为 带 状 晶体 、 细 长 的 日 须 和 长 方 体 , 它 们 的 数 
量 和 尺度 与 实验 条 件 有 关 。 在 氧 分 压 一 定 的 条 件 下 ,晶体 的 数量 和 尺度 主要 与 加 热 
温度 与 保温 时 间 有 关 。 当 温度 较 低 (如 650°C 保温 2 h), 唱 体 为 长 条 形 薄 片 , 数 量 也 
不 多 ; 升 高 温度 (如 800°C 保温 2 bo .晶体 为 唱 须 和 长 方 体 ;, 再 增加 温度 (如 900 忆 保温 
2 h) ,产生 大 量 的 长 条 形 厚 晶片 。 带 状 晶 体 的 长 度 可 达到 20 mm, 宽 0. 4 一 1. 8 mm, 
在 长 度 方向 上 两 条 边 严格 平行 ,而 且 晶 体 的 端 部 也 非常 平整 。 晶 体 表 面 平整 极为 光 


Se, FAFA a EAE. uf LUE EIU Sj B RR ER Pt. B; BRS 测 得 的 
晶体 厚度 范围 在 几 百 纳米 到 1 OKA A, SEE AULA AK RSH. EA 
化 钼 晶体 成 分 测定 时 ,采用 2. 1 MeV 的 氮 离 子 束 作为 人 射 离子 束 。 由 于 氧 的 氨 离 子 
散射 截面 较 小 , 背 散 射 粒 子 的 产 额 就 低 ,而 且 氧 峰 往 往生 加 于 基体 的 散射 谱 上 ,造成 
计算 误差 。 为 了 准确 地 测定 晶体 的 成 分 ,应 用 自 支 撑 膜 技术 ,成功 地 测定 了 晶体 的 成 
分 520 。 分 析 结 果 表 明 ,在 不 同 的 温度 下 ,得 到 的 晶体 的 成 分 是 不 同 的 ,有 MoO; ,也 
有 Mos Ou。 这 可 以 解释 如 下 :; Mo 是 容易 氧化 的 金属 ,在 氧化 性 气氛 中 ,在 300C 就 
开始 氧化 ,在 不 同 的 温度 区 域 , 会 形成 不 同 的 氧化 物 。 另 外 ,对 这 些 氧化 钼 晶体 进行 
X 射线 Laue 透射 实验 表明 ,晶体 的 衍射 斑点 清晰 ,具有 很 好 的 对 称 性 ,属于 完整 的 单 
晶体 。 在 高 压 透射 电子 显微镜 上 对 和 氧化 钻 晶 体 (MoO;) 进 行 分 析 , 测 定 了 品格 常数 ， 
确定 其 晶体 结构 为 正 交 晶 系 。 

除了 结晶 出 各 种 晶体 以 外 ,在 上 述 的 实验 条 件 下 ,在 不 可 逆 凝 聚 过 程 中 ,还 形成 
了 由 氧化 铝 晶 片 或 晶 须 或 形状 奇特 的 晶体 凝聚 组 成 的 各 种 形态 的 分 形 结构 ,用 扫描 
电镜 对 它们 进行 了 观察 。 由 于 钼 氧化 物 是 绝缘 体 , 所 以 在 扫描 电镜 观察 以 前 ,在 它们 
表面 用 真空 镀膜 法 沉积 一 层 金 膜 或 磋 膜 , 膜 厚 为 10 nm 左右 ,以 获得 良好 的 网 像 。 
7.1 是 在 6507C 和 750 形成 的 凝聚 结构 。 
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图 7.1 在 650C 和 750C 形 成 的 凝聚 结构 
Ca), Cb) 在 650C 形 成 的 凝聚 中 心 以 及 位 于 中 央 的 一 个 星 形 凝 聚 中 心 的 放大 图 ; 
(c),(d) 在 750 必 得 到 的 分 形 结 构 以 及 该 结构 的 放大 图 
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图 7. 1(a) 是 在 650°C FIRR 2 h 所 得 到 的 凝聚 物 的 扫描 电镜 照片 ,可 以 看 到 各 
种 形态 的 小 凝聚 体 , 有 的 呈现 星 形 , 有 的 星 长 条 形 。 其 实 这 些小 凝聚 体 应 该 称 为 凝聚 
中 心 ,因为 如 果 延 长 保温 时 间 的 话 , 那 么 就 可 能 以 它们 为 核心 形成 一 些 大 的 凝聚 体 。 
图 7.1(b) 是 位 于 图 7. 1(a) 中 央 的 一 个 星 形 凝 聚 中 心 的 放大 图 ,可 以 发 现 该 凝聚 中 心 
为 一 个 不 规则 的 分 又 结构 ,每 一 个 分 枝 为 一 片 透明 的 晶体 ,它们 的 尺度 范围 为 几 十 微 
米 。 在 分 又 结构 的 下 面 及 其 周围 分 布 着 许多 细 长 形 的 微小 结晶 体 , 有 理由 推断 ,这 些 
细小 结晶 体 是 在 整个 实验 过 程 的 早期 结晶 的 。 0 

E] 7. 1C d& E 750°C F fili 0. 5 h 所 获得 的 分 形 结构 的 照片 ,可 以 看 到 该 结构 的 
对 称 性 较 好 ,具有 与 DLA 凝聚 体 相 似 的 分 枝 特 征 , 但 是 从 整体 上 看 , 它 比 DLA ORE 
体 要 致密 得 多 。 很 明显 ,该 结构 具有 标 度 不 变 的 特点 , 即 自 相似 性 ,是 个 典型 的 二 维 
分 形 结构 。 而 图 (d) 则 更 清楚 地 揭示 出 ,这 个 分 形 结构 的 不 同 尺 度 的 分 枝 均 由 细 长 
的 唱 须 沿 着 各 分 枝 方向 堆积 而 成 。 唱 须 的 长 度 为 几 个 微米 ,它们 的 堆积 极为 有 序 ,不 
是 互相 平行 ,就 是 互相 垂直 , 绝 不 会 杂乱 无 章 地 堆 吉 。 这 些 晶 须 似乎 执行 一 个 指令 有 
规则 地 堆积 起 来 ,形成 宏观 的 空间 有 序 结构 。 由 于 这 种 分 形 结构 的 堆 操 (堆积 ) 特 点 ， 
有 时 又 称 为 晶体 的 雁 才 分 形 或 堆积 分 形 , 它 是 材料 分 形 生长 中 一 个 很 好 的 自 组 织 前 
例子 。 对 图 7. 16 的 分 形 结构 的 分 形 维 数 的 测定 是 在 下 S 公司 的 Model-75 图 像 处 
理 计算 机 上 进行 的 ,图 像 分 辨 率 为 512 双 512 像素 。 利 用 最 大 似 然 分 类 法 ,按照 密度 
相关 请 数 进行 计算 ,得 到 分 形 维 数 为 D—1.96. 

在 较 高 的 加 热 温度 下 获得 的 凝聚 体 如 网 7.2 所 示 。 图 7. 2(a) 是 在 800'C 下 保温 
2h 所 形成 的 凝聚 体 , 从 整体 上 它 显 示 了 一 种 网 络 形状 。 放 大 2000 倍 后 得 到 的 图 形 
如 图 7.2(b) 所 未 ,从 图 中 可 以 看 到 , 它 是 由 大 量 形状 复杂 的 束 状 晶 体 聚 集 组 成 的 ,这 
些 东 状 晶体 具有 棕榈 叶 的 特征 ,而 在 它们 的 周围 分 布 着 许多 形态 规则 的 单 品 体 , 这 些 
单 昌 体 的 大 小 不 一 ,其 尺度 范围 在 征 米 的 量 级 上 。 由 柬 状 晶体 和 单 晶体 的 尺度 大 小 
以 及 相对 和 位置 ,可 以 推断 ,尽管 无 法 确定 这 两 种 晶体 生长 的 先后 次 序 , 但 它们 应 该 是 
在 实验 过 程 中 同一 时 间 范 围 内 生长 的 。 

在 900°C FARR 2h f SL MEX ZR n [E]. 7. 200) ~(d) 所 示 。 从 这 两 个 图 中 可 
以 发 现 ,该 结构 的 尺度 较 大 ,为 1.5 em 左右 ;整体 对 称 性 较 差 ; 虽 有 分 枝 与 分 又 ,但 自 
相似 不 够 明显 。 放 大 后 的 照片 指出 ,整个 图 形 是 由 大 量 长 条 形 晶 片 按 一 定 的 方向 堆 
操 后 形成 的 ,这 些 晶 片 的 长 度 约 100 pm, 宽 约 10 pm, ESE AS E EATI HORE SF 
晶 沿 善 分 枝 或 分 叉 方向 逐步 地 改变 角度 。 蝇 片 表 面 上 的 平行 条 纹 以 及 锯齿 状 边缘 是 
由 于 电子 束 扫描 时 ,上 电镜 的 真空 度 不 够 高 而 造成 的 。 在 本 实验 条 件 下 得 到 的 大 尺度 
的 堆 井 结构 ,可 以 解释 为 在 高 温 下 氧化 钥 在 气相 中 的 浓度 较 高 , 相 变 时 晶体 的 生长 速 
率 也 较 高 ,因而 长 成 的 晶片 尺度 较 大 ,唱片 堆 烘 成 的 整体 结构 的 尺度 也 较 大 ，。 

钼 氧化 物 在 气 固 相 变 过 程 中 形成 的 分 形 结构 是 在 远离 平衡 的 无 序 系统 中 ,自发 
形成 的 宏观 的 空间 有 序 结构 。 这 是 一 种 在 非 平衡 不 可 逆 过 程 中 从 无 序 到 有 序 的 自 组 
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图 7.2 在 800C 和 900C 形 成 的 凝聚 结构 
Ca), (b) Æ 800C 形 成 的 凝聚 体 图 形 以 及 一 个 分 枝 的 放大 图 ; 
Cc) , Cd) 在 900C 得 到 的 堆 吉 结构 以 及 该 结构 的 放大 图 


织 现象 , 它 是 与 传统 的 热力 学 原理 及 Boltzmann 有 序 原理 相 违 背 的 所 5 。 其 产生 的 原 
因 可 以 解释 如 下 : 氧化 钼 是 容易 蒸发 的 一 种 化 合 物 ,如 在 750°C ,其 饱和 蒸气 压 就 可 
ik 133. 32 Pa 以 上 。 在 受到 加 热 时 ,大 量 气态 的 氧化 钼 分 子 在 整个 空间 内 的 浓度 分 
布 是 不 岁 匀 的 。 由 于 这 些 氧 化 钻 分 子 不 停 地 无 规则 热 运 动 ,在 空间 各 个 点 上 产生 了 
浓度 的 涨 落 ,而 且 这 些 涨 落 是 相互 关联 的 , 即 在 体系 中 的 不 同 地 点 及 不 同 的 时 刻 发 生 
着 的 分 子 事件 之 间 , 有 着 某 种 长 程 的 相关 。 在 接近 临界 点 时 ,关联 长 度 趋 向 无 穷 。 此 
时 整个 系统 对 应 于 相 图 上 的 热力 学 不 稳定 区 ,均匀 相对 任何 不 均匀 的 涨 落 都 是 不 稳 
定 的 ,必然 会 自发 地 发 生 相 分 离 过 程 ,或 者 说 经 过 不 稳定 态 的 相 变 过 程 , 即 所 谓 的 “ 亚 
稳 分 解 ”(spinodal decomposition). 

由 “ 亚 稳 分 解 ”? 的 唯 象 理论 ,可 以 得 出 : 在 均匀 相 变 得 不 稳定 的 即 具 有 负 扩 散 系 
数 的 扩散 不 稳定 区 ,浓度 的 空间 分 布 的 某 种 周期 性 有 序 结构 可 以 从 原来 没有 结构 的 
均匀 介质 中 自发 形成 。 

传统 的 热力 学 原理 及 Boltzmann 有 序 原 理 只 是 从 孤立 体系 以 及 在 偏离 平衡 不 远 
的 条 件 下 总 结 出 来 的 规律 。 而 在 本 实验 中 ,体系 是 处 于 一 个 开放 的 和 远离 平衡 的 条 
件 下 ,均匀 的 非 平衡 定 态 失去 稳定 性 ,通过 能 量 的 耗 散 和 内 部 的 非 线 性 动力 学 形成 宏 
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观 的 有 序 结构 -1 。 

按照 非 平衡 态 热 力学 理论 ,产生 不 稳定 现象 的 必要 条 件 是 : 

OD 远离 热力 学 平衡 ， 

(2) 非 线性 动力 学 过 程 中 必须 包含 适当 的 非 线 性 反馈 ,如 一 个 过 程 的 结果 会 影 
响 到 过 程 本 身 。 

在 本 实验 条 件 下 ,扩散 过 程 的 结果 (产生 单 晶体 及 形成 分 形 结构 ) 会 影响 扩散 本 
身 的 进行 。 这 是 与 平衡 结构 (其 有 序 是 靠 分 子 间 的 相互 作用 来 维持 的 ,有 序 的 特征 长 
度 即 分 子 间 的 相互 作用 距离 ,通常 为 10 cm) 的 形成 和 维持 的 条 件 大 不 相同 的 。 
Prigogine 把 在 开放 和 远离 平衡 的 条 件 下 ,在 与 外 界 环境 交换 物质 和 能 量 的 过 程 中 ， 
通过 能 量 耗 散 过 程 和 内 部 的 非 线性 动力 学 机 制 来 形成 和 维持 的 宏观 时 空 有 序 结构 称 
为 “ 耗 散 结构 ”。 

称 氧化 钼 分 形 结构 为 有 序 结构 有 两 层 内 涵 。 一 是 从 微观 上 讲 , 分 形 结 构 是 由 和 氧 
化 钼 唱 须 或 晶体 组 成 的 ,它们 是 典型 的 平衡 结构 。 更 重要 的 一 层 意 思 是 指 在 宏观 上 
往往 自 相 似 的 图 案 。 分 形 结构 的 形状 对 非 平衡 条 件 极为 敏感 ,这 一 点 可 以 从 同一 次 
实验 中 ,在 同一 样品 的 不 同 区 域 形 成 形状 各 不 相同 的 分 形 图 案 得 到 证 明 。 而 且 在 多 
次 实验 中 ,从 未 得 到 两 个 图 案 完 全 相同 的 氧化 钼 分 形 结构 ,得 到 的 图 案 也 不 是 完全 对 
称 的 ,这 一 点 也 许 是 因为 实际 体系 的 行为 常常 与 理想 体系 的 行为 有 一 定 的 偏离 。 从 
微观 上 讲 ,任何 有 序 态 的 出 现 总 意味 着 体系 的 各 组 成 单元 (原子 ,分 子 等 ) 之 间 存 在 着 
长 程 关联 ,尽管 人 们 目前 还 不 知道 产生 这 种 关联 的 全 部 原因 ,但 有 理由 认为 ,这 种 关 
联 相当 于 某 种 微观 相互 作用 。 综 上 所 述 , 形 成 的 氧化 钼 分 形 结构 是 耗 散 结 构 的 有 序 
原理 和 Bolzmann 有 序 原理 二 者 同时 起 作用 的 结 采 , 即 微观 上 的 平衡 结构 ,宏观 上 的 
空间 有 序 结构 。 | 

初步 的 分 析 认 为 ,氧化 钼 气 固 相 变 时 形成 的 分 形 结构 是 一 种 微观 上 的 平衡 结构 ， 
宏观 上 的 空间 有 序 结构 。 在 形成 分 形 结构 时 ,同时 形成 的 氧化 钼 晶体 ,其 动力 学 过 程 
为 亚 稳 态 相 变 的 成 核 一 生长 机 制 。 在 本 实验 系统 中 ,由 于 同时 存在 着 化 学 反应 ( 即 钼 
的 氧化 反应 ) .扩散 过 程 和 亚 稳 态 相 变 的 成 核 一 生长 过 程 , 它 们 都 会 对 浓度 的 变化 及 
涨 落 的 时 间 发 展 起 作用 ,因而 体系 的 总 的 稳定 性 取决 于 这 三 种 动力 学 过 程 的 总 的 结 
果 。 本 研究 采用 的 实验 体系 是 远离 平衡 .能 与 环境 间 进 行 能 量 交 换 和 物质 交换 的 开 
BURR ,在 不 同 的 温度 下 ,凝聚 体 的 堆积 (或 聚集 ) 方 式 各 不 相同 ,组 成 凝聚 体 的 基本 
单元 ( 唱 须 .晶体 .晶片 ) 的 形态 和 尺度 也 各 不 相同 。 这 就 表明 ,每 个 凝聚 体 都 经 历 了 
一 个 复杂 的 各 不 相同 的 生长 过 程 。 由 于 实验 时 加 热 温 度 很 高 ,因而 无 法 观察 生长 的 
动态 过 程 , 这 也 增加 了 解释 这 些 复杂 现象 的 难度 。 另 外 ,在 凝聚 体 生 长 过 程 中 ,其 沉 
积 表面 的 状态 (如 表面 平整 度 ) 对 凝聚 体 的 形成 有 极 大 的 影响 ,这 已 为 实验 所 证 实 。 
在 面 对 钻 板 ( 或 氧化 钼 粉 ) 的 单 晶 硅 片 的 抛光 面 上 ,在 加 热 实验 后 ,表面 上 什么 也 没有 
留 下 , 即 没 有 任何 凝聚 体 ,也 没有 任何 晶体 ,而 在 硅 片 的 背面 (没有 抛 过 光 的 粗糙 面 ) 


上 , 却 形成 了 许多 结晶 良好 的 单 晶 体 。 还 值得 一 提 的 是 ,在 同一 次 实验 中 ,在 同一 个 
沉积 表面 上 ,还 常常 观察 到 在 两 个 相互 紧 紧 相 邻 的 区 域 里 ,会 发 现 两 个 堆积 方式 截然 
不 同 的 凝聚 体 ,如 一 个 为 网 络 形 结构 (与 图 7.2(a),(b) 中 的 相 类 似 ), 另 一 个 为 唱片 
堆积 (与 图 7.2(c),(d) 中 的 相 类 似 ), 这 也 许 就 要 归结 于 沉积 表面 的 状态 不 同 ,从 而 
它们 的 界面 生长 动力 学 过 程 也 就 不 同 "9。 


7.2 碘 的 分 形 生 长 


碘 是 一 种 化 学 性 质 较为 活泼 的 非 金 属 , 有 紫 黑色 或 次 紫红 颜色 的 结晶 体 , 品 体 结 
构 为 正 交 晶 系 ,熔点 为 113. 6°C ,密度 为 4.93 g/cmzs 。 在 常 压 下 缓慢 加 热 时 , 碘 就 升 
华 , 亦 即 不 经 熔化 的 过 程 就 转变 为 紫色 蒸气 ; 碘 蒸 气 冷却 时 ,也 不 经 过 液 相 ,就 重新 变 
为 固态 。 但 如 果 将 碘 急 速 加 热 ,尤其 是 在 增 大 压力 时 , 它 就 在 113. 6'C RE HS 

为 了 研究 夏 在 气 固 相 变 时 的 分 形 生长 ,设计 了 一 套 由 玻璃 容器 组 成 的 蒸发 沉积 
装置 ,该 装置 包括 加 热 , 保 温和 控 温 三 个 部 分 。 将 碘 唱 体 ( 分 析 纯 ) 颗 粒 放 入 玻璃 容器 
内 ,采用 间接 加 热 的 方式 进行 加 热 , 即 先 加 热 玻璃 容器 周围 的 空气 ,空气 把 热量 传导 
给 玻璃 容器 ,容器 再 把 热量 传导 给 碘 , 使 之 熬 发 , 敬 发 的 碘 原 子 沉积 到 衬 在 容器 内 壁 
上 的 季 戊 四 醇 (PET) 膜 表面 上 。 实 验 的 温度 范围 选择 在 110°C 到 1407C Z7 [8] , BRz& ^ 
的 冷却 速率 控制 在 0. 6°C /s 到 3'C/s 之 间 。 对 这 些 碘 的 沉积 物 ,用 光学 显微镜 观察 
其 形 貌 ,用 X 光 衍 射 测定 晶体 结构 ,在 十 万 分 之 一 的 精密 天 平 上 测定 了 升华 速度 。 
许多 碘 的 沉积 物 显 示 了 分 形 的 特征 ,对 这 些 凝 聚 体 测定 了 分 形 维 数 。 这 些 分 形 凝 聚 


体 与 其 化 的 碘 的 沉积 物 一 样 ,在 空气 中 会 升华 ,一 般 在 空气 中 暴露 半 小 时 左右 ,其 图 


在 季 友 四 醇 膜 上 得 到 的 碘 沉积 物 可 分 为 五 种 不 同 的 形态 : 基本 均匀 分 布 的 碘 颗 
粒 、 小 颗粒 分 形 凝 聚 体 、 网 络 形 生成 物 .雪花 状 枝 晶 以 及 结晶 良好 的 碘 唱 体 。 前 面 四 
种 沉积 物 的 光学 显 微 照片 分 别 如 图 7. 3 PY Ca) Cb). Cc), CA BEA (a) A Co) FBC 
倍数 为 20 倍 ,(b) 和 (d) 的 放大 倍数 为 40 倍 。 

从 图 7.3 中 可 以 看 到 ,(a) 和 (b) 中 的 碘 沉 积 物 的 基本 形态 比较 接近 ,都 由 大 量 的 
小 颗粒 所 组 成 。 图 7. 3(a) 中 的 颗粒 ,有 的 是 相互 连接 在 一 起 ,有 的 是 孤岛 状 。 实 验 
中 冷却 速度 很 快 (o= 38°C /s) ,因而 处 于 气相 中 的 碘 原子 快速 结晶 析出 ,在 沉积 表面 形 
成 基本 均匀 分 布 的 颗粒 。 在 图 7.3(a) 中 , 自 右 向 左 的 方向 是 矶 蒸 气流 的 方向 ,因而 
沉积 颗粒 的 密度 变化 也 与 此 相对 应 ,而 且 在 统计 意义 上 ,单个 颗粒 的 尺度 也 自 右 向 左 
逐步 变 小 。 而 在 图 7. 3Cb) 中 ,实验 所 采用 的 冷却 速度 很 慢 , 为 o — 0. 6C /s JE DUI 
核 数目 不 太 多 ,产生 的 唱 粒 也 较 少 , 当 达 到 某 个 临界 点 时 ,由 于 空间 相关 性 ,在 气 固 界 
面 上 形成 分 形 图 形 的 “种 子 ”。 随 着 不 断 的 凝聚 ,最 后 得 到 了 由 小 颗粒 组 成 的 分 形 凝 
聚 体 ,该 分 形体 的 分 形 维 数 为 D=1. 68, 颗 粒 尺 度 范围 在 20 pm 到 110 pm 之 间 。 从 
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图 7.3 Æ 130°C Ri 1.5 分 钟 后 获得 的 不 同形 态 的 碘 沉 积 物 : 
(a) 均匀 分 布 的 颗粒 (冷却 速率 v— 370/32 ,X 205 (b) 分 形 凝 聚 体 (v==0. 6C/s), X40; 
Co) RI£RJÉ £& jg Co 20/8 ,2€ 205 Cd) 雪花 状 枝 唱 (v= 二 0. 8°C/s), X40 


图 中 还 可 以 看 到 ,许多 小 颗粒 带 有 一 个 长 的 艳星 状 尾巴 ,从 结晶 学 角度 考虑 ,可 以 认 
为 存在 某 种 螺 型 位 错 结晶 形式 ;但 从 整体 图 形 看 ,有 些 彗 星 状 长 尾巴 还 起 到 了 把 晒 粒 
相互 连接 在 一 起 的 作用 ,使 图 形 显示 出 了 分 枝 和 自 相 似 性 ,这 一 点 对 研究 分 形 凝 聚 体 
的 形成 过 程 是 很 有 意义 的 。 

图 7.3 中 的 (c) 和 (d) 也 有 共同 之 处 ,它们 都 由 生长 良好 的 晶体 组 成 ,但 它们 的 外 
观 形态 差别 很 大 。 在 图 7. 3(c) 的 实验 中 ,冷却 速度 较 快 ,v= 二 2'C/s, 因 而 晶体 生长 速 
度 也 比较 大 , 唱 体 迅速 长 大 ,从 不 同 晶 核 处 长 出 来 的 晶体 会 交 驹 在 一 起 ,最 终 形成 网 
络 状 生成 物 。 这 种 网 络 状 结构 是 一 种 介 于 分 形 凝 聚 体 和 枝 唱 之 间 的 复杂 形态 (有 时 
也 称 为 准 分 形 结构 ) ,而 进一步 的 观察 发 现 , 某 些 局 部 的 网 络 就 是 由 某 种 形态 的 枝 唱 
组 成 的 。 而 在 图 7.3C(d) 中 ,采用 的 冷却 速度 为 vu 二 0.8 必 /s, 由 于 冷却 速度 较 慢 ,以 及 
其 他 的 实验 条 件 比 较 合 适 , 如 升温 缓慢 、 温 度 波动 很 小 等 ,因而 获得 了 对 称 性 良好 的 
雪花 状 枝 晶 ,其 尺度 约 1 mm。 应 该 说 明 的 是 ,在 上 面 的 讨论 中 只 涉及 冷却 速度 ,但 实 
际 上 其 他 的 实验 参量 ,如 温度 .浓度 以 及 它们 的 涨 落 ,对 形成 的 沉积 物 形态 都 有 较 大 
的 影响 。 

对 碘 分 形 凝 聚 体 在 空气 中 的 升华 过 程 进 行 了 现场 观察 ,并 在 不 同 的 时 刻 拍 摄 了 
照片 。 图 7.4 就 是 其 中 的 一 组 照片 , 它 清 楚 地 记录 了 升华 过 程 , 图 7.4(a) 是 一 个 分 
FG BE SE A AY 39] 8 ARS CAM 7. 3(b) 就 是 其 中 心 部 位 处 的 放大 图 ), 图 7. 4《b) 和 
图 7.3(c) 则 分 别 是 经 过 6 min 和 8 min 升华 后 保留 下 来 的 图 形 。 这 三 个 图 的 放大 倍 
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数 均 为 20 fii. 


图 7.4 砚 分 形 凝 聚 体 的 升华 过 程 (X20) 
Ca) 初始 状态 ,分形 维 数 D=1.72; (b> 第 6 分 钟 后 ,D=1.68; CO 第 8 分 钟 后 ,D=1.64 


从 图 7?.4(a) 到 图 7.4(b), 经 历 了 6 min 的 时 间 ,一些 较 小 的 矶 颗粒 已 经 消失 ,有 
的 颗粒 与 整体 已 经 分 离 , 大 部 分 的 颗粒 尺度 明显 缩小 ,因而 图 形 显 得 稀 下 ,其 分 形 维 
数 也 由 图 7. 4(a) 的 D—1. 72 FE D—1.68, TEE 7.4(b) 被 拍摄 后 ,该 样品 被 转动 
了 约 30" ,所 以 为 了 与 图 7, 4(a) 和 图 7. 4(b) 相 比较 ,图 7,4(c) 应 该 顺 时 针 转 回 约 
30°, MEI 7.4(b) 到 图 7.4(c), 只 经 历 了 2 min, 可 是 从 图 中 可 以 看 到 ,有 许多 碘 已 经 
升华 掉 了 , 留 下 的 图 形 虽 然 还 保留 了 分 枝 特 点 ,但 细节 已 经 相当 单调 了 。 这 个 升华 过 
程 在 某 种 意义 上 可 以 被 认为 是 在 非 平衡 条 件 下 , 碘 的 随机 生长 过 程 的 一 个 逆 过 程 , 当 
然 分 形 凝 聚 过 程 与 升华 过 程 的 物理 内 涵 并 不 相同 。 从 图 7. 4 中 可 以 推论 ,在 分 形 凝 
聚 生 长 的 初始 阶段 ,在 气态 和 固态 ( 即 季 戊 四 醇 膜 ) 的 界面 上 产生 许多 晶 核 ,然后 处 于 
气态 的 大 量 碘 原子 向 唱 核 运动 并 在 唱 核 上 不 断 生 长 ,形成 许多 碘 晒 粒 。 由 于 空间 相 
关 性 的 作用 ,这 些 单个 的 碘 颗 粒 长 大 到 一 定 的 尺度 以 后 ,就 会 与 邻近 的 其 他 颗粒 连接 
起 来 ,最 后 成 为 一 个 分 形 凝 聚 体 。 这 个 过 程 就 是 核电 凝聚 Cnucleation-aggregation) 
模型 的 基本 观点 , 它 将 在 7.4 节 中 予以 讨论 155]。 

从 图 7.4 可 以 推断 , 随 着 沉积 时 间 的 增加 ,分形 凝聚 体 的 分 形 维 数 将 变 大 。 这 是 
由 于 沉积 时 间 越 长 ,沉积 形成 的 分 形 图 形 越 致密 ,所 以 分 形 的 维 数 也 越 大 。 在 气相 沉 
积 实验 系统 中 ,气态 原子 间 的 相互 作用 比 液态 原子 间 的 作用 要 弱 得 多 ,所 以 气态 原子 
的 平均 自由 程 比较 长 ,可 以 在 整个 实验 空间 中 作 随 机 的 无 规 运动 。 在 本 实验 系统 中 ， 
碘 分 形 凝 聚 体 的 生长 过 程 可 以 被 认为 属于 非 平 衡 态 条 件 下 的 一 种 自 组 织 过 程 。 另 
外 ,在 气相 沉积 系统 中 ,复杂 的 界面 动力 学 的 状况 会 受到 实验 参量 的 强烈 影响 ,如 温 
度 、 压 力 .浓度 .温度 梯度 和 浓度 梯度 等 。 这 些 参量 在 某 一 区 域 的 涨 落 也 在 不 同 的 程 
度 上 改变 局 域 的 状况 ,当然 要 定量 地 确定 局 域 状况 的 改变 程度 是 很 困难 的 ,但 是 复杂 
的 界面 动力 学 状况 的 变化 在 实验 系统 中 是 始终 存在 的 。 正 是 由 于 这 些 不 同 的 状况 产 
生 了 从 平衡 结构 的 晶体 到 自 相似 的 分 形 凝 聚 体 这 样 一 些 形 态 完 全 不 同 的 沉积 物 。 碘 
的 分 形 凝 聚 体 的 产生 是 气 固 相 变 的 一 种 自 组 织 临界 现象 ,对 碘 在 气相 沉积 时 的 凝聚 
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7.3 氧化 钨 的 分 形 生 长 


在 气 固 相 变 时 研究 材料 的 分 形 生长 ,首先 要 选择 好 实验 材料 ,一 般 考虑 如 下 几 个 
AR : 

(1) 实验 材料 在 室温 下 应 有 很 好 的 物理 稳定 性 ,不 应 有 潮解 .挥发 等 人 性质 ,否则 
会 影响 进一步 的 分 析 测 试 工作 的 进行 。 

(2) 实验 材料 在 室温 下 应 有 很 好 的 化 学 稳定 性 ,不 应 发 生 氧 化 或 其 他 化 学 反应 ， 
否则 会 使 已 获得 的 分 形 结构 (图 形 ) 发 生变 化 。 

(3) 要 求实 验 材 料 在 通常 的 加 热 设 备 中 ,其 蒸气 压 能 够 达到 133. 32 Pa 到 
1. 33 kPa 之 间 。 若 蒸气 压 太 低 , 则 形成 分 形 结构 所 需要 的 时 间 很 长 ,一般 只 能 得 到 均 
义 的 薄膜 或 者 尺度 很 小 的 分 形 结构 ; 若 荡 气压 太 高 ,也 得 不 到 理想 的 分 形 结构 ,因为 
大 量 的 气态 原子 或 分 子 会 很 快 地 成 核 结晶 , 变 为 固态 ,临界 点 的 长 程 相关 性 不 容易 体 
现 出 来 ,不 容易 形成 自 相 似 的 空间 有 序 结构 。 

(4) 如 在 空气 中 进行 实验 ,要 求实 验 材料 不 受 氧化 的 干扰 。 另 外 ,实验 材料 应 该 
无 毒 无 刺激 性 ,以 保护 环境 ,也 不 需要 附加 的 防护 设备 。 

在 考虑 了 上 述 四 个 因素 以 后 ,选择 了 氧化 钨 作为 实验 材料 ,实验 温度 为 1300 一 
1400°C 。 还 选择 了 氧化 钨 气相 沉积 所 用 的 基 片 ,对 基 片 的 要 求 是 应 有 很 高 的 稳定 性 ,在 
实验 温度 范围 内 不 发 生物 理 、 化 学 变化 ,也 不 与 氧化 钨 发 生化 学 反应 。 本 实验 选择 的 基 
片 材料 为 多 晶 氧 化 铝 片 ,石英 玻璃 片 ( 非 晶 ) ,和 单 晶 硅 片 ,其 中 石英 玻璃 片 和 单 丽 硅 片 
的 表面 光洁 度 很 好 ,为 镜面 ,而 多 草 氧 化 铝 片 的 表面 光洁 度 相 比 之 于 要 差 一 些 , 为 
0, 3—0.8 pm 其 尺寸 为 长 30 mm, 宽 15 mm, EE EE Jy 0. 6 mm, 含 氧化 铝 96%, 

氧化 钨 通常 星 黄 色 粉 未 状 , 它 可 以 呈现 四 种 不 同 的 晶 型 , 即 三 斜 晶 系 (c) ERE 
系 (8) . 正 交 帅 系 (y) 和 四 方 唱 系 (6)。 发 生 晶 型 转变 的 温度 如 下 : o BOSCO go 
y(330C) ,78(740C ) 。 其 熔点 为 1473'C HERON 1670C. dE 10477C BE RAEN 
0.1333 Pa, 在 1122°C 时 为 1. 333 Pa, 在 1206°C 时 为 13. 33 Pa, YE 1300°C 时 为 
133. 32 Pa, 即 1 mmHg? 。 

由 于 氧化 钨 气 固 相 变 的 实验 温度 很 高 ,在 1300 左右 ,所 以 实验 中 选择 CGME- 
16-17 型 硅 钼 棱 高 温 炉 ,最 高 温度 可 达 1650'C。 该 电炉 采用 KT-16-18 型 温度 控制 
器 ,为 可 控 秆 数字 显示 ,恒温 后 温度 变化 约 为 1C ,但 测 温 采 用 瓷 套 管 双 钼 钞 热 电 偶 ， 
这 样 就 存在 测 温 的 滞后 性 ,实际 上 炉 胜 内 的 温度 起 伏 要 大 于 UC 。 为 了 得 到 稳定 的 
温度 场 和 浓度 场 , 实 验 中 采用 双 霸 塌方 式 , 即 把 氧化 钨 粉 未 作为 蒸发 源 材 料 ,放置 在 
一 个 25 ml 的 小 卉 塌 底 部 ,在 靠近 小 域 吉 的 上 方 放置 基 片 ,以 便 气 态 的 氧化 钨 分 子 沉 


PERRI LG bm. BDI Pb HR A—F 100 ml RKHS A , bs SH a ik 
部 垫上 一 个 高 14 mm MALER, BEAR A 3$ AAT BA BiB Pe 
的 中 心 处 。 

在 实验 中 ,通过 调节 升温 速度 ,恒温 温度 ,恒温 时 间 等 参数 ,使 氧化 钨 的 蒸发 速率 
与 沉积 (凝结 ) 速 率 相差 很 大 ,以 获得 比较 理想 的 自 相似 的 分 形 图 形 。 实 验 结果 表明 ， 
JAF A 1300—1350'C ,保温 时 间 范 围 为 1 一 1.5 h, FHR E E AE 600~900°C 区间 
为 20C/min, 在 900~1350 必 区 间 为 15'C/min, 可 以 得 到 自 相 似 的 层次 较 丰 窜 的 分 
形 图 形 , 如 图 7.5 所 示 。 在 图 7?.5(a) 中 显示 了 一 个 分 枝 明 显 、 细 节 清 晰 的 分 形 图 形 ， 
而 且 还 可 以 发 现 一 些 正 在 生长 之 中 的 还 未 与 主体 相连 接 ( 凝 襄 ) 的 沉积 体 , 这 些 沉积 
体 也 有 具 有 很 好 的 分 形 特征 ,如 图 中 左下 方 的 一 个 基本 独立 的 树枝 状 分 叉 结 构 。 在 金 
相 显微镜 下 ,在 30 倍 时 可 以 看 到 图 形 的 全 貌 , 放 大 到 300 倍 时 可 以 清楚 地 看 到 分 枝 
的 细节 。 图 7.5(b) 为 图 7.5(a) 中 部 一 个 分 枝 结构 的 局 部 放大 。 可 以 看 到 分 梳 是 由 
许多 个 小 沉积 物 组 成 ,这 些 沉 积 物 的 外 形 极为 相似 ,有 些 沉积 物 与 分 枝 相 连接 ,但 不 
少 沉积 物 与 分 枝 并 不 连接 ,但 其 所 处 的 地 方 都 是 分 枝 结构 的 一 个 恰到好处 的 位 置 ,与 
其 他 的 沉积 物 一 起 有 机 地 显示 了 分 形 结构 的 特征 ,从 整体 上 构成 了 一 个 完整 的 图 形 。 
从 这 一 点 也 证 明了 核 晶 凝聚 模型 的 论点 , 即 在 气 固 相 变 时 ,在 沉淀 区 域 的 许多 地 点 都 
产生 了 成 核 结晶 现象 , 随 着 时 间 的 增加 ,这 些 晶 体 相 互 独立 地 不 断 长 大 。 当 系统 远离 
平衡 时 ,在 体系 中 的 不 同 地 点 和 不 同时 刻 发 生 的 分 子 事件 之 间 , 存 在 着 某 种 长 程 相 
关 , 在 接近 临界 点 时 ,关联 长 度 趋 于 无 穷 , 均 匀 相 必然 会 经 过 不 稳定 态 的 相 变 过 程 , 自 
-发 地 发 生 相 分 离 过 程 。 其 结果 是 由 于 长 程 相关 ,往往 册 现 自 相 似 的 空间 有 序 的 结构 。 
. 对 应 于 某 一 特定 的 实验 条 件 ,如 气相 分 子 浓度 分 布 及 涨 落 ,温度 场 及 涨 落 等 ,在 空 
间 的 某 一 区 域 必然 会 出 现 一 个 相应 的 有 序 图 形 ,图 形 的 尺度 和 形态 是 上 述 几 个 因 
素 综合 作用 的 结果 。 从 晶体 生长 的 角度 来 说 ,处 于 空间 (在 本 例 中 的 二 维 平 面 ) 有 序 
图 形 位 置 上 的 唱 核 ,会 优先 生长 ,而且 生长 的 晶体 的 取向 及 尺度 受 长 程 相 关 性 所 制 
约 , 但 晶体 的 形态 还 要 受 沉 积 表面 (或 者 说 气相 与 固 相 的 界面 7) 状态 的 影响 ,确切 地 
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图 7,5 1300C 保 温 18 后 在 多 晶 氧 化 铝 基 片 上 沉积 的 分 形 结构 
(a) 枝 状 凝聚 体 ,X60; (b) 图 (a) 中 一 个 分 枝 的 放大 图 , X130 
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说 ,是 由 具体 的 动力 学 过 程 确 定 的 。 图 7. 5(b) 显 示 了 沉积 生长 的 氧化 钨 晶体 的 外 形 
特征 。 这 些 沉 积 物 的 共同 特征 为 边缘 形状 很 不 规则 ,其 中 间 部 分 目下 ,而 四 周 均 有 显 
著 的 “围墙 ”, 将 中 间 部 分 包围 起 来 ,其 尺度 约 为 75 nm。 这 种 形式 的 沉积 物 , 既 不 同 
于 氧化 钼 的 沉积 物 , 也 不 同 于 碘 的 沉积 物 ,表明 在 其 生长 过 程 中 ,有 着 复杂 的 动力 学 
生长 过 程 ,导致 了 这 种 复杂 的 结构 形态 。 

在 实验 中 还 得 到 了 另 一 类 分 形 结构 , 它 们 的 分 形 特征 也 很 明显 ,与 上 述 的 分 形 结 
构 非 常 相似 ,表明 它们 是 属于 同一 类 型 的 分 形 生 长 ,但 是 组 成 这 一 类 分 形 结构 的 沉积 
物 的 外 形 却 与 图 7. 5Cb) 所 显示 的 完全 不 同 。 图 7. 6(a) 是 这 类 沉积 物 的 扫描 电镜 照 
片 ,从 照片 上 可 以 看 到 ,在 多 晶 氧 化 铝 的 基 片 上 沉积 着 一 个 尺度 约 为 40 um B d, 
其 表面 中 部 略微 上 凸 , 但 其 边缘 形状 极为 规则 , 呈 直 线 状 ,在 晶体 方向 改变 处 基本 上 
为 直角 。 更 值得 注意 的 是 ,由 于 基 片 上 散布 着 大 小 不 等 的 氧化 铝 晶 粒 ,因而 在 氧化 钨 
晶体 生长 过 程 中 ,对 遇 到 的 氧化 铝 唱 粒 , 或 者 是 先 沿 着 品 粒 边界 生长 , 绕 过 后 再 继续 
向 前 生长 (图 7.6(a) 中 的 中 心 偏 左 处 ) ,或 者 直接 把 这 些 唱 粒 包 围 起 来 ,然后 按 原来 
方向 继续 长 大 ,如 图 中 的 左下 方 所 示 , 两 个 尺度 约 3 um 的 氧化 铝 晶 粒 完全 被 包围 在 
氧化 钨 晶体 之 中 。 另 外 ,在 大 的 氧化 钨 晶体 的 下 面 , 还 可 见 到 沉积 在 氧化 铝 晶 粒 上 的 
氧化 多 小 晶 粒 。 在 氧化 铝 基 片 的 整个 二 维 沉积 平面 上 ,除了 分 形 结 构 外 ,还 有 许多 不 
同 尺 度 的 晶体 和 枝 晶 ,应 归于 平衡 态 或 近 平衡 态 生 长 。 这 些 表明 在 整个 气 固 相 变 中 ， 
分 形 生长 只 是 各 种 生长 过 程 中 的 一 个 而 已 ,其 产生 的 原因 可 以 推论 为 是 由 于 局 域 的 
各 种 条 件 满足 分 形 生长 的 基本 条 件 ;而 在 相同 的 实验 条 件 下 (1300 人 保温 1 hb) 得 到 二 
类 由 不 同形 态 的 沉积 物 组 成 的 分 形 图 形 , 则 是 由 于 具体 生长 过 程 中 不 同 的 生长 动力 
学 所 造成 。 


图 7.6 
(a) 在 1300'C Ri 1 h 后 获得 的 另 一 类 分 形 结 构 ,沉积 物 边 缘 为 规则 的 直线 ; 
(b) 在 多 唱 氧 化 铝 基 片上 沉积 的 枝 晶 


在 气相 沉积 中 ,除了 得 到 大 量 分 形 结构 外 ,还 有 许多 枝 晶 生成 。 图 7. 6(b) 显 示 
的 是 在 多 晶 氧 化 铝 基 片 上 沉积 的 氧化 匆 枝 唱 的 扫 镜 电镜 照片 ,它们 的 形态 与 Cu-Ni 


er d LR A S AR AAW) NL EZ 300 ym。 实 验 结果 表明 ,在 较 高 的 温度 下 ,容易 形成 
枝 晶 ,如 表 7. 1 所 示 , 表 中 列 出 了 在 不 同 的 实验 条 件 下 ,每 个 氧化 铝 基 片 上 所 沉积 的 
枝 晶 个 数 和 分 形 结构 个 数 。 


表 7.1 枝 晶 与 实验 条 件 的 关系 


实验 条 件 TL fin TP EC 分 形 结 构 个 数 
1250°C ,1 h 0 0 
1270°C ,1 h 4 4 
1300°C ,1 h 9 19 
1350°C ,1 h 17 3 


从 表 7. 1 中 可 以 清楚 地 看 到 , 随 着 温度 的 升 高 ,形成 的 枝 晶 数 目 成 倍 地 增加 。 在 
1350C 时 ,在 基 片 上 生成 的 校 晶 数 已 达 17 个 ,但 分 形 结构 数 却 只 有 3 个 。 对 分 形 生 
长 来 说 ,比较 合适 的 温度 是 1300'C (为 0. 8T, Tn 为 氧化 钨 熔点 ), 此 时 形成 的 分 形 
结构 数 最 多 , 达 19 个 ,高 于 和 低 于 这 个 温度 ,都 将 使 分 形 结构 数目 大 为 下 降 。 

另外 值得 一 提 的 是 ,有 些 枝 卓 与 分 形 结构 有 机 地 融合 在 一 起 , 即 枝 唱 本 身 就 是 分 


形 图 形 中 某 一 个 局 部 ,这 为 研究 分 形 生长 与 枝 晶 生长 的 关系 提供 了 实验 依据 。 在 实 . 


验 中 ,还 发 现 了 不 少 螺 位 错 生长 的 氧化 忽 晶 体 ,表明 在 实验 过 程 中 ,在 基 片 上 也 产生 
了 螺 位 错 籽 唱 。 在 石英 玻璃 基 片 上 只 形成 了 基本 上 均匀 分 布 的 颗粒 状 沉积 物 , 而 没 
有 发 现 分 形 结构 ,也 许 是 由 于 表面 过 于 光滑 的 缘故 。 在 单 品 硅 片 表面 ,情况 有 点 特 
殊 , 因 为 硅 片 在 高 温 下 会 不 断 地 氧化 ,会 产生 缺陷 ,如 氧化 层 错 、 位 错 等 ,而 气态 的 氧 
化 钨 分 子 在 沉积 时 ,往往 优先 沉积 在 这 些 缺 陷 区 ,缺陷 区 不 仅 是 高 应 力 区 ,而 且 极 易 
富 集 一 些 杂 质 , 从 化 学 稳定 性 来 看 ,这 样 的 缺陷 区 比 唱 格 完整 区 要 不 稳定 得 多 。 在 实 
验 中 发 现 ,氧化 钨 以 单 晶 硅 片 的 位 错 露 头 为 中 心 沉积 ,形成 了 与 位 错 露头 的 分 布 相对 
应 的 沉积 物 图 形 。 这 也 进一步 说 明了 要 形成 分 形 结构 ,除了 实验 体系 要 远离 平衡 之 
外 ,沉积 表面 的 物理 .化 学 .晶体 学 特性 也 相当 之 重要 。 

最 后 ,还 应 提 到 的 是 , 当 温 度 高 于 1350 C MAM MAF 2 h, 由 于 气相 中 的 氧 
化 钨 分 子 浓度 相当 之 高 ,所 得 到 的 沉积 物 往 往 为 一 层 均匀 的 薄膜 ,很 难 形 成 分 形 
结构 。 


7.4 Ban BER (NA) RA 
在 远离 平衡 的 无 序 系统 中 的 气 固 相 变 往往 导致 分 形 生 长 ,在 气相 沉积 的 基体 表 


面 上 形成 各 种 形态 的 二 维 分 形 结 构 。 从 唱 体 结晶 学 的 角度 来 分 析 这 些 分 形 结构 的 形 
成 过 程 ,研究 其 生长 机 理 以 及 气 固 界 面 状 态 对 最 终生 长 物 的 影响 ,无 论 在 理论 上 还 是 
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应 用 上 都 是 很 有 意义 的 。 在 讨论 核 晶 凝聚 模型 以 前 , 先 回顾 一 下 与 此 有 关 的 一 些 
实验 。 

相 变 是 涉及 物质 结构 变化 的 一 种 宏观 行为 , 它 指 的 是 当 外 界 的 温度 或 压强 作 连 
续 变 化 时 ,在 温度 或 压强 达到 某 定 值 下 , 物 相 发 生 的 突变 。 加 热 固 态 晶体 达到 相 变 点 
时 ,晶体 或 熔 解 为 液态 或 以 气态 (分 子 或 原子 ) 蒸 发 。 燕 发 出 来 的 粒子 (分 子 团 或 分 
子 , 原 子 团 或 原子 ) 在 空间 作 无 规 运动 ,此 时 粒子 的 平均 能 量 几乎 没有 变化 ,而 形态 却 
发 生 了 剧烈 变化 ,由 固态 变 成 了 气态 。 在 一 定 的 条 件 下 ,处 于 气态 的 粒子 又 可 以 变 为 
国 态 , 即 发 生气 固 相 变 , 在 这 个 相 变 过 程 中 ,会 形成 各 种 性 能 的 薄膜 (这 也 是 材料 科学 
研究 的 一 个 重要 领域 ) ,也 会 产生 各 种 奇异 的 分 形 结构 。 之 所 以 采用 气 固 相 变 来 研究 
材料 (或 者 说 是 晶体 ) 的 分 形 生长 ,是 由 于 处 于 气态 中 的 粒子 具有 高 度 的 运动 性 , 即 自 
由 度 很 大 ,可 以 充满 它 所 处 的 整个 空间 ,这 样 在 远离 平衡 的 条 件 下 ,在 相 变 的 临界 点 ， 
长 程 相关 性 很 容易 体现 出 来 ,就 容易 获得 分 形 结构 。 但 事物 总 是 一 分 为 二 的 , 正 是 由 
于 气 固 相 变 这 一 特点 ,使 形成 的 分 形 结构 的 形态 也 是 千奇百怪 ,种 类 繁多 ,因为 任意 
一 个 参量 的 微小 变化 就 可 以 改变 局 域 的 状态 ,影响 品 体 的 生长 过 程 ,从 而 影响 到 分 形 
结构 的 形态 ,这 就 增加 了 分 析 生 长 规律 的 难度 。 

氧化 钼 在 气 固 相 变 时 ,会 形成 各 种 优美 的 分 形 图 形 , 这 些 图 形 结构 致密 ,形态 各 
异 。 在 不 同 实验 条 件 下 获得 的 氧化 钼 分 形 凝聚 体 是 由 不 同类 型 的 晶体 组 成 的 ,在 
750C 下 得 到 由 大 量 晶 须 堆 翅 成 的 致密 凝聚 体 ;在 800C 下 得 到 的 网 状 凝聚 体 由 茧 蔓 
状 的 晶体 组 成 ;在 900C 下 则 形成 一 个 由 大 量 狭长 单 晶 片 堆积 成 的 凝聚 体 。 在 同一 
个 沉积 基体 表面 上 ,除了 形成 各 种 形态 的 分 形 结构 外 ,还 会 形成 一 些 比分 形 凝 聚 体 的 
尺度 小 几 十 倍 的 长 方 体形 的 晶体 或 者 大 几 十 倍 的 带 状 或 片 状 单 晶 体 , 以 及 一 些 形态 
对 称 而 且 规则 的 枝 晶 。 

碘 在 气 固 相 变 时 形成 的 沉积 物 有 基本 均匀 分 布 的 碘 颗 粒 、 小 颗粒 分 形 凝 聚 体 以 
及 网 络 形 生 成 物 。 在 产生 各 种 形态 的 分 形 结构 的 同时 ,也 观察 到 了 结晶 良好 的 碘 单 
晶体 和 形态 规则 的 枝 晶 。 

氧化 钨 在 气 固 相 变 时 ,形成 两 类 分 形 凝 聚 体 ,分 别 由 两 类 不 同形 态 的 沉积 物 所 组 
成 。 与 氧化 钥 与 碘 的 情况 类 似 ,在 同一 个 沉积 基体 的 表面 上 ,除了 分 形 结构 外 ,也 形 
成 了 许多 不 同 尺度 的 单 晶体 和 枝 晶 。 

分 析 以 上 三 种 物质 的 气 固 相 变 特性 ,可 以 发 现 它们 的 共同 点 , 即 各 种 形态 的 分 形 
结构 的 形成 与 实验 参量 密切 相关 ;另外 在 产生 分 形 结构 的 同时 ,在 同一 个 沉积 基体 表 
面 ,都 会 形成 结晶 良好 的 晶体 和 规则 的 枝 晶 。 在 以 上 实验 的 基础 上 , 核 晶 凝聚 (NA) 
ER EHE HQ 970€ ,其 主要 内 容 可 以 表述 如 下 。 

在 气 固 相 变 过 程 中 , 当 气 相 中 的 原子 或 分 子 达到 临界 浓度 值 时 ,它们 会 在 处 于 气 
因 界 面 的 沉积 基体 表面 上 形 核 并 生成 晶体 。 由 于 实验 条 件 和 沉积 基体 表面 上 状态 的 
不 同 , 晶 体 的 形态 可 以 是 晶 须 、. 薄 晶片 REMORSE. ELMAR 


个 空间 范围 内 ,由 于 温度 和 浓度 的 涨 落 是 始终 存在 的 ,所 以 在 临界 点 必然 会 产生 空间 
相关 性 ,在 气 国界 面 上 形成 一 些 分形 图 形 的 “种 子 " 一 一 由 晶体 组 成 的 具有 一 定 几 何 
形态 的 某 种 组 合 结构 体 ;随后 , 形 核 生长 的 晶体 将 以 “种 子 ? 为 核心 凝聚 ,其 方式 可 以 
是 堆 操 ,也 可 以 是 在 原 有 的 “种 子 基 础 上 延伸 长 大 ,这 将 取决 于 具体 的 局 域 状态 。 

由 于 在 气相 沉积 的 基体 表面 上 所 形成 的 各 种 形态 的 沉积 物 均 起 源 于 晶体 的 形 核 
生长 ,因而 对 一 个 表面 为 镜面 的 光滑 的 基体 而 言 , 由 于 气态 的 分 子 或 原子 难以 在 其 表 
面 形 核 ,就 不 可 能 生成 晶体 ,也 就 不 可 能 出 现任 何 的 分 形 凝 聚 结构 

用 核 唱 凝聚 模型 分 析 一 些 实验 结果 时 发 现 , 由 气 国 相 变 获 得 的 宏观 上 的 空间 有 
序 结构 是 由 微观 上 的 平衡 结构 组 成 。 如 在 750'C 下 获得 的 氧化 钼 分 形 凝 聚 体 是 由 大 
量 晶 须 组 成 的 ,而 唱 须 是 结晶 完美 的 单 晶体 , 它 是 典型 的 平衡 结构 ,其 形成 可 按 
Boltzmann 有 序 原理 予以 解释 ;而 分 形 凝聚 体 是 宏观 上 的 空间 有 序 结构 ,其 形成 可 按 
耗 散 结构 的 有 序 原理 子 以 说 明 。 换 名 话说 ,这 样 形成 的 分 形 凝 聚 体 是 Boltzmann 有 
序 原理 与 耗 散 结构 的 有 序 原理 两 者 同时 起 作用 的 结果 , 即 微 观 上 的 平衡 结构 ,宏观 上 
的 空间 有 序 自 组 织 结构 。 

为 了 验证 NA 模型 中 沉积 基体 的 表面 光洁 度 对 沉积 物 结构 的 影响 ,在 实验 中 采 
用 了 不 同 光洁 度 的 沉积 基体 。 在 用 一 个 表面 经 研磨 、 抛 光 的 单 晶 硅 片 进行 氧化 钼 气 
相 沉 积 实验 时 ,虽然 将 光滑 的 表面 正 对 着 钥 板 (或 氧化 钼 粉 ) ,但 由 于 表面 光滑 ,难以 
形 核 ,所 以 在 此 表面 上 无 任何 沉积 物 , 既 没有 晶体 ,也 没有 凝聚 体 结 构 。 而 在 其 背面 
《未 经 研磨 .抛光 ,表面 比较 粗糙 ) , 却 发 现 了 许多 的 单 唱 体 , 但 也 没有 分 形 凝聚 体 。 由 
于 硅 片 背面 比 较 粗 糙 , 表 面 高 低 起 伏 ,其 不 规则 性 影响 了 分 形 凝 聚 体 的 形成 。 用 其 他 
沉积 基体 进行 实验 ,也 得 到 了 类 似 的 结果 。 不仅 对 氧化 钼 ,而且 对 其 他 几 种 实验 材料 
的 气相 沉积 实验 ,结果 也 是 如 此 。 这 表明 在 气 固 相 变 中 ,沉积 基体 的 表面 光洁 度 对 材 
料 的 分 形 生 长 的 影响 极 大 。 

在 实验 中 ,经 常 发 现 , 在 同一 次 实验 中 ,在 同一 块 沉积 基体 的 表面 上 的 不 同 区 域 ， 
会 同时 形成 结晶 良好 的 单 唱 体 , 有 缺陷 的 晶体 . 梳 晶 以 及 具有 自 相 似 性 的 分 形 凝 聚 
Bk. EISE ,这些 晶 体 和 枝 晶 与 分 形 凝 聚 体 紧 紧 相 邻 ,或 者 晶体 就 分 布 在 分 形 凝 聚 体 的 
空隙 之 中 ,甚至 枝 唱 本 身 就 是 分 形 凝 聚 体 的 一 个 分 枝 的 组 成 部 分 。 这些 表 明 ,尽管 宏 
观 的 实验 参数 ,如 温度 和 加 热 时 间 是 相同 的 ,但 气态 的 分 子 或 原子 是 处 于 不 停 的 无 规 
则 热 运 动 之 中 ,所 以 在 实验 系统 内 ,在 不 同 的 地 点 和 不 同 的 时 刻 , 各 处 的 温度 和 浓度 
的 涨 落 是 不 同 的 ,受到 的 长 程 相关 的 影响 也 是 不 同 的 。 当 局 域 的 参量 适合 于 品 体 的 
平衡 生长 时 ,就 结晶 出 完美 的 单 晶 体 ; 如 受到 某 种 形式 的 扰动 而 影响 结晶 速度 时 , 则 
可 能 生长 出 有 缺陷 的 晶体 ,或 形成 枝 晶 ;如 局 域 受 到 空间 长 程 相关 性 的 强烈 影响 ,而 
且 沉 积 表面 的 状态 合适 ,就 可 能 形成 分 形 施 聚 体 。 局 域 的 参量 (状态 ) 变 化 是 随时 间 
而 改变 的 ,因而 在 原来 适合 于 分 形 生长 的 区 域 就 有 可 能 转变 为 适合 于 校 晶 生 长 的 地 
Jr ,使 枝 晶 开始 生长 ,并 使 生长 的 枝 唱 成 为 分 形 结 构 的 一 个 有 机 的 组 成 部 分 ,这 在 氧 
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化 钨 的 实验 中 已 多 次 发 现 。 反 之 亦 然 ,在 碘 的 凝聚 体 结构 中 , 常 可 以 观察 到 一 个 正在 
生长 之 中 的 枝 晶 的 主 于 或 旁 枝 发 生 弯曲 ,与 紧邻 的 网 络 状 分 又 结构 ( 准 分 形 结构 ) 相 
适应 ,使 校 晶 与 分 义 结构 相互 关联 ,显示 出 了 生长 过 程 的 转换 。 这 些 表明 ,在 气 固 界 
面 上 的 晶体 生长 . 枝 品 形成 .分形 结构 的 产生 之 间 并 非 截然 分 开 的 ,它们 是 相互 有 关 
联 的 ,并 且 在 一 定 的 条 件 下 ,还 可 以 相互 转换 。 

如 上 所 述 ,在 气 固 相 变 时 ,气相 沉积 产物 的 结构 属性 (完美 的 单 唱 .有 缺陷 的 晶 
体 . 枝 晶 或 分 形 凝 聚 体 ?是 由 局 域 的 参量 所 决定 的 ,但 实际 上 的 生长 过 程 还 要 复杂 得 
多 ,还 要 受 复杂 的 界面 生长 动力 学 的 影响 。 如 沉积 基体 的 表面 有 结构 缺陷 ,那么 在 这 
些 缺 陷 区 ,气相 粒子 (分 子 或 原子 ) 就 容易 沉积 在 那儿 ,沉积 物 的 分 布 图 与 沉积 区 域 的 
缺陷 分 布 图 是 完全 对 应 的 。 在 一 片 有 许多 位 错 露 头 的 硅 单 唱 表 面 上 ,氧化 钨 沉积 
的 分 布 图 与 位 错 的 分 布 图 被 证 明 是 完全 相同 的 。 另 外 ,在 气相 粒子 结晶 析出 时 ,会 放 
出 热量 ,使 结晶 处 的 局 部 温度 升 高 ,对 沉积 物 的 生长 也 会 产生 影响 。 还 应 考虑 的 影响 
动力 学 生长 的 因素 有 : 沉积 表面 的 表面 张力 ,气相 粒子 在 沉积 表面 的 粘 附 概率 和 扩 
散 运 动 , 以 及 沉积 表面 的 几何 状态 等 。 在 沉积 表面 上 附着 的 基体 晶 粒 或 杂质 ,也 会 对 
沉积 物 的 几何 形态 产生 影响 。 在 氧化 钨 气相 沉积 实验 中 ,氧化 铝 片 被 用 作 沉 积 基 体 ， 
氧化 钨 的 沉积 物 在 遇 到 突出 在 表面 上 的 氧化 铝 晶 粒 时 ,就 改变 了 其 生长 方向 ,或 者 把 
在 前 面 阻挡 的 氧化 铝 晶 粒 包 围 起 来 ,再 继续 生长 。 这 些 都 说 明 ,最 终 形成 的 沉积 物 的 
形态 是 由 凝固 过 程 中 的 物理 和 环境 ( 指 沉积 区 域 ) 条 件 所 共同 决定 的 ,就 如 同 雪花 在 
大 气 中 漂浮 时 所 经 历 的 那样 。 

对 NA 模型 用 Monte Carlo 方法 在 计算 机 上 进行 了 模拟 。 其 特点 是 ,由 一 组 粒 
子 组 成 一 个 线段 (代表 一 个 二 维 的 晶 须 ) ,随机 地 出 现在 屏幕 上 ,并 作 随 机 运动 。 当 它 
与 其 他 线段 相遇 时 ,就 一 起 停留 在 碰撞 处 ,和 否则 将 继续 运动 。 如 果 线 段 越 过 边界 ,就 
消失 ,同时 一 个 新 的 线段 又 随机 输入 ,并 重复 以 上 过 程 。 把 照 此 规则 运行 3000 次 后 
得 到 的 模拟 结果 与 实际 形成 的 凝聚 体 相 比 ,就 可 发 现 ,它们 是 非常 相似 的 ,这 表明 ， 
NA 模型 确实 反映 了 气 固 相 变 时 材料 分 形 生长 的 基本 过 程 。 
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8.1 合金 薄膜 


BS TR .电子 束 和 激光 束 作为 改变 材料 性 能 的 新 技术 ,日 益 引 起 人 们 的 重视 ,在 
离子 .电子 和 光子 与 固体 相互 作用 的 理论 研究 和 实验 研究 中 ,已 获得 了 很 大 的 进展 ， 
并 在 许多 领域 得 到 了 实际 应 用 。 在 离子 束 辆 照 效 应 的 理论 与 实验 研究 中 ,分 形 概念 
被 用 来 阐明 离子 注 人 到 国体 的 作用 过 程 和 某 些 实验 现象 。 

首先 简要 地 说 明 一 下 什么 是 离子 注入 。 离 子 注 人 实验 是 在 离子 注入 机 中 进行 
的 ,离子 注入 机 主要 包括 三 个 部 分 : 离子 源 、 高 压 加 速 装 置 和 真空 技 室 。 离 子 源 产生 
各 种 离子 ,产生 的 离子 经 过 高 压 加 速 装置 加 速 后 ,获得 一 定 的 能 量 , 再 被 引导 到 真空 
靶 室 中 射 向 样品 ( 即 靶子 )。 载 能 离子 在 与 国体 样品 的 碰撞 过 程 中 ,不 断 地 与 固体 表 
面 屋 的 原子 核 和 核 外 电子 相互 作用 ,产生 所 请 的 “碰撞 级 联 ”, 逐 渐 地 消耗 完 能 量 , 最 
后 停留 在 固体 表面 下 某 一 位 置 。 离 子 所 带 的 一 部 分 能 量 , 在 碰撞 过 程 中 被 转化 为 热 
能 ,从 而 使 固体 样品 的 温度 升 高 。 在 离子 注入 实验 中 ,为 了 使 样品 保持 在 一 定 的 温 
度 , 常 采用 水 或 液 氮 来 冷却 固定 样品 的 靶 台 ,以 控制 样品 的 温度 221 。 

Ni-Mo 二 元 合金 薄膜 在 重 离子 Xet 辐 照 后 形成 了 亚 稳 的 分 形 结构 505 1 。 把 二 氧 
化 硅 和 和 氯 化 钠 单 品 片 作为 沉积 薄膜 的 基体 , 放 人 真空 沉积 设备 中 ,在 其 表面 上 沉积 厚 
度 约 40 nm 的 NisMos 多 层 膜 。 然 后 把 样品 放 进 离子 注 人 机 的 真空 靶 室 ,用 180 一 
200 keV 的 氨 离 子 进 行 离子 束 混合 实验 ,离子 束 流 密度 控制 在 2 A/cm’? 以 下 ,以 避 
免 多 层 膜 过 热 , 同 时 用 液 氮 冷却 靶 台 。 离 子 注 入 时 , 靶 室 的 真空 度 优 于 6.7X 
10 4 Pa. 注 人 离子 的 剂量 为 1X104 一 1X105 Xe/ecm:。 在 离子 注入 以 后 ,把 二 氧化 
硅 样 品 用 氢 氢 酸 腐 蚀 其 背面 ,把 握 化 钠 样品 放 在 去 离子 水 中 ,使 所 化 钠 溶 解 掉 ,再 用 
铜 网 或 钻 网 把 多 层 膜 收集 起 来 , 制 得 透射 电镜 分 析 用 试 样 。 对 试 样 进行 选区 电子 衍 
射 (SAD) 和 人 能量 色 散 谱 (EDS) 等 分 析 。 

分 析 结 果 表 明 , 当 注入 的 您 离子 剂量 超过 ?X10* Xe/cm’ 时 ,Ni-Mo 多 层 膜 已 
经 被 均匀 地 混合 ,而 且 其 晶体 结构 为 非 晶 态 。 当 剂量 达到 7X10”Xe/cm” 时 ,透射 
电镜 (TEM) 明 场 观察 发 现 , 相 当 数 量 的 原子 已 经 重 排 ,在 原来 是 非 晶 态 的 基体 中 形 


分 
形 


(B SR) 


成 了 分 形 结构 。 应 当 指 出 的 是 , 当 离 子 剂量 低 于 7X105 Xe/cm! (如 5 X10" Xe/ 
cm’) MEF 7X10 Xe/em? (如 12 105 Xeycm2 7 时 ,都 将 
只 形成 均匀 的 非 晶 相 , 这 表明 7 X10" Xe/cm? 的 剂量 与 
非 晶 态 结构 相 变 的 一 个 临界 条 件 相 对 应 。 图 8.1 显示 了 
Ni-Mo 多 层 膜 经 离子 东 混 合 后 产生 的 分 形 结构 的 一 个 上 典 
型 例子 。 从 图 中 可 以 看 到 ,这 是 一 个 半径 为 6 um 的 图 形 ， 
组 成 图 形 的 每 一 个 分 枝 的 宽度 约 为 0.5 nm。 微 东 衍射 分 
析 表 明 ,每 一 个 分 枝 包 含 几 种 不 同 取 向 的 单 晶体 ,这 表明 
这 个 分 形 结构 不 像 DLA 模型 那样 ,由 一 个 种 子 发 展 长 
大 ,而 更 类 似 于 有 限 扩散 集团 凝聚 模型 ,由 多 中 心 成 核 凝 
聚 形 成 。 这 些 单 晶体 被 证 实 具有 简单 的 密 排 六 方 结构 ,而 
且 其 化 学 组 成 为 NiMo。 根 据 这 些 结果 ,可 以 推论 , 当 非 唱 态 向 晶 态 转变 时 ,相关 的 
NiMo 晶体 相 在 非 晶 的 基体 内 扩散 并 凝聚 成 分 形 结构 。 尺 度 较 大 的 单 晶 体 是 静止 不 
动 的 ,而 尺度 较 小 的 单 晶体 就 有 可 能 运动 ,并且 它 们 聚集 起 来 把 自己 组 成 为 自 相 似 的 
图 形 。 图 8.1 中 的 分 形 结构 的 分 形 维 数 用 一 台 M-75 图 像 处 理 计算 机 进行 了 测定 ， 
该 机 的 分 辩 率 为 512X512 像素 ,测定 结果 为 D=1.72, 与 有 限 扩散 集团 凝聚 模型 所 
预言 的 值 相 吻合 0 。 由 于 NiMo 分 子 的 合 磁 矩 为 零 , 所 以 这 恰好 是 有 限 扩 散 集团 凝 
聚 过 程 的 情况 , 即 在 所 考虑 的 粒子 之 间 不 存在 相互 作用 。 

对 Ni-Mo 合金 薄膜 在 液 氮 温度 下 由 重 离子 从 注 人 所 获得 的 分 形 结构 ,经 过 长 期 
观察 发 现 ,这 类 在 无 序 薄膜 中 生长 的 分 形 唱 体 是 亚 稳 的 , 且 与 薄膜 在 外 部 参数 作用 下 
内 部 结构 的 变化 密切 相关 。 另 外 ,对 Ni-Mo 合金 薄膜 在 室温 下 进行 离子 注入 ,也 得 
到 了 分 形 结构 。 还 研究 了 Ag-Co,Ni-Zr 等 合金 薄膜 ,研究 了 在 类 似 的 条 件 下 Fe,Co， 
Cr, Ni 四 种 磁性 的 纯 金属 膜 ,它们 的 原子 磁 和 矩 和 分 形 维 数 之 间 的 线性 相关 性 。 在 这 
些 实验 研究 中 ,都 观察 到 了 各 种 形态 的 分 形 结构 ;在 晶 态 到 非 晶 态 的 相 变 中 ,还 观察 
到 了 对 称 丽 且 规 则 的 树枝 晶 ,这 些 树枝 晶 也 是 亚 稳 的 ,过 了 一 段 时 间 后 ,就 逐步 地 消 
KRT. 

这 一 系列 的 实验 研究 获得 了 许多 重要 的 发 现 , 除 了 分 形 结构 ,还 观察 到 渗流 网 络 
结构 ,观察 到 树枝 晶 的 侧枝 尖端 的 局 域 分 形 结构 等 ,这 些 实验 结果 以 及 相应 的 理论 分 
析 研 究 ,促进 了 分 形 理论 的 深入 发 展 , 因 而 为 人 们 所 瞩目 2 。 


图 8.1 200 keV i Bf 
注入 到 Niss Moss 
多 层 膜 后 所 观察 
到 的 分 形 族 聚 体 


8.2 ”电解 沉积 


在 电解 液 中 通过 电解 来 沉积 出 各 种 分 形 结构 , 是 人 们 很 感 兴趣 的 实验 研究 之 一 。 
这 种 方法 不 仅 设备 简单 ,实验 参数 容易 控制 ,对 不 同 的 电解 液 一 般 都 能 获得 形态 各 蜡 
的 分 形 结构 ,更 为 重要 的 是 可 以 直接 观察 分 形 生长 的 每 一 个 细微 过 程 ,用 相机 或 摄像 


机 拍摄 下 分 形 生 长 的 全 过 程 。 

日 本 学 者 Matsushita 等 在 硫酸 锌 电解 液 中 用 电解 沉积 的 方法 获得 了 二 维 的 金 
属 锌 分 形 结构 "7 。 其 实验 过 程 如 下 : 在 一 个 直径 为 20 cm YR 10 cm 的 容器 中 注入 
一 洲 层 浓度 为 2 M 的 ZnSO, 水 溶液 ,溶液 的 深度 约 为 4mm, 然 后 再 注入 六 醋酸 丁 酯 
LCH;COO(CH; );CHsj, 以 形成 一 个 界面 。 一 个 直径 约 0.5 mm 的 铅笔 世 用 作 阴 极 ， 
其 端 部 被 磨 平 .抛光 ,并 且 与 笔 芯 的 轴线 相 垂直 ,再 把 此 笔 芯 放 人 容器 的 中 心 ,使 平整 
的 端 部 刚好 位 于 界面 上 ,在 容器 中 再 放 人 一 个 直径 17 cm. 3€ 2. 5 cm、 厚 3mnm 的 环形 
锌 板 作 阳极 。 在 碳 阴 极 和 锌 阳极 之 间 加 上 直流 电压 就 可 以 进行 电解 沉积 实验 了 , 结 
果 , 沿 着 ZnSO, 与 醋酸 丁 酯 的 界面 ,从 阴极 的 尖端 朝 外 
产生 了 一 个 二 维 的 金属 锌 的 叶片 状 沉积 图 形 , 该 图 形 上 


有 复杂 的 随机 分 叉 的 特点 。 通 常 施加 几 伏 的 直流 恒定 电 AX 
JE% 10 min, 就 可 生长 出 尺度 为 几 厘 米 的 叶片 状 金属 锌 ES 


3k. WAS PRR 15°C , 叶 状 金属 锌 的 一 张 照 
片 如 图 8.2 所 示 。 

对 实验 中 拍摄 的 照片 用 密度 相关 畏 数 法 ,由 计算 机 
进行 分 析 , 测 定 了 叶片 状 金 属 锌 的 分 形 维 数 。 首 先 把 叶 
片 状 金属 锌 的 照片 进行 放大 ,冲洗 出 对 比 度 良 好 的 黑白 
照片 ,再 把 此 照片 通过 电视 摄像 机 存 和 人 计算 机 的 图 像 数 据 存储 器 中 ,摄像 机 的 分 辨 率 
为 512X512 像素 。 在 存储 器 中 ,每 一 个 像素 按 下 述 原 则 进行 记录 : 如 果 此 像素 是 在 
叶片 状 金属 锌 的 图 形 的 任何 部 分 上 , 则 该 像素 的 密度 记 为 1, 否 则 为 零 。 然 后 用 计算 
机 计算 密度 相关 函数 , 求 出 分 形 维 数 D。 对 一 批 分别 在 不 同 的 电压 下 形成 的 叶片 状 
金属 锌 ,测定 了 它们 的 分 形 维 数 。 结 果 表 明 , 当 所 加 电压 V 小 于 某 一 阔 值 V.( 在 本 实 
验 中 ,V, 约 为 8 V) 时 ,分 形 维 数 D 大 体 上 保持 不 变 , 其 平均 值 为 D=1. 66 士 0.03; 当 
所 加 电压 V 超过 V. 时 , 随 着 电压 V 的 增加 ,D 的 值 线 性 地 增加 。 

需要 指出 的 是 ,图 8.2 中 的 叶片 状 金 属 锌 的 图 形 使 人 想到 计算 机 模拟 得 到 的 二 
维 DLA 的 图 形 。 这 些 金属 锌 的 结构 显示 出 尺度 不 变性 , 当 Y<V. 时 ,它们 的 分 形 维 
数 为 D=1.66 士 0.03 ,与 二 维 DLA 模型 的 分 形 维 数 (D=5/3) 符 合 得 非常 之 好 。 

图 8.3 显示 了 金属 锌 生长 时 的 另 一 个 特性 。 对 一 个 正在 生长 之 中 的 典型 的 叶片 
状 金属 锌 , 隔 一 定 的 时 间 间 隔 拍 摄 照片 ,图 8.3(a) 一 (d) 分 别 为 电解 开始 后 3,5,9 和 
15 min 拍摄 的 照片 。 其 最 有 意义 的 特征 是 金属 锌 生长 时 的 屏蔽 效应 ,在 图 8. 3(a) 中 
两 个 箭头 所 指 的 分 枝 在 以 后 的 生长 过 程 中 停止 生长 ,尽管 它们 的 周围 是 相当 之 开阔 。 
从 图 8. 3(b) 一 (d 中 可 以 看 到 ,这 两 个 分 枝 一 直 保持 着 同样 的 大 小 和 形状 ,这 说 明 在 
整个 生长 过 程 的 早期 ,它们 就 停止 了 生长 ;而 处 于 图 形 外 围 凸 出 的 那些 分 枝 却 迅速 长 
大 ,在 整个 图 形 的 内 部 留 下 了 敞开 的 结构 。 屏 项 效应 也 是 计算 机 模拟 时 发 现 的 DLA 
模型 的 一 个 重要 特征 。 图 8.3 也 清楚 地 表明 ,叶片 状 金 属 锌 主要 沿 着 硫酸 锌 溶液 和 


图 8.2 叶片 状 金属 锌 分 形 结 
构 的 一 个 典型 例子 
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有 机 洲 剂 的 界面 作 二 维 生 长 ,而 不 是 在 下 面 溶液 中 生长 的 。 


(a) (b) (c) (d) 


图 8.3 叶片 状 金属 锌 生长 时 的 屏 项 效应 
图 (a)~(d) 分 别 为 电解 开始 后 3.5.9 和 15 min 拍摄 的 照片 


在 一 个 恒定 的 电解 电压 下 ,在 沉积 生长 的 最 初 阶段 ,电流 有 一 个 急剧 的 增加 , 然 
后 电流 随时 间 几 乎 线性 地 增 大 。 对 靠近 界面 处 的 电位 分 布 的 初步 测量 表明 ,在 较 低 
的 电解 电压 下 而 且 过 了 沉积 生长 的 最 初 阶段 后 ,在 不 靠近 金属 锌 沉积 物 处 , 当 采 用 的 
边界 条 件 与 本 实验 装置 的 相符 合 时 ,电位 分 布 满足 Laplace 方程 。 这 说 明 , 叶 片 状 金 
属 锌 以 扩散 控制 过 程 几乎 稳 态 地 生长 。 由 于 叶片 状 金 属 锌 的 纵 问 厚度 与 其 主干 的 水 
平 尺 度 相 比 是 非常 之 薄 , 并 且 如 图 8.3 Bros ,其 屏 项 效应 是 如 此 之 显著 ,所 以 可 以 认 
为 ,叶片 状 金 属 锌 基本 上 是 按 有 限 扩散 凝聚 过 程 在 二 维 平面 上 生长 的 。 

后 来 ,Sawada 等 对 上 述 的 实验 装置 进行 了 改进 ,把 ZnSO, 溶液 充 在 两 块 间隙 仅 
为 0.25 mm 的 有 机 玻璃 片 之 间 , 改 变 电 解 液 浓 度 和 电解 电压 ,不 仅 获 得 了 分 形 结构 ， 
而 且 还 观察 到 了 枝 晶 的 生长 "5 。 有 机 玻璃 片 的 直径 为 15 cm, 片 之 间 的 交际 误差 小 
于 约 5 外 。 一 个 直径 10 cm 的 环形 锌 电极 将 溶液 包围 起 来 ,一 个 直径 0. 5 mm 的 碳 电 
极 通 过 上 有 机 玻璃 片 中 心 的 小 孔 垂 直 地 择 进 溶液 中 。 这 个 实验 装置 与 前 看 介绍 的 那 
一 个 有 着 本 质 上 的 不 同 ,选择 这 个 实验 装置 的 目的 是 提供 一 个 完全 确定 的 二 维 生 长 
的 条 件 。 

电解 液 的 浓度 C 的 变化 范围 为 0.0025 M 到 1 M, 电 解 电压 AV 从 2 V 变 到 12 V. 
实验 时 的 环境 温度 为 23 一 25C 。 实 验 中 发 现 , 在 所 有 的 实验 条 件 下 ,在 约 10 5 RA 
差 范围 之 内 , 流 过 电解 池 的 电流 与 AV 之 间 呈 现 线性 关系 ,所 以 离子 输 运 基本 上 是 电 
阻 性 的 。 在 碳 电 极 上 沉积 金属 锌 的 时 间 从 几 分 钟 到 几 个 小 时 不 等 ,并 用 摄像 机 摄 下 
其 整个 过 程 。 改 变 C 和 AV 可 以 得 到 完全 不 同 的 图 形 。 由 大 约 60 个 图 形 的 生长 可 
商 出 一 个 结构 相 图 。 它 定性 地 分 为 四 个 生长 区 域 , 即 均 名 图 形 生 长 区 JT AC A SC B 
沉积 区 . 线 状 图 形 生长 区 和 枝 晶 生 长 区 。 下 面 对 这 四 个 生长 区 略 加 说 明 。 

CD 均匀 图 形 生 长 区 。 该 区 的 电解 液 浓度 最 低 , 小 于 0.01 M, 电 解 电压 比较 低 ， 
沉积 物 为 有 外 周 界 的 分 义 结构 ,在 较 低 的 AV 下 ,在 整个 生长 期 间 , 这 个 外 周 界 保持 
对 称 的 圆 形 。 一 般 把 这 种 结构 称 为 均匀 图 形 , 其 代表 性 的 电解 参数 为 C 二 0.01 M, 
AV 一 6 V。 如 果 把 电解 液 浓 度 进一步 减 小 ,那么 沉积 的 结构 就 开始 像 DLA 的 图 形 。 

(2) 开放 的 分 叉 的 沉积 区 。 存 高 的 电解 液 浓 度 (0.1~1 M) 和 较 低 的 SV F, 


沉积 图 形 生 长 缓慢 ,最 后 得 到 一 个 开放 的 分 又 的 沉积 结构 。 其 代表 性 的 参数 为 C= 
1 M,AV 二 2 V。 这 些 沉 积 结构 粗 看 上 去 像 分 形 , 但 是 ,图 形 是 非常 之 密集 ,以 致 没有 
进一步 分 析 的 价值 。 

(3) 线 状 图 形 生长 区 。 在 较 宽 的 电解 液 浓度 范围 和 高 的 AV. 下 ,沉积 生长 进行 
得 很 快 ,得 到 的 图 形 是 细 线 状 的 。 其 代表 性 参数 为 C 二 0.1 M,AV 二 12 V。 在 这 个 区 
域内 ,大 部 分 的 生长 只 在 少数 的 几 个 点 上 进行 。 电 解 沉积 的 线 状 图 形 与 电介质 击 穿 
产生 的 网 形 ( 见 8. 6 节 ) 很 相似 。 

(4) 枝 晶 生长 区 。 当 电解 液 的 浓度 为 中 等 浓度 而 $ 


且 变 化 范围 很 窗 时 ,电解 沉积 物 为 枝 晶 结构 。 如 图 8. 4 ww ee 
所 示 为 一 些 尺度 约 3 cm 的 枝 晶 图 形 ,其 电解 参数 为 S tn 
C—0.03M. AV —6 V, t P AT ELTE AS n BE E M cS 
Toxdeder mus eh sees hne SE E 。 苔 j an. T 
事实 上 这 些 枝 晶 结构 比 上 面 所 述 的 其 他 结构 的 光 反 射 
要 强烈 得 多 ,并且 每 一 个 枝 晶 似乎 都 是 单 晶 体 。 侧 枝 
以 很 规则 的 间隔 (0.5 mm) 从 主干 的 侧面 长 出 来 。 在 图 8.4 在 中 等 电解 液 浓度 下 
高 放大 倍数 下 观察 ,可 以 发 现 这 些 枝 晶 有 很 复杂 的 结 AE C FUEL A NR 
构 。 侧 枝 上 长 有 二 级 侧枝 ,其 间隔 约 为 0.05 mm。 在 这 个 枝 唱 结构 照片 中 ,可 能 还 有 
更 精细 的 尚未 分 析 的 结 梳 

扫描 电镜 分 析 指 出 ,均匀 图 形 和 枝 唱 的 沉积 物 的 厚度 小 于 2 pm, 所 以 均匀 图 形 
和 枝 晶 可 以 被 认为 是 二 维 的 :而 开放 的 分 又 的 沉积 和 线 状 结构 是 相当 之 厚 , 厚 约 
0. 1 mm 开放 的 分 又 的 沉积 物 是 由 随机 取向 的 六 方 微 晶 组 成 , 微 晶 的 直径 约 为 几 个 
微米 。 

另外 ,通过 比较 不 同形 态 的 沉积 物 的 线性 生长 速度 可 以 对 这 四 个 不 同 的 生长 区 
有 进一步 的 理解 。 在 低 的 电解 液 浓度 下 (均匀 图 形 ) ,生长 速度 近似 地 与 电解 电压 无 
关 。 这 与 高 电解 液 浓 度 下 ,生长 速度 与 电解 电压 呈 强 烈 的 非 线 性 关系 形成 了 鲜明 的 
对 照 。 在 高 浓度 下 ,如 果 电 解 电 压 AV. 是 低 的 ,那么 生长 过 程 特 别 缓慢 ,最 终 形成 一 
个 粗 看 是 分 形 沉积 物 的 开放 的 分 又 结构 ;如 果 AV 是 高 的 ,那么 得 到 一 个 快速 生长 的 
线 状 图 形 。 而 对 枝 晶 生长 的 情况 (CC=0.03 M) ,其 生长 速度 与 AV 呈现 良好 的 线性 

美国 Grier 等 也 进行 类 似 的 电解 沉积 实验 ,研究 沉积 物 的 微观 结构 与 宏观 形 貌 
之 间 的 联系 Css1。 他 们 采用 直径 12.7 cm 的 铜 环 作 阳极 ,并 把 它 嵌 进 一 块 有 机 玻璃 
板 ,在 板 的 表面 上 只 露出 0. 1 mm。 电 解 液 也 是 硫酸 锌 ,pH 二 7, 把 电解 液 注入 到 由 负 
环 和 有 机 玻璃 板 组 成 的 电解 池 中 ,再 盖 上 一 个 上 盖 , 就 将 电解 液 约 束 在 一 个 厚 
0.1 mm 的 均匀 薄膜 中 。 阴 极 是 一 根 细 铜 丝 , 穿 过 下 面 的 有 机 玻璃 板 的 中 心 小 孔 进 
入 电解 液 , 阴 极 恰 好 处 于 阳极 铜 环 的 中 心 。 当 电解 池 被 加 上 电压 时 , 锌 离子 向 中 心 的 
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钢丝 运动 并 在 那儿 沉积 起 来 。 通 过 测量 电解 池 的 TV 特性 ,以 及 在 直流 电流 中 附加 
一 企 低 幅度 脉动 信号 ,再 测试 电解 池 的 特性 曲线 ,两 个 结果 都 说 明 该 电解 池 是 电阻 
性 的 。 

当 改 变 电 解 液 的 浓度 和 电解 电压 时 ,可 以 得 到 一 系列 的 形态 各 异 的 沉积 物 , 有 些 
是 完全 无 序 的 ,有 些 则 是 普通 的 枝 晶 。 大 体 上 可 以 分 为 四 类 , 即 DLA 分 形 结构 、 致 
密 的 辐射 状 结构 . 枝 晶 和 针 状 晶体 。 当 电解 液 浓度 为 0.01 M, 电 解 电压 约 为 24 V 
时 ,可 以 得 到 DLA 分 形 结构 ; 当 浓 度 为 0.02 M, 电 解 电压 为 100Y 时 ,沉积 物 为 致密 
的 辐射 状 结构 ,如 图 8.5(a) 所 示 , 这 个 结构 与 前 面 所 说 的 Sawada 等 人 的 实验 中 所 得 
到 的 均匀 图形 非 常 相似 。 而 当 浓 度 为 0.6 M, 电 解 电压 为 90 V 时 ,可 得 到 普通 的 枝 
蝇 ; 当 浓度 为 1.0 M, 电 解 电压 为 100 V 时 ,沉积 物 为 针 状 晶体 ,如 图 8.5(b) 所 示 。 
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图 8.5 电解 沉积 锌 的 不 同形 态 
(a) FAIRS: Cb) 针 状 晶体 


对 电解 沉积 得 到 的 大 部 分 高 度 分 叉 的 DLA 分 形 结 构 , 测 定 了 它们 的 分 形 维 数 ， 
其 值 D==1.75 士 0.03 ,与 计算 机 模拟 的 结果 (D=1.67) 十 分 接近 。 如 图 8.54b) 所 示 
的 针 状 晶体 沉积 物 是 实验 系统 的 枝 唱 生长 的 极限 .其 分 形 维 数 约 为 1。 

对 实验 获得 的 沉积 物 的 微观 结构 ,用 电镜 和 X 光 衍 射 技 术 进 行 了 分 析 。75 kV 
的 电子 能 穿 过 这 些 沉积 物 , 这 就 表明 沉积 物 的 厚度 应 该 在 20 nm 这 一 量 级 上 。 透 射 
电镜 的 分 析 结 果 指 出 , 既 使 到 最 小 的 尺度 ,不 同 生长 模式 之 间 的 结构 差别 仍然 存在 。 
对 DLA 分 形 结构 的 形 貌 观察 发 现 , 直 到 尺度 小 于 30 nm, 其 尖端 都 是 粗糙 不 平 的 。 
从 尖端 的 选区 电子 衍射 图 可 以 看 到 ,这 是 一 个 非 晶 的 衡 射 环 ,表明 在 DLA 分 形 结构 
里 不 存在 长 程 有 序 。 而 微观 结构 显示 出 相关 长 度 约 为 5 nm PHAR. SAH 
的 衍射 环 表明 ,在 约 1 ym 的 选区 范围 内 ,缺乏 取向 有 序 。 而 核 晶 的 尖端 的 特征 是 大 
而 完整 的 晶 面 以 及 光滑 的 曲线 状 区域 。 从 晶 面 得 到 衍射 图 案 以 及 从 侧枝 的 一 系列 的 
波折 处 得 到 的 图 案 都 显示 了 尖锐 的 确切 的 衍射 峰 , 这 就 证 实 了 长 程 的 结晶 有 序 。 为 
外 ,完好 无 损 的 枝 晶 尖端 均匀 地 产生 六 方 结构 锌 的 C 轴 与 沉积 的 晶 面 相 垂 直 的 衍射 
图 形 ;但 在 DLA 分 形 结构 里 没有 发 现 这 样 的 衍射 图 形 。 这 个 结果 支持 了 下 面 的 观 
点 , 即 六 方 结构 锌 的 唱 面 堆 操 结构 是 各 向 异性 的 微观 根源 ,而 正 是 各 向 异性 使 锌 的 枝 
晶 生 长 得 以 稳定 地 进行 下 去 。 


E T HR fE Rt (5, BL) Pr EU] FL SPP Sd AR EFO. 01 M。 在 实验 过 程 中 
也 没有 发 现 溶 液 的 水 解 作用 。 

Sawada 和 Hyosu 还 进行 了 男 一 个 实验 ,研究 电解 沉积 锌 的 结构 和 稳 态 生长 速 
度 中 。 实 验 装 置 与 前 面 叙 述 过 的 几乎 完 爹 相同 ,只 是 形状 不 同 ,是 长 方形 的 , 宽 
24 cm, 1& 12 cm, 其 深度 为 0.25 mm。 电解 电压 固定 为 15 Y。 硫 酸 锌 的 浓度 从 
0. 003 mol/L 变 到 0. 030 mol/L, KE f£, 0. 001 mol/L。 生 长 过 程 由 摄像 机 记录 , 沉 
积 物 的 前 沿 的 生长 速度 由 一 个 数字 图 像 分 析 器 分 析 。 在 每 次 实验 中 同时 测量 电流 ， 
以 算出 单位 时 间 里 锌 的 沉积 景 。 

在 不 同 的 锌 离子 浓度 下 沉积 出 的 叶片 状 金属 锌 的 形态 各 不 相同 。 典 型 的 锌 离子 
浓度 为 0. 006, 0. 008, 0. 010, 0. 018 和 0.020 mol/L. Æ 8. 6 为 锌 离子 浓度 为 
0. 006 mol/L 时 电解 沉积 的 牛 长 形式 。 其 中 图 8. 6(a) 和 图 8. 6(b) 分 别 为 沉积 10 
min 和 20 min 后 所 拍摄 的 照片 。 生 长 形式 与 前 面 叙 述 的 圆 形 电解 池 中 的 相 类 似 。 
这 些 沉 积 物 在 某 一 个 尺度 以 前 是 分 形 结构 ,超过 此 尺度 后 ,就 成 为 均匀 的 结构 。 在 锌 
离子 浓度 低 于 0.018 mol/L 以 前 ,各 沉积 物 的 局 部 结构 形态 是 几乎 相同 的 。 当 浓度 
很 低 时 ,沉积 的 “ 树 ” 之 间 分 离 其 远 ; 当 浓度 增加 时 , 树 之 间 间 距 缩 小 。 当 浓度 增加 到 
0. 018 mol/L 时 ,沉积 的 树 之 间 已 经 没有 任何 空间 ,这 种 形状 的 沉积 物 与 前 面 提 到 的 
“ 均 勾 图形 ”或 “致密 的 辐射 状 结构 ”" 相 一 致 。 在 较 高 的 浓度 下 (0. 020 mol/L) ,沉积 
的 局 部 结构 突然 从 分 形变 为 枝 晶 ,而 且 枝 唱 的 主干 几乎 是 笔直 的 。 


图 8.6 锌 离子 浓度 为 0.006 mol/L 时 ,电解 沉积 的 生长 形式 
(a) 10 min 后 拍 的 照片 ; (by 20 min 后 的 形态 


分 析 结 果 表 明 , 当 锌 离子 的 浓度 为 0. 003 — 0. 008 mol/L 和 0.010 一 
0. 018 metL, 且 电解 电压 固定 为 15 V. 时 ,这 些 从 一 维 种 子 生长 的 锌 沉积 物 的 生长 速 
度 与 锌 离子 的 浓度 无 关 。 

英国 剑桥 大 学 的 Brady 和 Ball 研究 了 电解 沉积 钢 的 分 形 生 长 ,也 获得 了 有 意义 
的 实验 结果 Lt" 。 该 实验 采用 的 电解 液 是 硫酸 铜 和 硫酸 钠 溶 液 , 是 用 去 离子 水 配制 
的 ,并且 吉 进 分 子 量 为 6X10 HY CC, H,O),-— BF BZ GE AM A SOS TE A RC 
1.4% ,以 增加 其 粘度 ,对 大 约 1 AGA + s/cm?) 的 粘度 可 增加 1000 f, MARS 
物 的 目的 是 阻止 溶液 的 对 流 。 配 制 好 的 溶液 避 光 保存 并 且 避 人 免 剧 烈 振 荡 , 以 防止 
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聚合 物 受 到 损伤 。 在 每 次 实验 时 ,把 溶液 注入 到 一 个 铜 块 上 钻 的 7mm 直径 的 孔 中 ， 
铜 抉 就 作为 阳极 。 把 一 根 直径 为 12.5 pm 或 者 25 pm 的 绝缘 线 的 端 部 用 剃刀 刀片 切 
掉 ,此 线 就 可 以 用 作 阴 极 。 此 绝缘 线 垂直 地 悬浮 在 溶液 中 , 钢 将 围绕 线 的 端 部 以 枝 状 
复 的 形态 沉积 。 在 实验 期 间 , 为 了 防止 机 械 运 动 ,此 线 的 自由 长 度 要 小 于 7 mm, IF 
使 用 一 个 带 钟 单 的 无 振动 基 座 。 在 施加 电解 电压 以 前 ,至 少 等 待 5 min, 以 使 任何 的 
运动 停止 下 来 。 

实验 时 的 电解 电压 保持 不 变 , 电 压 范围 选 在 0.3 一 0.8 V, 并 且 把 流 过 电解 池 的 电 
流 作为 时 间 的 函数 进行 测量 。 开 始 时 ,读数 的 时 间 间 隔 为 10 s, 当 电流 升 高 得 很 缓慢 
时 ,把 间隔 延长 到 几 分 钟 。 一 般 地 ,实验 在 半 小 时 后 就 可 以 停止 了 。 实 验 中 采用 的 硫酸 
铜 浓 度 范 围 为 0.01 一 0. 029 M, 硫 酸 钠 的 浓度 范围 为 0. 04 一 0.2 M, 每 次 实验 可 以 采用 
两 种 溶液 的 不 同 浓度 来 进行 组 合 。 实 验 时 的 温度 范围 为 22 一 261C 。 

本 实验 满足 有 限 扩 散 条 件 ,电解 液 中 的 铀 离子 在 加 上 电解 电压 后 ,就 开始 在 点 状 
阴极 上 沉积 起 来 。 进 行 了 数 百 次 的 实验 ,下 面 以 其 中 一 次 实验 结果 为 例 进 行 说 明 。 
该 实验 条 件 为 硫酸 铀 溶液 0. O1 M, 硫酸 钠 溶液 0.05 M, 加 入 它们 重量 的 1. 426 hR 
合 物 。 电 解 电 压 为 0.6 V ,阴极 导线 直径 为 12.5 um, i RE 24"C 。 实 验 结果 是 在 三 维 
空间 中 沉积 出 一 个 黑色 的 立体 沉积 物 , 其 空间 尺度 R 可 由 增加 的 电流 和 它 的 质量 
M( 出 总 的 电荷 转换 确定 ) 来 求 出 .分形 特性 MER? 被 证 实 ,而且 D 二 2.43 士 0.03, 与 
DLA 的 计算 机 模拟 结果 (DD 二 2. 495 士 0.06) 符 合 得 相当 之 好 。 对 其 他 的 实验 结果 ， 
测 得 的 分 形 维 数 DD 的 范围 在 2.41 一 2. 465 之 间 ,其 平均 值 为 D=2. 4330.03, 

王 牧 等 在 薄膜 电化 学 沉积 系统 中 ,利用 实时 观察 技术 ,对 阴极 沉积 物 的 形态 及 其 
形态 周期 性 转变 进行 了 研究 "I。 电 解 实 验 在 两 片 玻璃 平板 间 的 电解 质 水 溶液 膜 中 
进行 , 液 膜 厚度 由 玻璃 平板 间 的 来 片 厚度 控制 。 实 验 中 观察 到 阴极 金属 淀 积 物 的 形 
态 在 生长 过 程 中 交替 出 现 具 有 明显 主干 和 稳定 尖端 的 枝 晶 以 及 尖端 不 断 分 又 的 
DBM(dense branch morphology) 形 态 。 对 于 形态 转变 ,测量 了 生长 界面 的 速度 演变 
过 程 ,并 利用 干涉 衬 度 法 研究 了 界面 附近 浓度 场 的 变化 。 一 系列 实验 结果 表明 ,形态 
的 周期 性 转变 是 由 于 强制 扩散 场 中 材料 的 各 向 异性 和 生长 界面 处 的 扰动 之 间 竞 争 引 
起 的 。 

骆 桂 莲 等 研究 了 电化 学 沉积 铜 过 程 中 的 枝 晶 及 分 形 生长 '"”。 考 虑 溶液 中 电场 
分 布 和 强度 对 生长 形态 的 影响 ,他 们 进行 了 无 液 面 诱导 层 的 钢 电 化 学 沉积 实验 。 在 
较 薄 的 一 层 ( 约 2~ 3 mm) 硫 酸 铜 溶液 ( 圆 形 玻璃 血 , 周 围 用 一 圈 铜 片 作 为 阳极 ?中心 
置信 一 根 铂 丝 作为 阴极 ,观察 在 不 同 条 件 下 金属 铜 的 凝聚 形态 。 

在 较 低 浓度 和 电压 下 ,如 浓度 为 0.01 M, 电 解 电 压 为 1.70 V 时 , 铜 的 生长 与 
DLA 模型 给 出 的 计算 机 模拟 结果 类 似 , 对 所 得 图 形 用 计算 机 进行 处 理 , 利 用 密度 相 
关 函 数 测 得 其 分 形 维 数 约 为 D=1.84 士 0.02, 比 DLA 模型 给 出 的 维 数 (DD 二 1. 67) B 
大 ,因为 铜 离子 在 电场 作用 下 不 是 完全 的 随机 扩散 ,所 以 使 得 生长 概率 高 于 模型 中 的 


完全 随机 扩散 的 概率 。 如 果 在 溶液 中 加 入 H.SO, 用 以 屏蔽 电场 ,可 使 其 生长 形态 与 
DLA 模型 更 为 接近 。 在 较 高 浓度 和 电压 下 ,如 浓度 为 1.0 M, HL 7.4 V 时 ,其 生 
长 形态 是 “长 树枝 ” 状 , 同 时 可 测 得 其 分 形 维 数 约 为 了 =1.55。 改 变 电 解 液 的 浓度 和 
电解 电压 ,就 可 以 获得 各 种 不 同 的 生长 形态 。 

在 上 述 实验 中 ,还 观察 到 一 个 有 趣 的 现象 。 当 液 面 较 高 (3 一 4 mm) ,阴极 沿 垂直 
方向 刚刚 接触 液 面 (无 任何 诱导 材料 ) 时 ,在 一 定 的 浓度 和 电压 范围 内 , 铜 粒子 可 沿 液 
面 下 侧 进 行 快速 二 维 生 长 ,从 其 生长 过 程 来 看 , 液 面 附 近 的 电场 力 较 大 ,金属 叶子 在 
向 外 生长 到 一 定 大 小 时 ,会 在 电场 力作 用 下 离开 阴极 向 外 漂移 ,新 的 生长 又 会 在 阴极 
附近 发 生 。 在 显微镜 下 也 可 看 到 溶液 中 的 离子 对 流 ,这 种 对 流 具 有 一 定 的 振荡 频率 ， 
去 掉 电 场 后 ,叶子 端 部 开始 下 沉 。 

骆 桂 莲 等 还 进行 了 单 分 子 层 界面 下 铜 膜 和 银 膜 生长 过 程 的 实验 研究 。 在 实验 中 
用 恒 电流 控制 金属 银 膜 的 生长 ,获得 两 种 宏观 形态 : 封闭 生长 的 二 维 致密 图 形 和 开 
放生 长 的 护 散 分 形 边 界 。 实 验 装置 为 直径 9 cm .高 1 cm 的 圆 形 玻璃 容器 ,内 有 3 一 
4 mm 深 的 电解 液 (AgNO: 或 CuSO,) 。 阴 极 是 直径 为 0.1 mm 的 铂 丝 ,阳极 则 用 金 
属 ( 银 片 或 铜 片 ) 制 成 的 圆 环 ,用 体 祝 显微镜 进行 动态 观察 并 接 摄像 系统 。 电 解 液 均 
用 去 离子 水 配制 ,再 在 电解 液 表面 上 铺 上 一 层 单 分 子 膜 。 在 铺 单 分 子 膜 前 ,用 吸水 泵 
将 液 面 灰 尘 吸 去 ,然后 用 微量 进 样 器 缓慢 地 将 一 定量 的 有 机 分 子 材 料 ( 花 生 酸 或 液 
fm , 均 溶 于 氯仿 中 ,浓度 为 0.001 M) 沿 液 面 滴 和 容器 中 。 用 微调 升降 装置 来 升降 阴 
极 ,该 装置 是 一 台 手 摇 式 机 械 传动 垂直 升降 的 装置 ,阴极 垂直 地 固定 在 装置 的 运动 头 
上 。 实 验 用 电源 为 HDV-7C 晶体 管 恒 电 位 仪 。 

为 进行 比较 ,先进 行 恒 电 位 条 件 下 二 维 银 膜 的 生长 。 电 解 液 为 AgNO, ,浓度 为 
0. 001 M, 液 面 单 分 子 层 材 料 为 花生 酸 (10 jl 左右) , 恒 电 位 为 0.82 V。 从 实验 所 得 
的 二 维 超 微 粒 金 属 银 膜 的 形态 看 ,并 不 具有 明显 的 宏观 分 形 结构 。 为 观察 到 更 丰富 
的 生长 形态 , 改 用 恒 电 流下 沉积 , 液 面 单 分 子 层 材料 用 聚合 物 液晶 (10 ad AUR. 5 
电流 1—0.131 mA 时 ,在 前 5 min, 二 维 银 膜 生长 较 快 ,随后 生长 速度 渐 慢 ,溶液 中 电 
场 电 位 缓慢 下 降 ; 将 提高 到 0.151 mA ,通过 体 视 显微镜 可 观察 到 新 的 凝聚 从 边界 
处 向 外 成 扇形 迅速 生长 ,此 时 电位 在 相应 增加 之 后 又 缓慢 下 降 ; 再 次 提高 电流 I— 
0. 171 mA, 生 长 情况 基本 类 似 ,30 min 后 ,可 以 清楚 地 看 到 边界 的 树枝 状 晶体 。 将 边 
界 部 分 区 域 放大 ,用 计算 机 进行 图 像 处 理 , 根 据 密度 相关 函数 测 得 其 平均 分 形 维 数 
D=1.5240. 02, 

应 用 上 述 方法 ,他 们 又 进行 了 金属 铜 膜 的 生长 实验 ,发 现 铜 膜 的 生长 规律 和 形态 
与 银 膜 不 同 。 银 膜 生长 后 很 稳定 ,而且 较 易 生 长 ; 铜 膜 的 生长 不 仅 困难 ,而 且 生长 后 
的 铜 膜 在 短 时 间 内 (〈 几 分 钟 ) 会 发 生 结构 变化 。 在 恒 电 位 控制 条 件 下 ,电压 Y — 
0. 5 V, CuSO, 浓度 为 0.1 M, 生 长 开始 时 铜 膜 是 沿 阴 极 周 界 向 外 快速 进行 的 , 膜 层 较 
菏 而 且 呈 淡 绿 色 , 并 有 明显 的 树枝 状 纹路 。 随 后 生长 速度 减 慢 ,边界 处 铀 膜 变 厚 , 逐 
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渐 呈 现 深 红色 。 提 高 电压 后 (V= 二 1 V), 沿 周 界 又 开始 有 淡 绿 色 较 薄 的 铜 膜 生长 ,不 
ACH 20 分 钟 ), 这 种 生长 速度 开始 减 慢 , 边 界 处 又 出 现 深 红色 较 厚 膜 层 ,同时 膜 内 的 
铜 凝聚 体 开 始 沿 生 长 纹路 逐渐 增 大 并 且 具 有 明显 的 分 形 形 态 。 这 些 不 断 形成 的 自 相 
似 铜 颗粒 会 不 断 长 大 ,在 停止 生长 后 约 数 小 时 沉 人 溶液 中 。 有 关 这 些 现 象 的 物理 机 
制 和 动力 学 过 程 正在 研究 之 中 。 


8.3 WaT SER 


Elam 等 研究 了 溅 射 沉积 的 NbGe, 薄膜 的 分 形 凝聚 特性 "" 。 实 验 中 得 到 的 沉 

积 物 结构 与 DLA 模型 的 计算 机 模拟 结果 是 惊人 地 相似 。 这 种 分 形 凝聚 结构 的 分 形 

维 数 约 为 DD 二 1.9。 实 验 结果 表明 存在 一 个 两 阶段 的 生长 过 程 , 即 初始 阶段 形成 的 是 
分 形 维 数 约 为 1. 70 的 结构 , 接 下 来 的 生长 过 程 使 沉积 结构 更 加 致密 。 

溅 射 沉积 在 近 三 十 年 来 已 经 被 用 作 一 个 主要 的 技术 来 制备 各 种 用 途 的 薄膜 。 而 

对 所 有 的 薄膜 来 说 ,其 表面 的 形 貌 是 人 们 所 关心 的 主要 问题 之 一 ,因为 它 常 常 对 这 种 

薄膜 制 成 的 器 件 的 电 特性 产生 强烈 的 影响 。 目 前 人 们 从 分 形 凝聚 的 角度 对 溅 射 生长 

和 凝聚 模式 发 生 了 更 为 广泛 的 兴趣 。 

1978 年 ,美国 海军 研究 实验 室 采用 油 射 沉积 技术 来 制备 Nb,Ge 薄膜 。 这 个 技 

oi 术 先 形成 一 层 NbGe 薄膜 , 它 具 有 以 前 没有 观察 到 的 

NC Cod 表面 结构 。 在 放大 几 百 倍 的 光学 显微镜 下 ,在 表面 上 

ahy 可 以 观察 到 复杂 的 凝聚 体 ,图 8. 7 是 这 些 薄膜 之 一 的 

<O 照片 。 当 改变 溅 射 条 件 以 产生 所 需 的 成 分 时 ,这 种 表 


«^^ 
面 特 性 就 消失 了 。 人 们 希望 通过 更 定量 的 分 析 , 来 得 
到 产生 这 种 结构 的 有 关机 理 的 信息 。 
de T8 IE AL A Be EL AO SES ST OR T BY)» De A eh F 
x” 


XR 一 个 压力 小 于 13. 3 Pa B8 AR EAE RZ 
- 在 沉积 过 程 中 石英 衬 底 由 一 个 碳纤维 加 热 的 钼 平台 加 

MT des 热 到 840C。 在 沉积 之 前 和 开始 沉积 的 瞬间 ,用 红外 
光学 高 温 计 测 量 衬 底 的 温度 。 沉 积 的 膜 厚 为 200 — 

500 nm 在 最 表面 的 凝聚 物 由 一 层 晶 粒 组 成 ,平均 品 粒度 从 约 0. 1 pm 人 小 晶 粒 ) 到 
1 pm( 大 唱 粒 ) 不 等 ,在 结构 致密 、 由 生长 良好 的 团 簇 组 成 的 膜 中 ,在 光学 显 微 嫉 和 扫 
描 电 镜 下 观察 ,发 现 小 唱 粒 层 看 上 去 很 均匀 。 而 在 结构 疏松 ` 团 艇 生长 不 充分 的 膜 
中 ,电镜 观察 发 现在 小 蝇 粒 层 有 无 数 个 不 连贯 的 小 孔 。 在 制备 前 一 个 膜 时 ,注射 过 程 
中 不 断 地 加 入 GeH ;而 制备 后 一 个 膜 时 ,总 的 气压 较 高 ,而 且 在 沉积 过 程 的 后 一 半 
时 ,不 再 加 入 Gell, 。 但 不 管 哪 种 情况 ,都 把 沉积 时 产生 的 副产品 氧气 从 反应 室 中 排 
出 去 。 采 用 X 射线 荧光 分 析 法 来 测定 大 小 晶 粒 的 Nb 与 Ge 的 成 分 比 ,但 没有 发 现 


任何 差别 。 

为 了 与 计算 机 模拟 结果 进行 定量 比较 ,必须 测定 溅 射 沉积 物 的 分 形 维 数 。 用 两 
种 方法 对 分 维 进行 了 测定 。 一 个 是 用 分 辨 率 为 256 X256 的 摄像 机 把 拍摄 的 团 徐 沉 
积 物 的 照片 予以 数字 化 ,再 把 在 凝聚 体 上 的 像素 与 背景 上 的 像素 区 分 开 来 。 把 凝聚 
体 上 的 像素 数 的 对 数 与 相应 的 从 凝 罕 体 中 心计 算 的 半径 的 对 数 画 在 一 个 双 对 数 图 
上 ,并 由 曲线 的 斜率 求 出 分 形 维 数 。 另 一 个 方法 是 用 密度 一 密度 相关 函数 来 确定 其 
分 形 维 数 。 如 图 8.7 所 示 的 致密 的 凝聚 体 , 其 分 形 维 数 为 D=1. 8820.06. ix fH 
比 期 望 的 要 高 ,可 以 归 因 于 是 由 于 该 族 聚 体 的 外 层 分 校 过 于 稠密 所 致 。 如 采用 一 个 
简单 的 “ 描 中 心 法 ” ,把 每 一 个 凝聚 体 的 外 层 称 窗 的 分 枝 “ 去 其 叶子 ”, 那 么 这 时 得 到 的 
分 形 维 数 DD 二 1.73 土 0.08。 这 个 值 在 实验 误差 范围 之 内 与 DLA 模型 的 计算 机 模拟 
的 值 符合 得 很 好 。 而 对 于 结构 朴 松 的 溅 射 沉 积 凝 聚 体 , 其 平均 分 形 维 数 DD 二 1. 69+ 
0.05 ,这些 凝 聚 体 没有 笛 密 的 外 层 分 枝 。 

根据 观察 的 实验 结果 ,假设 了 一 个 两 阶段 的 生长 过 程 , 并 用 计算 机 进行 了 模拟 ， 
以 验证 在 后 一 生长 阶段 ,会 发 生 外 层 致 密 的 现象 。 在 一 个 600X600 的 正方 点 阵 上 ， 
首先 用 单 步 随机 投射 的 方式 向 一 个 种 子 发 射 10 000 个 粒子 ,粒子 的 粘着 概率 为 1。 
这 样 可 产生 一 个 恒定 的 稠密 度 ( 约 间隔 一 个 点 阵 ) 的 结构 ,其 分 维 约 为 也 =1.70。 接 
于 来 ,用 0. 1 的 粘着 概率 再 向 此 凝聚 体 加 入 15 000 个 额外 的 粒子 ,结果 得 到 的 图 形 
与 图 8.7 中 所 示 的 非常 相似 。 这 个 模拟 结果 表明 ,可 以 把 致密 的 凝聚 体 的 生长 过 程 
分 为 两 个 阶段 。 在 第 一 个 阶段 形成 一 个 狭 罕 的 分 形 结构 ,其 分 维 约 为 1.70。 第 二 阶 
段 的 生长 就 在 第 一 阶段 形成 的 分 枝 上 继续 进行 。 这 两 个 生长 阶段 的 物理 机 制 可 能 是 
不 同 的 ,或 者 虽然 是 相同 的 机 制 , 但 是 某 一 参量 发 生 了 变化 ,如 粘着 概率 。 


8.4 dE GTI fU 


1969 年 Oki 4538 xb AF Ai Az BU I RRE Ge 上 可 以 显著 降低 “Ge BO Bà 
化 温度 ,例如 孤立 的 非 晶 Ge JE AY Ah 4b tik HE Py. 400'C ,而 e-Ge/Au XUZ IE rp dE fia Ge 
的 晶 化 温度 降 至 100°C : 非 晶 硅 也 是 如 此 , 它 和 金属 接触 后 晶 化 温度 也 可 以 从 700°C 
降 至 400"C ,甚至 更 低 。 这 种 现象 称 为 金属 诱导 晶 化 。 此 后 人 们 在 这 方面 开展 了 大 
量 的 工作 ,对 诱导 品 化 的 机 制 提出 了 一 些 不 同 的 解释 "”"””。 张 人 舍 等 比较 系统 地 
研究 了 aGe/ 多 电 Au 和 “Ge/ 单 唱 Au 双 层 膜 的 晶 化 过 程 ,发现 单 唱 Au 膜 不 会 引 
起 诱导 晶 化 ,而 多 晶 Au 膜 会 引起 诱导 唱 化 ,由 此 提出 了 唱 界 三 叉 点 为 优先 成 核 位置 
的 观点 , 较 好 地 解释 了 金属 诱导 唱 化 的 机 制 !"7] 。 在 这 些 双 层 膜 系统 中 观察 到 了 与 
DLA 图形 非常 相似 的 凝聚 体 结构 。 段 建 中 等 在 有 中 间 相 存在 的 Pd-Si 合金 膜 中 发 
现 并 计算 了 金属 膜 缩 聚 的 图 形 的 分 形 维 数 , 随 Pd-Si 合金 膜 的 成 分 从 Pd-Si 44 6 RUP 
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改变 到 Pd-Si 62% ,分 形 维 数 从 1. 78 改变 到 1. 55, e Pd-Si 合金 膜 中 在 分 形 区 出 现 
之 前 还 发 生 金 属 《或 金属 硅化 物 ) 和 Si 反应 生成 新 的 金属 硅化 物 的 过 程 !'"* 。 亿 建国 
等 对 简单 的 共 晶 a-Ge/Au 系 进 行 系统 的 实验 研究 ,对 双 层 膜 在 不 同 退火 温度 下 出 现 
的 缩 罕 区 用 透射 电镜 (TEM) .能 量 色 散 谱 仪 (EDS) 和 最 微 光 密 度 计 进行 了 研究 , 计 
算 了 缩 罕 区 的 分 形 维 数 ,并 对 可 能 的 生长 机 制 进行 了 讨论 中 。 

将 双 层 膜 真 空 蒸 积 在 新 解 理 的 NaCl(100) 面 上 , 蒸 积 时 的 真空 度 优 于 5X10 
Pa。 为 了 使 界面 尽 可 能 清洁 ,两 次 蒸 积 是 在 同一 真空 下 进行 的 ,间隔 不 超过 30 s。a-Ge 
膜 厚 约 25nm, Au 膜 厚 约 30 nm, 燕 积 好 的 样品 在 优 于 6.65 10 :Pa 的 真空 下 退火 。 

透射 电子 显微镜 观察 在 200 kV 加 速 电 压 下 进行 ,由 于 Au L, 特征 峰 (9, 70 keV) 
和 Ge K, 特征 峰 (9. 88 keV) 部 分 重叠 ,在 定量 分 析 中 收集 了 Ge LL CI. 19 keV) 和 
Au M, (2. 14 keV) 特 征 峰 强度 ,然后 通过 无 标 样 法 ,得 到 微 区 的 相对 组 分 。 为 了 确定 
原子 的 扩散 情况 ,还 需 测 定 各 个 分 析 区 域内 原子 数目 的 增 减 。 测 定时 以 未 退火 样品 
Au 和 Ge 的 峰 强度 值 为 标准 ,在 相同 实验 条 件 下 得 到 各 个 分 析 区 域内 原子 数目 的 变 
化 。 为 使 数据 可 靠 , 在 同一 区 域内 取 四 个 点 ,得 到 平均 的 峰 强 度 值 。 由 于 Au 膜 在 
下 ,Ge 膜 在 上 ,还 需 对 峰 强 度 进行 吸收 修正 ,Au M, 峰 强 度 由 于 样品 的 吸收 而 吉 减 
为 0.941,Ge L, 的 峰 强 度 则 衰减 为 0. 990。 

透射 电镜 观察 表明 ,在 100 C IB x 30 min 后 ,a-Ge 在 某 些 区 域 开 始 晶 化 ,并 出 现 
大 小 约 几 百 纳米 的 不 规则 缩聚 区 ,继续 退火 至 4h, 缩 聚 区 已 长 大 至 几 个 微米 大 小 , 形 
成 与 DLA 图 形 很 相似 的 无 规 分 叉 的 缩聚 图 形 区 域 。 电 子 衍 射 表明 ,缩聚 区 内 含有 
较 大 的 Ge 唱 粒 。 不 同 缩聚 区 之 间 有 明显 的 边界 , 相 邻 的 分 又 图 形 都 不 互相 连接 。X 
射线 EDS 微 区 定量 分 析 结 果 表 明 ,在 退火 过 程 中 ,Au 原子 从 缩 育 区 向 外 扩散 并 富 集 
在 黑色 区 域 ,同时 Ge 原子 反 向 扩散 ;该 双 层 膜 退 火 后 其 摩 度 基本 不 变 , 保 持 在 55 nm 
左右 。 

当 退 火 温度 不 同时 ,退火 后 双 层 膜 的 形 貌 也 完全 不 同 。 在 200 导 退火 30 min 后 ， 
除了 出 现 分 形 区 外 ,还 可 以 看 到 许多 孤立 的 白色 小 岛 , 分 形 区 的 枝 权 比 100°C 3B AC 
要 显著 地 粗 。 衍 射 结果 表明 ,分形 缩聚 区 的 Ge MRA FIER REM. DERE 
和 分 形 区 的 EDS 结果 都 表明 在 退火 过 程 中 ,发 生 了 Ge 和 Au 的 相互 扩散 ,因此 这 两 
种 区 域 可 能 具有 不 同 的 晶 化 机 制 。 在 300 C 3B XX. 30 min 后 的 形 貌 图 中 ,已 经 看 不 到 
分 又 型 缩 到 区 ,只 有 两 种 尺寸 相差 很 大 的 岛 状 缩 阶 区 。 较 大 的 岛 状 缩聚 区 的 衍射 续 
果 表 明 含有 相当 大 的 Ge 单 品 粒 。 

图 8. 8 为 各 种 退火 温度 下 样品 缩聚 区 的 图 形 , 从 图 中 可 以 很 明显 地 看 出 缩 宫 的 
形状 随 退 火 温度 发 生 了 很 大 变化 。 对 图 8. 8 中 的 三 个 图 形 用 Sandbox 方法 和 相关 
函数 法 计算 了 它们 的 分 形 维 数 。 对 图 8.8 GO HP 89 ELE , 求 得 分 形 维 数 D=1. 785; xt 
图 8.8(b) 中 的 图 形 , 其 D=1.808; 对 图 8.8(Cc) 中 的 岛 状 缩聚 区 ,用 Sandbox 法 求 得 
D=1.980, 45323288 E 100C 和 200 C TE AM HARK ,的 确 是 具有 标 度 不 变 
性 的 分 形 结构 ,并且 它们 的 维 数 随 着 退火 温度 的 升 高 而 变 大 ,两 种 方法 求 得 的 分 形 维 


数 符合 得 比较 好 。 


(a) (b) (c) 


图 8.8 在 不 同 温度 下 退火 的 样品 缩聚 区 网 形 
(a) 100°C; (b) 200°C; (c) 300°C 


从 实验 观察 结果 看 ,不 同 的 退火 温度 ,导致 了 不 同 的 原子 扩散 和 薄膜 缩聚 行为 。 
在 一 定 的 温度 下 退火 时 ,不 仅 有 金属 膜 的 缩聚 过 程 , 还 有 半导体 原子 的 反 向 扩散 过 
程 。 金 属 诱导 唱 化 与 气相 淀 积 过程 不 同 , 这 里 不 需要 原子 的 长 程 扩 散 , 因 为 品 化 成 核 
的 原子 到 处 都 有 。 根 据 这 些 事实 ,他 们 提出 了 随机 逐次 成 核 机 制 ,认为 晶 化 热 很 快 向 
四 周 传 播 ,在 上 一 代 核 的 周围 随机 地 触发 下 一 代 核 ,成 核 后 两 种 原子 的 互 扩散 是 由 成 
核 长 大 过 程 决定 的 ,扩散 本 身 并 不 是 分 形 形 成 的 控制 因素 。 初 步 的 计算 机 模拟 结果 
与 观察 到 的 图 形 相 符 : "7 。 

Radnoczi 等 观察 到 非 晶 GeSe, Wi TE 220°C 晶 化 后 出 现 的 分 形 Hs 。 非 晶 态 膜 是 
在 Ta fb LR GeSe, 多 晶 到 覆盖 有 碳 膜 的 铜 网 上 形成 的 , 晶 化 也 从 铜 网 边缘 开始 ， 
分 形 只 在 局 部 地 区 中 出 现 ,分 维 是 1. 69 一 1.73。 他 们 认为 分 形 是 在 Se 富 集 区 内 形 
成 的 。 

Ben-Jacob 等 观察 到 非 晶 Al; , Ges; TE 230C 退 火 后 出 现 的 "密集 分 又 图 形 ” 
(dense branching morphology) 5", 。 非 晶 态 膜 由 电子 束 同时 蒸发 Al 和 Ge 到 覆盖 有 
可 溶 材料 (如 光 刻 胶 ) 的 盖 玻 片上 制 成 。 密 集 分 叉 图 形 不 是 分 形 , 因 为 它 不 符合 在 一 
定 范 围 内 的 标 度 不 变性 ; 它 的 另 一 个 特点 是 轮廓 接近 于 圆 。 电 子 衍射 得 出 : 图 形 由 
多 枝 权 的 Ge 多 晶 和 近 于 单 晶 的 Al 灸 边 组 成 ,X 射线 能 谱 定 量 分 析 也 证 实 了 这 一 结 
5 ;而 图 形 外 的 基体 仍 保 持 为 非 晶 合 金 膜 。ALGe dE dà c a BEBO i 4E EE a-Ge/Al X 
层 膜 的 金属 诱导 晶 化 复杂 ,这 里 Al 和 Ge 两 者 同时 从 非 晶 态 中 产生 。 他 们 还 发 现 用 
电子 束 参 击 基体 可 以 产生 DLA MIMO 。 

最 近 , 张 人 佑 等 对 GeAu 和 Ge-Ag 双 层 膜 在 退火 时 的 凝聚 行为 进行 了 系统 的 研 
究 , 并 取得 了 很 好 的 结果 5]。 他 们 发 现 ,退火 引起 的 凝聚 体 的 形 貌 可 分 为 不 同 的 类 
型 ; 雪花 状 凝 聚 (SA) 区 ,等 轴 状 凝聚 CEA) 区 ,随机 分 布 凝聚 (RDA) 区 。 如 果 退 火 温 
度 足够 高 (超过 金属 -Ge 二 元 体系 的 共 唱 温度 ) ,在 此 退火 膜 中 还 会 发 生 界 面 共 熔 和 
重 结晶 (MR) 区 。 这 些 凝 聚 区 的 分 形 维 数 分 别 如 下 : D~. 7 —1. 85 (SA R); 
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D=2(EA K);D%1.7~1. 85 (RDA K); D=2(MR 区 )。 他 们 用 Au-Ge 和 Ag-Ge 
二 元 素 的 平衡 相 图 以 及 半导体 Ge 和 Au. Ag 的 性 能 之 间 关 系 , 对 实验 结果 进行 了 
Wie. 

bit ER A5 H8 KAEKA E A ES AS BY BS FE E 
规则 接近 圆 形 或 卵 形 ;有 的 属于 分 形 , 有 的 不 属于 分 形 ;但 它们 的 共同 点 是 梳 权 繁多 , 
枝 叉 大 多 由 多 晶 组 成 。 从 物理 上 看 ,上 述 复杂 图 形 的 产生 是 由 于 : ORE B HE SE. 
KS; 四 适度 的 原子 迁移 率 。 通 常 的 晶 化 都 在 较 高 的 温度 下 进行 , 非 平 衡 程度 (过 
冷 度 ) 较 低 , 原 子 也 比较 容易 迁移 ,在 这 种 情况 下 往往 不 容易 产生 复杂 图 形 。 从 金 
属 诱导 晶 化 可 以 看 出 ,由 于 晶 化 温度 隆 低 了 约 300C ,上 面 两 项 产生 分 形 的 条 件 在 
较 宽 的 范围 内 得 到 满足 ,出 现 分 形 就 容易 得 多 。 值 得 提出 的 是 在 双 层 膜 或 三 层 膜 
中 ,反应 后 或 分 解 后 产生 的 Si 也 表现 出 分 形 类 型 的 图 形 ,例如 在 a-SiC/Al/a-SiC 在 
约 275 人 退火 100 s 后 出 现 多 晶 Si ZH AR A op E077, E AI/Su N, 膜 中 反应 生成 
AIN(550° ,100 min) 的 同时 ,在 局 部 地 区 也 出 现 多 晶 Si 组 成 的 类 分 形 图 形 。 


8.5 粘性 指 延 


关于 粘性 指 延 的 基本 概念 和 计算 机 模拟 已 经 分 别 在 5.7 节 和 6.4 节 中 介绍 过 

了 ,本 节 主 要 介绍 一 些 实验 结果 。 进 行 粘性 指 延 的 实验 装置 分 为 两 类 : 长 条 形 的 

Hele-Shaw 槽 和 圆 盒 形 的 Hele-Shaw #4, Al 8. 9 是 长 条 形 Hele-Shaw 槽 的 示意 图 。 
利用 这 种 装置 ,可 以 对 封闭 在 权 里 或 通过 两 端 流 过 模 里 的 流体 进行 观察 或 照相 。 

出 口 


uo 


J \ 


LC 
另 一 流体 入 口 
图 8.9  Hele-Shaw fi mE E 


Walker 等 利用 Hele-Shaw MOTE vit i B4 AM OES MA fe] P Dt s BL 
不 稳定 的 界面 会 产生 许多 新 奇 的 形状 ”2 。 研 究 表 明 ,在 某 些 场合 ,一 个 界面 会 演 
变 出 一 种 分 形 图 形 。 唱 然 存 Hele-Shaw 槽 中 所 观察 到 的 图 形 只 在 很 有 限 的 放大 范 
围 中 才 是 自 相 似 的 ,但 人 们 在 研究 流体 不 稳定 界面 时 , 却 对 粘性 指 延 产生 了 极 大 的 
兴趣 。 


Walker 自制 的 Hele-Shaw fili 2y 1E. 7; JE B3 A EL CR o. AK 38 cm, FÉ 1.9 em, 
FUB BUSES B5 UL x3 dé TE TL ,但 不 能 太 薄 ,否则 在 组 装 成 Hele-Shaw 槽 时 容易 弯 
曲 变形 。 在 两 块 有 机 玻璃 板 之 间 放 人 垫 片 ,用 6 mm 宽 的 窗户 密封 用 的 泡沫 橡胶 条 
作 垫 片 ,在 该 装置 的 一 端 ,在 泡沫 橡胶 条 上 切 出 几 个 狭 罕 的 开口 ,便于 在 实验 过 程 中 
为 了 加 入 过 量 流体 而 能 让 流体 流出 装置 。 两 块 有 机 玻璃 板 用 6 个 或 更 多 个 夹子 来 
紧 。 在 上 盖 板 中 心 钴 了 一 个 3 mm 直径 的 孔 , 以 便于 向 模 内 注射 某 种 流体 。 在 准备 
实验 时 , 先 取 下 夹子 和 上 盖 板 , 往 底板 上 倒 进 液体 。 如 果 和 希望 整个 Hele-Shaw HE 
实验 过 程 中 都 充满 液体 ,就 可 以 把 液体 加 到 铺 满 底板 的 一 半 。 这 样 盖 上 上 盖 板 再 用 
夹子 把 两 块 有 机 玻璃 板 夹 紧 时 ,液体 就 会 充满 整个 空间 ,过量 的 液体 会 通过 垫 片 上 的 
孔 漏 出 去 。 

在 盖 上 上 盖 板 再 用 夹子 夹 紧 时 ,往往 会 产生 一 些 气 泡 。 为 了 除 掉 气泡 ,在 中 心 孔 
里 塞 进 一 些 餐 市 纸 , 并 把 Hele-Shaw 槽 的 一 端 朝 上 立 起 。 在 所 有 的 气泡 移动 到 上 端 
后 ,它们 基本 上 都 会 在 垫 片 的 开口 处 破裂 。 

当 夹 子 完全 夹 紧 时 ,两 块 有 机 玻璃 板 之 间 的 距离 大 约 为 1 mm。 这 一 间距 对 有 些 
实验 非常 重要 ,因为 界面 所 演化 出 来 的 图 形 的 尺寸 是 由 这 一 间距 决定 的 。 有 些 图 形 
还 取决 于 装置 的 左右 两 边 的 宽度 : 如 果 档 太 窜 ,图形 就 不 会 产生 。 为 了 拍摄 图 形 的 
照片 ,可 在 Hele-Shaw 槽 下 面 装 一 个 磨砂 灯 , 这 种 灯光 线 比 较 柔 和 。 在 灯 和 槽 之 间 
再 安置 一 张 白色 绘图 纸 ,一 方面 可 使 光线 散射 更 加 柔和 , 另 一 方面 也 可 防止 从 槽 里 外 
游 的 液体 损坏 灯泡 。 

在 一 些 实验 中 ,向 Hele-Shaw 槽 里 的 液体 (甘油 、 玉 米 油 或 糖浆 ) 注 射 染 了 色 的 
水 。 染 料 用 的 是 甲 基 紫 ,用 点 水 加 以 稀释 ,然后 用 注射 针管 抽 满 染 了 色 的 水 ,抽取 时 
要 避免 空气 进入 针 简 。 可 以 把 这 种 水 从 中 央 和 孔 或 边缘 上 的 泡沫 橡胶 垫 片 注射 进 模 
里 。 在 中 央 和 孔 注 射 时 , 染 了 色 的 水 迅速 扩展 ,形成 一 个 美丽 的 图 案 , 它 有 一 些 不 断 分 
叉 的 叶 瓣 。 在 边缘 上 注射 时 , 染 了 色 的 水 形成 了 一 个 刻 类 样 的 图 形 。 

Paterson 研究 了 染 了 色 的 水 注射 进 甘 油 以 后 所 形成 的 图 形 结构 。 他 发 现 ,图 形 
中 最 小 的 叶 鸭 的 尺寸 大 约 是 Hele-Shaw 槽 两 块 有 机 玻璃 板 之 间距 离 的 4 倍 。 这 种 
比例 关系 是 因 水 和 甘油 之 间 的 界面 所 演化 出 的 波形 的 特性 引起 的 。 决 定 叶 淤 产生 的 
那个 最 不 稳定 的 波 ,其 波长 就 等 于 两 块 有 机 玻璃 板 之 间距 离 的 4 售 。 水 和 甘油 是 能 
够 混 溶 的 ,但 它们 的 相互 扩散 非常 慢 , 完 全 能 够 来 得 及 产生 图 形 ,而 且 留 形 的 持续 时 
间 也 长 得 是 够 拍照 。 

Paterson 还 研究 了 从 中 央 孔 向 甘油 注射 空气 时 所 发 生 的 现象 。 在 这 个 实验 中 ， 
流体 (空气 和 甘油 ) 是 不 相 混 深 的 。 在 理论 上 ,只 有 当 界 面 波形 的 波长 超过 一 个 下 限 
值 时 ,不 相 混 溶 流体 间 的 界面 才 是 不 稳定 的 。 一 开始 ,空气 泡 是 一 个 小 圆 点 ,其 圆周 
太 小 了 ,无 法 维持 波长 大 于 下 限 值 的 波形 。 只 有 当空 气泡 增 大 后 ,界面 才 会 变 得 不 稳 
定 ,然后 气泡 演化 成 有 分 又 叶 汶 的 花 条 状 。 
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1985 年 ,法国 的 Nittmann Daccord 和 美国 的 Stanley 报道 ,他 们 通过 把 染 了 色 
的 水 注射 进 一 种 聚合 物 的 水 溶液 中 而 生成 了 自 相 似 的 “手指 ”。 这 些 “ 手 指 ” 很 像 一 棵 
枯 树 的 枝 叉 ,它们 从 主 杆 上 伸 出 来 ,又 细 又 短 。 这 种 聚合 物 是 一 种 分 子 量 很 大 的 聚 
糖 。 由 于 是 聚合 物 的 水 溶液 ,因此 在 溶液 与 注射 进去 的 水 之 间 基 本 上 不 存在 界面 张 
力 。 由 于 没有 这 一 稳定 因素 ,界面 便 能 在 方向 上 产生 剧烈 的 变化 ,由 此 而 产生 了 自 相 
似 图 形 。 图 8. 10 是 在 浓 玉米 糖浆 中 吹 入 空气 后 形成 的 图 案 。 

图 8. 11 是 水 注入 充满 高 聚 物 溶液 的 长 条 形 Hele-Shaw 槽 中 得 到 的 不 断 分 叉 的 
图 形 ,水 是 从 权 的 左 端 注入 的 , 随 着 水 的 不 断 注入 ,图形 不 断 向 前 分 义 、 扩 展 。 


218.10 在 浓 玉米 糖浆 中 吹 人 人 图 8.11 从 充满 高 聚 物 的 长 条 形 Hele-Shaw 
空气 后 形成 的 图 案 楼 的 左 端 注水 后 形成 的 图 形 


如 果 是 在 圆 形 Hele Shaw 槽 中 ,那么 得 到 的 图 形 与 DLA 图 形 相似 , 测 得 的 分 维 
DD 一 1.70。 水 或 空气 注入 甘油 也 可 以 得 到 密集 分 叉 的 图 形 疏 。 在 粘性 指 延 中 ,甘油 
的 流体 压力 类 似 于 粒子 的 密度 。 这 一 不力 在 空气 泡 与 甘油 的 界面 上 为 最 大 。 甘 油 从 
气泡 上 向 外 流动 时 ,这 压力 就 减 小 ,流量 正比 于 气泡 外 各 点 上 压力 的 变化 率 。 指 状 物 
之 所 以 会 长 大 ,就 是 由 于 流体 最 容易 从 指 状 物 上 向 外 流 开 ,因为 流体 流 开 时 界面 也 跟 
着 移动 ,“ 指 尖 ” 便 变 得 更 长 ,其 结果 是 出 现 一 种 生长 不 稳定 性 , 它 与 有 限 扩散 凝聚 的 
生长 不 稳定 性 相 类 似 。 

由 实验 结果 发 现 , 减 小 界面 张力 ,分 又 易于 出 现 ; 覃 的 两 块 玻璃 板 之 间 间 距 增加 ， 
分 又 恋 宽 。 两 种 流体 的 粘度 比 为 0. 0001 时 ,分 维 D=1, 90; 粘 度 比 大 于 0.01 时 图 形 
不 属于 分 形 。 粘 度 比 为 10( 即 在 低 粘度 液体 中 注 和 人 高 粘度 液体 ) 时 ,图 形 为 规则 的 
kg nensem 

石油 开采 中 ,也 会 遇 到 类 似 的 问题 ,但 此 时 是 不 希望 形成 树枝 状 分 又 的 粘性 指 延 
构造 。 采 油 时 常 在 地 面 上 确定 适当 大 小 的 正方 形 , 在 正方 形 的 各 顶点 和 中 心 共 钻 五 
个 孔 , 然 后 向 中 心 孔 歇 入 二 氧化 碳 ( 或 水 ) ,目的 是 用 二 氧化 碳 把 石油 赶 进 采 油 孔 WR 
后 从 周围 四 个 孔 中 汲取 石油 。 在 这 个 过 程 中 ,希望 二 氧化 碳 能 均匀 扩展 开 来 ,但 不 希 
望 变 为 树枝 状 ,否则 采油 效率 将 明显 下 降 。 为 达 此 目的 ,应 该 使 流体 间 的 粘性 比 减 
小 ,因为 粘性 比 越 大 , 越 容易 产生 粘性 指 延 构造 。 


8.6 ”电介质 击 穿 


气体 .液体 和 固态 绝缘 体 的 电介质 击 穿 经 常 以 狭 窗 的 放电 径 迹 形式 发 生 , 这 种 放 
电 径 迹 强 烈 地 显示 出 分 义 倾 向 ,形成 各 种 复杂 的 随机 图 案 , 如 闪电 ,表面 放电 ,聚合 物 
中 的 树枝 形 金属 沉积 “J 。 在 这 一 大 类 的 放电 类 型 中 ,分 又 放电 的 整体 结构 经 常 
表现 出 一 种 很 接近 的 结构 相似 性 。 

1984 年 瑞士 的 Brown Boveri 研究 中 心 的 Niemeyer 等 研究 了 平行 玻璃 板 之 间 
SE, 气体 中 的 电击 穿 现象 ”。 图 8. 12 就 是 一 幅 表 面 放电 图 案 的 照片 ,这 个 图 案 又 
FR Lichtenberg 图 ,是 以 18 世纪 德国 物理 学 家 George Christoph Lichtenberg 的 名 
字 命 名 的 。 实 验 用 的 玻璃 板 厚 2 mm, SF, 压力 为 0. 3 MPa, 所 加 的 电 脉 冲 为 
30 kVX1 uss SF; 是 一 种 击 穿 强度 很 高 的 绝缘 气体 , 常 被 用 在 高 压 电 器 开关 、 加 速 
器 中 起 绝缘 作用 。 

他 们 对 这 种 多 枝 权 的 二 维 径 向 放电 图 形 , 测 得 其 分 形 维 数 D — 1. 70, 并 认为 有 限 
扩散 凝聚 过 程 是 Lichtenberg 图 案 形 成 的 根本 原因 。 采 用 其 他 的 实验 装置 也 可 以 得 
到 这 类 表面 放电 图 案 , 如 在 与 一 片 照相 乳胶 或 在 与 散布 在 一 块 绝缘 体 表面 上 的 组 粉 
相 接触 的 电极 上 加 一 个 电 下 ,就 会 产生 一 种 类 似 于 闪电 的 分 叉 的 线 状 放电 网 案 。 


图 8.12 在 SF, 气 体 中 的 二 维 径 向 放电 图 案 图 8.13 二 维 放 电网 形 的 计算 机 模拟 


假定 开始 时 所 加 的 电压 在 靠近 电极 处 相当 高 ,足以 破坏 一 个 小 区 域 上 的 乳胶 ,从 
而 产生 一 条 导电 通道 。 在 通道 之 外 存在 一 个 电场 ,其 强度 取决 于 材料 中 各 点 电压 的 
变化 率 。Niemeyer 等 提出 了 一 个 合乎 情理 的 排 想 , 即 电场 强度 最 强 的 地 方 就 是 这 条 
导电 通道 最 容易 形成 的 地 方 , 而 电场 强度 最 强 处 被 证 明 为 恰恰 就 是 放电 的 尖端 处 。 
RE ,尖端 就 变 得 更 长 , 且 不 断 增加 ,表明 发 生 了 分 数 维 式 的 增长 。 他 们 对 图 形 进 行 
了 计算 机 模拟 ,在 圆 形 正方 点 阵 中 应 用 Laplace 方程 9 ^$— 0,31 89 $ Je B. 335 JU 
图 8. 13。 点 阵 的 中 心 是 一 个 电极 , 另 一 个 电极 为 环 状 , 放 置 在 足够 远 的 地 方 。 首 先 
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取 点 阵 中 心 的 多 为 0, 远离 中 心 的 阅 周 上 $ 为 1。 电 击 罕 从 中 心 开 始 向 外 随机 传播 ， 
击 穿 的 实心 圆 点 上 的 $ 都 等 于 0。 用 粗 线 连 接 的 实心 圆 点 显示 放电 径 迹 ,虚线 代表 
所 有 可 能 的 生长 过 程 ,每 一 个 过 程 的 概率 与 局 域 电 场 强 度 成 正比 。 利 用 这 样 的 边界 
条 件 去 解 间断 型 Laplace 方程 : 

(Bitte — 29,4 F $7142 + C$, 144 —2$,,-7-9,,.,0 —0 (8, 1) 
sd iR A 分 别 是 zx 和 yy 方向 上 点 的 编号 。 这样 计 算 机 可 以 方便 地 给 出 直径 为 几 十 
以 至 几 百 点 阵 常数 的 圆 内 各 点 的 # 值 。 


设 所 有 实心 全 点 最 近邻 的 空心 俩 点 才 有 如 下 的 击 穿 概率 (和 下 式 成 正比 ): 
Bitte Fie” BECP cer 7$," (8. 2) 


AP m 是 可 以 调整 的 数 。 令 所 有 空心 贺 点 的 概率 之 和 为 1, 并 分 别 分 配给 它们 一 定 
的 数值 区 间 , 在 0 和 1 之 间 产 生 的 随机 数 决 定 下 一 个 被 击 穿 的 点 (空心 变 实心 ), 击 穿 
后 再 重新 计算 电势 分 布 ,重复 以 上 过 程 来 决定 下 一 个 击 穿 点 。 

在 上 式 中 ,如 z 一 0, 表 示 击 穿 概率 和 电场 强度 无 关 , 得 到 的 是 密集 图 形 。m 1 时 ， 
此 模型 实际 就 是 DLA 模型 。 因 为 DLA 模型 在 物理 上 满足 Laplace 方程 VY *C 二 0, 这 
C 是 扩散 粒子 的 浓度 或 它 在 点 阵 上 出 现 的 概率 (这 里 的 方程 也 就 是 稳 态 扩散 方 
程 , 而 原子 簇 组 成 的 DLA 图 形 的 生长 速率 和 浓度 梯度 成 正比 ,相当 于 m D. 

对 每 一 段 虚线 来 说 ,其 击 穿 概率 还 可 表达 为 它 所 连接 的 实心 贺 点 (i,k;$ 二 0) 和 
ZGRAC ,k ) 间 的 电势 差 ( 局 域 电 场 ) 的 函数 。 下 标 i,k 和 i ,及 代表 各 个 点 阵 的 坐 
标 。 可 以 写 出 

(hig)? 
So bie" 
式 中 指数 7 被 用 来 表达 局 域 电 场 和 概率 之 间 的 关系 。 分 母 表明 与 所 有 可 能 的 生长 过 
程 有 关 ( 即 图 8.13 中 的 全 部 虚线 )。 给 定 这 个 概率 分 布 后 ,随机 地 选 一 个 新 的 连接 
(和 圆 点 ) ,并 加 人 到 此 放电 图 案 中 。 对 这 个 新 的 放电 图 案 ,再 重复 上 述 过 程 。 以 上 的 
规则 也 合适 地 定义 了 从 中 心 点 开始 的 过 程 。 另 外 ,不 会 发 生 交叉 ,图 案 只 是 简单 地 被 
连接 起 来 。 

这 个 随机 模型 的 核心 是 击 穿 概率 取决 于 由 等 电势 放电 图 案 确定 的 局 域 电场 ( 电 
38), 。 这 个 模拟 中 最 麻烦 的 部 分 是 每 过 一 个 时 间 间 隔 , 都 要 求 出 Laplace 方程 ( 即 
式 (8.1)) 的 解 。 

给 出 合适 的 边界 条 件 , 通 过 迭代 式 (8. 1) 就 可 得 出 电势 。 一 般 和 迭代 5 到 50 次 之 
间 就 可 得 到 很 好 的 收敛 点 。 这 个 方法 正确 地 重 现 了 一 个 给 定 的 放电 图 案 对 每 一 段 连 
接 的 击 穿 概率 的 总 体 上 的 影响 。 例 如 ,在 图 8.13 中 右边 的 连 线 的 顶端 将 有 一 个 大 的 
击 穿 概率 ,而 在 图 8.13 的 左边 网 格 里 边 的 那些 点 将 只 有 很 小 的 击 穿 概率 。 这 就 是 众 
所 周知 的 “尖端 效应 ”和 和 “法拉第 屏蔽 ”, 它 们 起 源 于 场 方程 的 解 。 

在 开始 计算 机 模拟 时 , 先 令 ?一 1( 即 击 穿 概率 与 局 域 电场 成 正比 ), 对 目前 的 实 


PU,k >i kD) = (8.3) 


验 而 言 ,这 也 是 个 最 实际 的 情况 。 模 拟 结果 得 到 了 高 度 分 叉 的 结构 ,测定 大 约 各 含 
5000 个 点 的 五 个 大 的 图 案 的 分 形 维 数 , 其 平均 值 为 D=1.75 土 0.02, 这 个 模拟 图 案 
的 值 与 实验 得 到 的 放电 图 案 的 值 (D=1.70) 符 合 得 很 好 。 

进一步 研究 了 除 1 以 外 的 o 值 的 影响 。 这 是 很 有 趣 的 工作 ,因为 在 除了 气态 以 
外 的 系统 里 (固态 .液态 .和 聚合 物 ) ,在 生长 概率 和 局 域 电场 之 间 的 微观 关系 可 能 用 
一 个 非 线性 函数 来 描述 更 为 合适 。 

?一 0 的 情况 代表 击 穿 概率 与 局 域 电场 无 关 , 这 是 一 种 Eden 模型 ,只 是 有 少许 
不 同 , 那 就 是 在 现在 的 情况 下 , 某 些 空心 圆 点 有 较 高 的 概率 ,因为 从 几 个 实心 圆 点 
都 可 以 到 达 它 们 。 在 w=0 的 情况 下 ,生长 是 均匀 的 ,而 且 D=2。 对 0.5 和 y= 
2 的 情况 也 进行 了 研究 ,相应 的 分 形 维 数 在 表 8. 1 中 列 出 ,它们 与 ?一 1 的 情况 是 
不 相同 的 。 


表 8.1 HERD SHA 的 关系 


了 D 了 D 
0 2 1 1.7540. 02 
0.5 1. 893:0. 01 2 71.6 


以 上 介绍 的 随机 模型 可 用 来 描述 电介质 击 穿 的 放电 图 案 , 其 基本 假设 是 击 穿 概 
率 取决 于 局 域 电 场 。 这 个 模型 自然 地 导致 一 个 二 维 分 形 结构 ,这 个 结构 与 合适 地 设 
计 的 平面 放电 实验 的 结果 相符 合 。 


8.7 水 溶液 结晶 


过 饱和 水 洲 液 中 的 溶质 在 一 定 的 条 件 下 (温度 .浓度 等 ) 会 在 溶液 中 形 核 .结晶 
H. 1986 年 日 本 学 者 Honjo 等 在 过 饱和 NH4Cl 水 溶液 中 首次 观察 到 NHC. fà 
的 无 规 生长 。 实 验 装 置 很 简单 ,NH,CIi 水 溶液 被 封 在 两 个 相距 为 25 pm 的 玻璃 板 之 
间 , 上 面 的 玻璃 板 表 面 涂 有 导电 膜 以 控制 温度 ,下 面 的 玻璃 板 分 两 种 结构 : 表面 粗 
糙 的 和 表面 光 户 的 。 当 用 表面 粗糙 的 玻璃 板 时 ,由 于 粗糙 表面 的 无 序 性 ,对 晶体 生 
长 起 随机 扰动 作用 ,此 时 晶体 生长 模式 具有 分 形 性 质 , 晶体 的 面积 与 回转 半径 民 的 
关系 给 出 分 维 D=1. 67。 当 用 表面 光滑 的 玻璃 板 时 ,生长 模式 为 校 状 总 体 , 即 
A A o 

刘 俊 明 对 水 溶液 晶体 生长 中 的 形态 发 生 与 选择 问题 进行 了 研究 ,实验 考察 了 二 
维和 三 维 NHC 水 溶液 生长 的 分 形 、 枝 晶 以 及 它们 的 相互 转化 '“。 通 过 控制 生长 
元 厚度 6 及 过 饱和 度 e 来 控制 溶质 扩散 效应 和 生长 各 向 异性 效应 的 大 小 。NH,CI 晶 
体 生长 过 程 的 形态 发 生 及 发 展 用 实时 观察 录像 系统 记录 下 来 。 当 5 降 至 70 pm 时 ， 
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观察 到 分 形 生长 结构 。6 二 5 pm 时 典型 的 分 形 结构 如 图 8.14 Bros ,其 分 形 维 数 D= 
1.63。 当 5 增 大 到 70 pm 时 ,如 果 生 长 前 沿 o 较 大 , 氯 化 铵 将 由 分 形 生长 向 规则 的 枝 
Sá I np E tib D-—1.74 变 为 局 ==1.0。 如 果 夯 一 个 生长 晶体 的 质量 与 半 
径 的 双 对 数 坐 标 图 ,就 可 找 出 D 一 1.74 和 DD 二 1.0 这 两 条 直线 的 交点 , 它 就 是 由 分 
形 向 枝 蝇 转变 的 转变 点 , 它 的 存在 说 明了 生长 控制 发 生 了 转变 ,并 认为 枝 晶 为 分 形 
的 一 个 特例 。 当 形态 由 分 形 向 枝 昌 转变 时 ,其 维 数 忆 将 发 生变 化 ,这 里 万 应 该 是 
变 小 的 。 

实验 表明 ,无 论 $ 多 大 ,只 要 足够 大 ,都 可 以 观察 到 规则 枝 晶 的 生长 。 枝 晶 尖 
端 轮 廓 满足 抛物 线 方程 ,与 理论 预言 相 一 致 。 实 验 测量 表明 ; 三 维和 二 维 枝 品 的 枝 
尖 半 径 尺 同 生 长 速度 v fal id E R^ -V—CCOC 为 常数 ) 的 标 度 关系 。 从 整体 结构 上 
看 ,在 规则 枝 唱 与 分 形 结构 之 间 ,还 可 观察 到 一 种 畸变 枝 晶 , 如 图 8. 15 Brom. CPF 
变 枝 唱 生 长 具有 一 定 的 随机 性 ,尖端 无 规 分 又 和 不 对 称 侧 向 分 枝 证 明了 这 一 点 。 这 
种 酷 变 枝 唱 作为 规则 枝 晶 向 分 形 结构 的 过 湾 形 态 应 引起 人 们 的 重视 。 很 显然 ,这 种 
畸变 枝 晶 的 D 值 将 大 于 1, 约 为 1. 4 一 1.5。 


6=15 um 


图 8.14 二 维 氯 化 贸 水 溶液 生长 系统 中 的 分 形 图 8.15 二 维 氧化 锐 水 溶液 中 吊 体 生长 时 观察 
结构 (D 一 1.63， 8—5 pm). X 600 到 的 畸变 分 枝 枝 蜡 (6= 15 wm),X100 


在 准 二 维系 统 中 , 当 低 粘度 流体 向 高 粘度 流体 推进 时 ,两 流体 的 界面 将 很 快 由 平 
面 变 为 不 规则 分 义 状 界 面 ,这 种 界面 结构 称 为 粘性 指 延 , 在 8.5 节 中 已 介绍 了 一 些 实 
验 结果 。 用 分 形 理 论 分 析 这 种 结构 揭示 了 其 发 展 的 随机 性 。 在 二 维 氨 化 铵 溶液 中 蝇 
体 生长 时 也 观察 到 了 有 类 似 的 形态 形成 ,并 具有 分 形 特性 。 握 化 狠 生 长 元 厚 = 
5 ym, 可 以 看 成 为 准 二 维系 统 , 加 热 到 饱和 点 以 上 ,在 充分 均匀 溶解 后 以 不 同 冷 速 冷 
却 , 即 可 获得 不 同 生 长 过 饱和 度 o. SESS hon o 由 高 到 低 时 , 液 膜 中 将 优先 形成 六 分 
又. 五 分 又 和 四 分 又 粘性 指 延 结构 。c 很 高 时 ,可 观测 到 无 规 分 叉 粘 性 指 延 结构 ， 
图 8. 16 为 这 些 结 构 的 照片 。 分 别 测定 了 这 些 烙 性 指 延 结 构 的 分 形 维 数 DD, 其 值 在 
1.60—1.67 之 间 。 没 有 发 现 维 数 大 小 同 分 叉 程度 有 明显 关系 ,但 分 又 程度 高 时 ,其 
D 值 稍 高 。 

氯 化 冬 作为 四 次 对 称 的 晶体 ,在 三 维 生 长 体系 中 优先 形成 的 结构 为 四 次 对 称 分 


图 8.16  —fESUIE Pl ES p ES BE A , 均 放 大 80 倍 
(a) 四 分 叉 ; CO. 五 分 叉 ; CO) 六 分 叉 ; (d) 无 规 分 又 


叉 的 规则 枝 晶 ,如 图 8.17 所 示 , 此 时 6 一 0.5 mm, 所 以 可 看 作为 是 个 三 维 生 长 体系 ， 
形成 的 结构 是 严格 四 次 对 称 的 规则 的 梳 唱 。 
在 二 维 生 长 系统 中 ,生长 各 回 异 性 效应 因 被 严重 
抑制 而 无 法 同 溶质 扩散 发 生 耦 合 ,观察 到 的 生长 界面 
的 分 叉 是 无 规 的 ,正如 图 8.16(d) 所 示 。 由 四 次 分 
3L 、 五 次 分 叉 到 六 次 分 又 和 无 规 分 又 ,生长 各 向 异性 
效应 越 来 越 小 ,可 以 用 DLA 模型 对 其 进行 描述 。 而 
且 测 得 的 分 维 值 同 计算 机 模拟 值 是 一 致 的 ,只 要 在 模 网 8.17 3=0.5 mm 时 形成 的 毛 


拟 时 考虑 生长 各 向 异性 因素 。 化 铵 规则 枝 晶 ,x100 
毛 法 根 在 缓慢 条 件 下 自然 蒸发 氛 化 镁 饱和 溶液 ， 


得 到 十 种 不 同形 态 的 结晶 0 中。 实验 采用 分 析 纯 氯 化 馈 配 成 饱和 溶液 ,在 溶液 与 晶体 共 
存 的 条 件 下 缓慢 蒸发 ( 放 在 干燥 器 内 ,并 加 盖 ) ,放置 一 周 , 滴 在 玻璃 载 片 上 的 洲 洲 蒸发 
后 ,用 显微镜 照相 。 观 察 到 的 结晶 形态 有 : 叶脉 形 . 链 结 形 .山脉 形 、. 乳 石 形 . 松 相形 、 蝴 
BEHS BRITE .无 定形 . 冰 珠 形 、. 尖 刺 形 。 并 认为 这 些 形态 的 无 规 毛 化 铁 结 唱 , 都 是 分 形 
生长 的 产物 。 在 大 致 相同 的 条 件 下 ,由 干 溶液 厚度 不 同 , 藻 发 速度 不 同 ,形成 了 有 限 扩 
散 控制 ,另外 还 受到 表面 张力 收缩 的 影响 ,最 终 形成 了 各 种 形态 的 结晶 体 。 上 述 各 种 结 
量 形态 的 发 现在 富 了 一 价 铵 盐分 形 生长 的 研究 。 扩 散 与 表面 张力 是 造成 不 同 结 蜗 形 态 
的 原因 ,有 的 是 明显 地 受 DLA 模型 控制 ,有 的 则 是 表面 张力 收缩 的 结果 。 

另外 ,作者 还 采用 溢 唱 技术 ,得 到 了 多 种 氯 化 钾 不 规则 结晶 形态 ,其 中 有 一 种 称 
为 薄 层 氧化 钾 无 规 结晶 ,是 文献 中 未 曾 报道 过 的 分 形 结 构 。 分 析 结 果 表 明 , 薄 层 握 化 
钾 结 蝇 与 表面 张力 有 关 。 
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第 9 章 不 同体 系 中 的 分 形 生长 


9.1 氧化 亚 锡 从 结晶 生长 到 分 形 生 长 


9.1.1 快速 冷却 


把 碘 化 亚 锡 CSnl;) 放 入 一 个 击 塌 中 ,在 正 对 碘 化 玉 锡 的 上 方 放置 硅 片 ,再 把 者 坑 
放 进 一 个 芝 发 一 沉积 装置 中 。 在 空气 气氛 中 对 此 卉 塌 进 行 加 热 ,控制 加 热 的 温度 DR 
温 时 间 以 及 冷却 速度 ,就 可 以 进行 不 同 参数 的 实验 研究 。 碘 化 亚 锡 受 热 后 分 解 成 锡 
DUE , 锡 氧 化 成 所 化 亚 锡 , 氧 化 亚 锡 分 子 会 在 硅 片 的 表面 结 唱 ,生长 晶体 ,还 会 形成 各 
种 图 案 。 整 个 过 程 属于 气态 一 固态 相 变 5 。 

图 9. 1 是 氧化 亚 锡 从 结晶 生长 到 分 形 生 长 的 扫描 电镜 照片 。 实 验 条 件 是 , 先 把 
碘 化 亚 锡 加 热 到 520C, 保 温 1 h, 然 后 快速 冷却 ,最 大 冷却 速度 可 达到 约 
1000'C /min, 把 硅 片 取出 ,然后 镀 上 一 层 10 nm 厚 的 金 膜 ,在 扫描 电镜 里 观察 氧化 亚 
锡 沉积 物 的 形态 。 图 9.1(a) 是 一 个 沉积 物 的 形态 ,中间 部 分 是 氧化 亚 锡 蝇 体 的 察 集 
区 ,其 尺度 为 约 30 hm。 在 聚集 区 中 ,很 多 晶体 聚集 在 一 起 .这 些 晶 体 的 尺度 在 
170 nm 到 1.7 um 之 间 。 而 在 这 个 聚集 区 的 边沿 上 ,每 个 氧化 亚 锡 晶 体 都 是 很 特殊 
的 ,都 清楚 地 显示 了 一 个 从 结晶 生长 到 分 形 生 长 的 过 程 , 是 非常 有 意义 的 ,因为 它 从 
实验 上 揭示 了 一 个 从 平衡 生长 逐步 过 渡 到 非 平 衡 生 长 的 过 程 。 图 9. 1(b) 是 
图 9.1(a) 中 右上 部 边沿 的 一 个 氧化 亚 锡 晶体 的 放大 照片 ,这 个 晶体 的 尺度 大 约 为 
1.2 ym. 它 的 底部 是 一 般 的 晶体 形态 ,但 从 底部 往 上 ,逐步 发 生变 化 ,直至 明显 的 随 
机 的 分 叉 生 长 ,也 就 是 分 形 生 长 ,而 且 生 成 的 分 形 结构 的 尺度 也 很 大 ,大 约 为 
11. 2 um, 远 远 超过 了 底部 晶体 的 尺度 。 

图 9.1(c) 是 图 9. 1(a) 中 右上 部 边沿 的 一 个 氧化 亚 锡 晶 体 的 放大 照片 ,显示 了 与 
图 9. 1(b) 类 似 的 特性 。 图 9.1(4) 是 图 9. 1(a) 中 沉积 物 顶 部 的 氧化 亚 锡 晶 体 的 放大 
照片 , 它 与 图 9. 1(b) 和 (ec) 的 特性 类 似 。 在 照片 的 中 间 ,可 以 看 到 几 条 黑色 的 痕迹 ， 
它们 是 由 于 扫描 电镜 的 电子 束 照射 该 区 域 的 时 间 略 长 ,使 这 些 分 形 结构 被 溅 射 掉 了 ， 
留 下 了 分 形 结 构 的 痕迹 。 这 说 明 沉 积 的 分 形 结构 的 厚度 很 薄 。 

从 上 面 的 分 析 ,可 以 得 出 如 下 两 点 结论 : @ 在 同一 个 系统 中 ,在 气态 一 固态 相 变 
时 ,在 冷却 温度 突变 的 情况 下 ,氧化 亚 锡 会 从 结晶 生长 逐步 过 渡 到 分 形 生 长 ,也 就 是 
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图 9.1 氧化 亚 锡 从 结晶 生长 到 分 形 生 长 的 扫描 电镜 照片 
(a) 氧化 亚 锡 沉 积 物 的 形态 ; (b) 图 (a) 右 上 部 边沿 的 一 个 氧化 亚 锡 晶 体 的 放大 照片 ; 
Cc) 右上 部 边沿 的 另 一 个 氧化 亚 锡 上 晶体: COD 沉积 物 顶 部 的 氧化 亚 锡 晶体 


从 平衡 生长 逐步 过 渡 到 非 平 衡 生 长 。 四 分形 生长 的 速度 比 结晶 生长 的 速度 要 快 得 
多 ,分 形 结构 是 相互 连接 的 连续 的 结构 。 

对 氧化 亚 锡 从 结晶 生长 逐步 过 渡 到 分 形 生 长 的 过 程 , 还 可 以 进行 计算 机 模拟 ,如 
图 9.2 所 示 。 

对 氧化 亚 锡 从 结晶 生长 到 分 形 生 长 的 转变 进行 计算 机 模拟 ,来 阐述 图 形 形 成 的 
PFE ,如 图 9.2 所 示 。 模 拟 是 在 一 个 二 维 的 600X 600 的 点 阵 中 进行 ,采用 DDA 
(deposition-diffusion-aggregation) 模 型 ,该 模型 已 经 被 应 用 于 不 同 的 系统 ,成 功 地 解 
释 了 由 扩散 和 凝聚 过 程控 制 的 分 又 生长 0 。 在 这 个 二 维 点 阵 中 ,容许 平衡 生长 和 
非 平 衡 生长 同时 进行 ,它们 各 自 遵循 本 身 的 生长 规律 。 

DDA 模型 把 粒子 沉积 .结晶 和 分 形 生长 定义 为 以 下 四 步 : 

COD 沉积 ; 粒子 以 每 个 格 点 每 单位 时 间 的 通 量 下 ,在 表面 随机 选 定 的 位 置 沉积 。 

(2) 扩散 : 随机 选择 粒子 和 团 艇 ,在 每 个 单位 时 间 里 ,向 东南 . 西 . 北 的 一 个 方 
向 运动 一 格 。 它 们 实际 运动 的 概率 取决 于 它们 的 迁移 率 , 设 定 为 

D= D Se (9. 1) 


«185 


Sg 


(ENSE) 


186 


图 9.2 氧化 亚 锡 从 结晶 生 兵 到 分 形 生 长 的 计算 机 模拟 C 
(a) 结晶 生长 的 唱 核 ; Ch) 高 斯 分 布 的 晶 核 密度 ; 
Co 异 拟 生长 的 晶体 和 分 彤 结构 :，(d) 在 图 Ce 下 部 的 方 框 内 图 形 的 放大 


式 中 ,S 是 团 能 中 的 粒子 数 ,D 是 单个 粒子 (CS 一 1) 的 扩散 系数 , 它 由 下 式 确 定 : 


DT) = Duexp( 一 学 ) (9.2) 


kT 

在 本 模拟 中 , 取 FD =10°. 

(3) EX. 如 果 两 个 运动 的 粒子 (或 者 它们 所 属于 的 两 个 团 复 ) 到 达 并 占据 了 两 
个 相 邻 的 格 点 ,那么 它们 就 不 可 道 地 停留 在 那里 。 如 果 一 个 粒子 或 者 一 个 团 簇 碰 到 
一 个 晶体 ,那么 它们 就 停留 在 当前 位 置 ,不 能 再 运动 。 

(4) 停止 : 当 沉 积 粒子 达到 预定 的 数量 ,模拟 过 程 结 束 。 

把 图 9. 2(c) 与 图 9.1 相 比较 ,可 以 看 到 ,计算 机 模拟 所 得 的 结果 与 实验 所 得 的 
图 形 很 相似 , 较 好 地 阐述 了 在 图 9. 1 中 所 显示 的 图 形 形 成 的 过 程 。 另 外 ,测定 了 在 
图 9.1 中 显示 的 实验 所 得 的 分 形 结构 的 分 形 维 数 Di 一 1.62 士 0.02 ,而 在 图 9. 2(c) 中 
计算 机 模拟 所 得 的 分 形 图 形 的 分 形 维 数 Di 二 1. 63 士 0.02。 在 允许 的 误差 范围 内 ,两 
者 基本 上 是 一 致 的 。 


9.1.2 慢 速 冷却 
图 9. 3 是 氧化 亚 锡 另外 一 组 气态 -固态 相 变 实验 结果 的 扫描 电镜 照片 。 样 品 及 


燕 发 -沉积 装置 与 前 面 的 相同 。 实 验 条 件 是 先 把 碘 化 亚 锡 加 热 到 520°C ,保温 1 h, 然 
后 冷却 ,冷却 速度 约 为 50'C/min。 把 硅 片 取出 ,然后 镀 上 一 层 10 nm 厚 的 金 膜 ,在 
扫描 电镜 里 观察 氧化 亚 锡 沉 积 物 的 形态 。 图 9. 3(a) 是 一 组 由 氧化 亚 锡 唱 粒 组 成 
的 凝聚 体 , 这 些 凝 聚 体 的 尺度 在 125 um 左右。 图 9. 3(b) 是 在 图 9. 3(a) 中 左上 和 角 
一 个 分 支 的 放大 照片 ,可 以 清楚 地 看 到 , 它 是 由 无 数 不 规则 的 晶 粒 组 成 ,这 些 晶 粒 
互相 并 不 连接 ,但 在 整体 上 清楚 地 显示 了 分 形 的 特性 。 图 9. 3(c) 是 一 个 由 氧化 亚 
锡 卓 粒 组 成 的 义 称 分 布 的 分 形 凝聚 体 , 图 9. 3(d) 是 图 9.3Cc) 中 的 一 个 分 支 的 放大 
照片 。 


图 9.3 氧化 亚 锡 唱 粒 组 成 的 分 形 凝聚 体 的 扫描 电镜 照片 
Ca) 低 放 大 倍数 下 观察 的 图 形 ; (b) 在 图 (a) 中 的 左上 角 一 个 分 支 的 放大 照片 ; 
(c) 一 个 匀称 分 布 的 分 形 凝 聚 体 ; (d) 图 (c) 的 一 个 分 支 的 放大 照片 


把 图 9.3 与 图 9. 1 相 比 ,可 以 得 出 一 个 结论 ,在 氧化 亚 锡 气态 -固态 相 变 实验 中 ， 
冷却 速度 对 沉积 物 的 形态 影响 甚大 。 在 快速 冷却 时 ,会 发 生 从 结晶 生长 转变 为 分 形 
生长 的 过 程 , 即 从 平衡 生长 逐步 过 渡 到 非 平衡 生长 的 过 程 ,而 且 形 成 的 分 形 结构 是 相 
互 连 接 的 连续 的 结构 。 而 在 慢 速 冷却 时 ,形成 的 分 形 凝 聚 体 的 结构 ,是 由 无 数 不 规 则 
的 晶 粒 组 成 ,这 些 晶 粒 互相 并 不 连接 ,在 整体 上 显示 了 分 形 的 特 人 性。 
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9.2 猪 胆汁 从 结晶 生长 到 分 形 生长 


这 是 一 个 不 算 太 复杂 的 实验 ,但 实验 结果 却 非常 有 趣 , 而 且 含 意 深刻 , 令 人 深 
FCT 18) 。 样 品 制备 过 程 如 下 : 把 一 片 载 玻 片 进行 亲 水 处 理 , 用 丙酮 .去 离子 水 .三 所 
甲烷 反复 清洗 表面 ,又 在 氨 氧 化 钠 溶液 中 超声 清洗 。 . 

把 饲养 了 一 年 的 健康 公 猪 的 25 pl 的 胆汁 滴 在 载 玻 片 表面 , 放 在 18 C 的 样品 干 
RE ,干燥 3 d。 然 后 ,把 干燥 的 猪 胆 着 样品 沉积 一 层 金 膜 ,在 场 发 射 扫描 电镜 
(FEG-SEM, JSM-6301F, JEOL) 下 观察 猪 胆汁 析出 物 的 形 貌 ,用 能 量 色 散 谱 (EDS) 
对 析出 物 的 晶体 、 分 形 凝 聚 体 和 猪 胆 着 基体 的 化 学 成 分 进行 全 元 素 测定 。 

在 制备 过 程 中 , 猪 胆汁 样品 会 自发 地 从 结晶 生长 转变 为 分 形 生 长 ,形成 无 数 的 聚 
集体 。 图 9.4 是 一 个 守 集 体 的 扫描 “电镜 照片 和 能 量 色散 谱 。 从 照片 中 可 以 清楚 地 看 
到 ,在 析出 物 的 晶体 的 外 沿 上 ,向 外 生长 出 了 随机 分 叉 的 分 形 结 构 。 图 9.4(a) 和 (b) 
中 的 Spectrum 1 和 Spectrum 2 的 方 框 的 左上 角 分 别 是 析出 物 的 晶体 和 分 形 凝 聚 体 
的 能 量 色 散 谱 的 测试 点 。 能 量 色 散 谱 的 结果 表明 ,析出 物 的 晶体 和 分 形 凝 聚 体 的 化 
学 成 分 的 元 素 是 相同 的 ,但 各 元 素 的 含量 不 同 , 见 表 9. 1。 
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图 9.4 猪 胆 并 从 结晶 生长 转变 为 分 形 生长 形成 的 聚集 体 的 扫描 电镜 照片 和 能 量 色散 谱 
Ca) 析出 物 的 晶体 的 测试 点 ; Cb) 分 形 凝 聚 体 的 测试 点 ; 
Co) 析出 物 的 晶体 的 能 量 色散 谱 ，〈d) 分 形 凝聚 体 的 能 量 色散 谱 


1 2 
ull Scale 6528 cts Cursor: 4 763 kav (145 cts) 


(c) 


(d) 
图 9.5 猪 胆 汁 析出 物 的 分 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 和 能 量 色 散 谱 


(a) 分 形 凝聚 体 的 测试 点 ;(b) 猪 胆汁 的 测试 点 ;〈c) 分 形 凝 聚 体 的 能 量 色散 谱 ; 
Ca) 猪 胆 半 基体 的 能 量 色 散 谱 


图 9. 5 中 的 Spectrum 3 和 Spectrum 4 HAHN A E £l 2 3l Ji 4330 ER AME 
胆汁 基体 的 能 量 色 散 谱 的 测试 点 ,测试 数据 如 表 9. 1 所 示 。 


R91 从 猪 胆汁 析出 的 晶体 、 分 形 凝 聚 体 及 胆汁 基体 的 原子 组 成 成 分 % 
元 素 晶体 分 形 凝 聚 体 | 胆 半 基体 
C 64. 38 62. 54 68. 09 
O i 32. 39 33. 84 25. 96 
Na 2.22 2. 45 3. 80 
Cl 0. 70 ^ 0.62 1.32 
K 0.14 0. 22 0. 32 
Ca 0. 00 0. 08 0. 08 
Au 0.17 0. 25 0. 43 
A 100 "E 100 100 


图 9. 6 是 猪 胆汁 从 结晶 生长 转变 为 分 形 生长 形成 的 另外 一 个 聚集 体 的 扫描 电镜 
照片 , 它 清楚 地 显示 了 该 聚集 体 是 由 猪 胆汁 析出 物 的 章 体 .过 湾 结 构 以 及 分 形 凝 聚 体 
组 成 的 。 图 9.6(2) zs T RRA BARR, CSE 9. 4 中 的 聚集 体 的 特征 完全 相 
同 , 该 聚集 体 的 尺度 约 为 157 ym。 男 外 ,可 以 看 到 一 些 裂纹 ,是 样品 制备 过 程 中 猪 胆 
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分 
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特征 ,该 分 形 凝聚 体 的 尺度 约 为 50.ym。 图 9.6(c) 和 (d) 显 示 了 在 晶体 和 分 形 凝 聚 体 
之 间 存 在 的 过 渡 结 构 。 
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图 9.6 JRA we d e MRAM e ar TEHSERR Uc 3 H E R 
(a) RRR: bO 聚集 体 下 端的 分 形 凝聚 体 的 放大 图 ， 
CO 图 (a) 中 右上 角 方 框 的 放大 图 ; (d) 图 (b) 中 右上 角 方 框 的 放大 图 
在 猪 胆汁 样品 表面 还 形成 了 无 数 微小 的 凝聚 结构 ,图 9.7 是 它们 的 扫描 电镜 照 
片 。 可 以 看 到 ,它们 的 特征 是 随机 分 义 。 图 9.7(b) 中 显示 的 凝聚 结构 的 尺度 大 约 为 


D - x 2." 


20 um 2um 
(a) (b). 


图 9.7 SAARI TIE VI ESL UBER FC ER A H B Ga R 
Ca) 整体 形 貌 ,放大 3000 A; Cb) 其 中 一 个 凝聚 结构 ,放大 25 000 倍 
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2.7 wm, 组 成 该 凝聚 结构 的 颗粒 尺寸 在 40 ~ 120 nm 之 间 。 
在 猪 胆 计 实 验 中 ,与 氧化 亚 锡 沉积 实验 一 样 ,也 会 发 生 从 结晶 生长 转变 为 分 形 生 
长 的 过 程 , 即 从 平衡 生长 逐步 过 渡 到 非 平 衡 生长 的 过 程 。 这 是 两 个 完全 不 同 的 体系 ， 
却 发 生 了 相似 的 现象 ,这 一 点 是 意味 深长 的 。 它 暗示 我 们 ,这 是 否 是 自然 界 的 一 种 规 
律 ? 表 9.2 是 猪 胆 汁 实验 和 氧化 亚 锡 沉积 实验 的 对 比 。 
表 9.2 猪 胆 汁 实 验 和 和 氧化 亚 锡 沉积 实验 的 对 比 


猪 胆 汗 实验 氧化 亚 锡 沉积 实验 
体系 生物 体系 物理 体系 
试 样 的 载体 玻璃 ( 非 晶体 ) TE Hr OR S BD 
相 变 液态 一 固态 气态 一 固态 
样品 制备 的 温度 ,时 间 18 ,3d 520T ,1h 
析出 物 复杂 的 有 机 晶体 简单 的 无 机 晶体 
晶体 的 聚集 区 的 最 大 尺寸 157 um 30 um 
ATTE £8 VJ B KN oP 50 um 11.2 um 


9.3 人 胆 计 的 分 形 生长 


对 人 胆汁 的 研究 是 很 有 意义 的 ,因为 患 胆 结石 的 大 有 人 在 。 为 此 ,进行 了 下 面 的 
实验 。 首 先 ,对 载 玻 片 进行 表面 清洗 和 吸湿 处 理 。 然 后 ,从 一 个 进行 胆 总 管 手术 的 成 
年 男性 病人 的 胆 总 管 里 引出 20 pl 的 胆汁 , 滴 在 载 玻 片 上 。 将 载 玻 片 放 人 干燥 箱 内 ， 
干燥 箱 的 温度 保持 在 恒温 4C ,样品 在 干燥 箱 内 放置 两 天 。 将 样品 从 干燥 箱 里 取出 ， 
放 人 真空 沉积 设备 中 ,在 样品 的 表面 沉积 一 层 10 nm BMS. Rin ,将 样品 放 人 场 
发 射 扫描 电子 显微镜 (FEG-SEM) 中 ,观察 胆 总 管 胆汁 析出 物 的 表面 形 貌 ,用 能 量 色 
散 谱 (EDS) 对 析出 物 的 晶体 .分形 凝聚 体 和 胆汁 基体 的 化 学 成 分 进行 全 元 素 测 定 。 

图 9.8 是 人 胆 总 管 胆 计 析 出 物 形成 的 分 形 上 凝聚 体 的 扫描 电镜 照片 。 图 9. 8(a) 
显示 了 一 个 随机 分 叉 的 分 形 凝 聚 体 。 从 图 9.8(b) 中 可 以 看 到 ,这 个 分 形 凝 聚 体 是 由 
无 数 析出 物 的 晶体 组 成 ,这 些 晶 体 的 形状 是 不 规则 的 ,大 部 分 晶体 并 不 相互 连接 。 
图 9. 8(c) 显 示 了 另外 一 个 随机 分 叉 的 分 形 凝 聚 体 。 图 9. 8(d) 是 图 9.8《c) 的 长 方 框 
中 的 结构 的 放大 照片 。 图 9. 8(e) 是 图 9.8(d) 的 长 方 框 中 的 分 叉 的 末端 的 放大 照片 ， 
它 的 形态 是 很 复杂 的 ;这 上 暗示 我 们 ,在 人 胆 总 管 胆 汗 的 干燥 过 程 中 ,析出 物 的 生长 过 
程 是 非常 复杂 的 。 图 9.8CD 显示 出 ,在 分 形 凝 聚 体 的 周围 ,分 布 着 无 数 的 微 唱 ,它们 
的 尺度 在 0.4—1. 8 um 之 间 。 

分 形 凝 聚 体 的 生长 过 程 可 以 解释 如 下 : 在 液态 的 胆 总 管 胆 计 中 ,在 析出 过 程 的 
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10 um 
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图 9.8 AREXE HEH TE ILES oD J EB) d fl EB ERU 
(a) 一 个 随机 分 叉 的 分 形 凝 聚 体 ; (b) 在 图 (a) 的 长 方 框 中 的 结构 的 放大 照片 ， 
(c) 另外 一 个 随机 分 叉 的 分 形 凝 聚 体 ;(d) 在 图 (c) 的 长 方 框 中 的 结构 的 放大 照片 ; 
Ce) 在 图 (d) 的 长 方 框 中 的 分 叉 的 末端 ; 〈 分 布 在 分 形 凝 聚 体 周围 的 微 晶 


初始 阶段 ,有 许多 形 核 点 ,于 是 ,很 多 微 晶 逐 步 生 长 ,它们 在 整个 样品 中 随机 分 布 。 由 
于 液态 胆汁 中 存在 溶质 分 子 或 者 离子 浓度 的 涨 落 ,以 及 温度 的 涨 落 , 当 达 到 一 个 临界 
点 时 ,就 会 发 生 液态 到 固态 的 相 变 ,也 就 是 析出 。 在 胆 总 管 胆 着 体系 中 ,由 于 长 程 相 
关 作 用 ,生长 中 的 微 晶 会 凝聚 在 一 起 ,形成 分 形 凝 聚 体 ,或 者 枝 晶 结构 。 这 个 阶段 可 
以 称 为 析出 的 第 二 阶段 。 接 下 米 , 随 着 液态 胆汁 的 逐步 变 浓 ,在 微 唱 周围 的 溶质 分 子 
或 者 离子 的 扩散 越 来 越 难 。 最 后 , 微 晶 停止 生长 ,也 就 是 析出 停止 ,这 是 析出 的 第 三 
阶段 ne 。 | 

在 形成 分 形 凝 聚 体 的 样品 表面 ,还 发 现 了 析出 物 的 枝 晶 结构 ,如 图 9. 9 所 示 。 从 


图 9.9(a) 中 可 以 看 到 ,这 是 一 个 不 规则 的 枝 唱 ,具有 复杂 的 形态 。 它 有 一 个 主 于 和 
两 侧 的 分 支 , 每 个 分 支 包 禽 一 些 晶 粒 ,这 些 晶 粒 的 尺度 在 3. 3 pm 到 14 pm 之 间 , 如 
图 9. 9(b) 所 示 。 对 人 胆 总 管 胆 汁 的 研究 提示 我 们 ,在 人 胆 总 管 胆 汁 析 出 过 程 中 ,存在 
着 复杂 的 生长 过 程 , 既 可 以 形成 分 形 上 凝聚 体 , 也 可 以 形成 梳 晶 结构 ,还 有 大 量 的 微 晶 ; 
而 微 晶 会 使 我 们 很 自然 地 联想 到 人 类 的 胆 结石 。 
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图 9.9 人 胆汁 形成 的 枝 量 的 扫 拷 电镜 照片 
(a) 一 个 枝 晶 结构 ;(b) 在 图 (a) 的 长 方 框 中 的 结构 放大 照片 


用 能 量 色 散 谱 测试 人 胆 总 管 胆汁 析出 的 分 形 凝 率 体 、 枝 唱 结 构 、 微 晶 和 胆汁 基体 
的 成 分 ,测试 数据 如 表 9. 3 所 示 。 


表 9.3 人 胆 总 管 胆汁 析出 的 分 形 凝 聚 体 、 枝 晶 结 构 、 微 晶 和 胆汁 基体 的 成 分 (原子 2%) 


TUR 分 形 凝聚 体 枝 晶 结构 微 晶 胆汁 基体 
C 36. 75 49. 68 4. 12 m 34. 44 
O 24, 34 38.21 53. 13 46. 86 
Na 16.22 

Mg 0. 45 

Al 0. 25 

Si 8.01 

CI 12.11 

K 0. 27 

Ca 0. 82 

Fe 0. 06 

WwW 0.08 

Au 0. 64 

总 计 T 100 


(BS) 


分 
Z 


194 


对 人 类 的 体液 进行 研究 会 发 现 很 多 意 想不到 的 有 趣 的 结果 。 英 国 格拉 斯 哥 古 苏 
格 兰 大 学 的 Pearce 和 Tomlinson 研究 了 健 TES 

康 人 眼泪 析出 的 “ 羊 仑 草 ” 样 图 形 ,如 图 9.10 
所 示 5 ] 。 他 用 光学 显微镜 观察 到 人 眼泪 析 
出 的 分 形 结构 . 枝 晶 结构 和 晶体 ,该 照片 放大 
400 倍 。 图 9. 11 是 在 扫描 电镜 下 观察 到 的 
分 形 结构 和 枝 晶 的 形态 ,放大 1000 倍 。 与 人 
胆 总 管 胆汁 析出 的 分 形 凝 察 体 、 枝 唱 结 构 和 
微 晶 相 比 较 , 可 以 看 到 ,它们 有 很 多 相似 之 
处 。 他 们 对 样品 进行 了 X 光 分 析 , 发 现 枝 


晶 结 构 主要 含有 钠 和 氧 , 而 晶体 主要 含有 钾 9070 FORE ASR Rae 
rl 的 各 种 形态 ,包括 分 形 结构 和 枝 品 


[2 


图 9.11 用 扫描 电镜 观察 的 人 眼泪 析出 物 
(a) 分 形 结 构 ;(b) 枝 晶 结构 


再 来 看 一 个 人 体液 的 例子 。 图 9. 12 是 用 光学 显微镜 观察 到 的 女性 唾液 析出 物 
的 两 种 形态 ,照片 均 放 大 55 倍 。 图 9. 12(a) 是 排卵 期 妇女 的 唾液 的 析出 物 的 形态 ， 
是 一 种 “ 羊 齿 草 ” 样 的 图 形 ,而 非 排卵 期 妇女 的 唾液 的 析出 物 的 形态 是 无 规则 的 斑点 ， 
如 图 9. 12(b) 所 示 。 


(a) (b) 


图 9.12 用 光学 显微镜 观察 的 妇女 唾液 析出 物 形态 
Ca) 排卵 期 妇女 的 唾液 ;(b) 非 排 卵 期 妇女 的 唾液 


加 拿 大 一 个 公司 利用 这 个 现象 , 制 成 了 Luna 生育 指示 仪 (Luna fertility 
indicator) ,帮助 想 生育 的 妇女 了 解 自己 的 排卵 期 “1 。 该 指示 仪 的 原理 就 是 利用 荷 
尔 蒙 一 唾液 现象 : 女性 在 排卵 期 ,其 体内 的 内 激素 升 高 , 才 会 排出 一 个 卵 Te B5 ME 
激素 会 使 她 唾液 中 的 盐 含 量 升 高 '%* 。 妇 女生 一 下 一 块 干净 的 玻璃 片 ,过 10 min 左 
右 , 对 着 光 进 行 观 察 ,从 观察 到 的 唾液 析出 物 的 形态 可 以 判断 她 此 时 是 否 具 有 生育 能 
力 。 如 果 唾 液 析出 物 的 形态 是 “ 羊 耸 草 ” 样 的 ,如 图 9. 12(a) 所 示 , 那 么 ,她 正 处 于 排 
卵 期 ,具有 生育 能 力 。 如 果 唾 液 析出 物 的 形态 是 无 规则 的 斑点 ,如 图 9. 12(b) 所 示 ， 
那么 ,她 处 于 非 排卵 期 ,不 具有 生育 能 力 。 这 些 “ 羊 货 草 ” 样 的 盐 晶 体 的 图 形 是 复杂 
的 ,与 图 9.9 和 图 9. 10 中 的 枝 晶 结 构 有 点 类 似 , 与 图 9. 8 中 的 分 形 凝聚 体 或 多 或 少 
有 点 相似 。 而 从 唾液 析出 的 无 规则 的 斑点 的 数量 和 大 小 ,是 可 以 不 同 的 ,有 些 斑 点 其 
至 会 凝集 在 一 起 ,如 图 9,12(b) 所 示 。 

对 比 人 的 胆 总 管 胆 汁 析 出 物 、 人 有 眼泪 析出 物 和 女性 唾液 析出 物 的 形态 ,可 以 发 现 
它们 之 间 存 在 某 种 关系 。 它 们 都 是 人 类 的 生理 现象 ,尽管 它们 是 基于 不 同 的 机 理 。 
它们 的 共同 特征 是 都 含有 盐分 。 


9.4 硼酸 晶体 的 分 形 生 长 


将 高 纯 的 硼酸 粉末 溶解 在 30 心 的 去 离子 水 中 ,直到 形成 过 饱和 的 硼酸 溶液 。 把 
硼酸 溶液 倒 人 几 个 玻璃 烧杯 ,然后 ,把 不 同 的 基体 ( 钠 玻璃 片 . 涂 了 凡士林 的 钠 玻 璃 
片 . 聚 氧 乙烯 片 . 轧 制 的 不 锈 钢 片 . 铅 稍 等 ) 垂 直 地 插 人 硼酸 溶液 中 ,使 液 面 高 度 为 基 
体高 度 的 一 半 。 将 玻璃 烧杯 放 入 温度 和 湿度 可 控 的 恒温 箱 中 ,保持 温度 为 30C , 湿 
度 为 5% BRAAKAR. 

经 过 70 h E EES HH EW RR AES RRA ER ENS BI 
升 ?现象 , 即 在 界面 处 不 断 地 向 上 生长 ,形成 一 系列 树枝 状 的 二 维 分 叉 图 形 。 这 些 图 
形 明显 地 显示 出 自 相 似 的 分 形 特性 ,其 分 形 维 数 在 1. 65~1. 74 之 间 。 图 9. 13 显示 
了 在 钠 玻 璃 片上 生长 的 硼酸 晶体 的 扫描 电镜 照片 。 图 9. 13 G0 是 一 个 整体 的 照片 ， 
从 空气 一 液体 界面 到 分 形 结构 的 顶端 ,可 以 计算 出 沉积 晶体 的 纵向 平均 生长 率 约 为 
100 pm/h。 沉 积 在 玻璃 片上 的 硼酸 晶体 可 以 分 为 三 部 分 : 在 上 面 的 自 相 似 分 又 结构 
(分 形 结构 ) .界面 上 部 的 支撑 结构 以 及 界面 下 部 深入 到 溶液 中 的 块 体 状 晶体 。 从 品 
体 结 构 形态 的 变化 ,可 以 推导 出 它们 相对 应 的 不 同 的 生长 机 理 。 图 9. 13(b) 是 
图 9.13(a) 的 放大 ,可 以 看 到 ,每 个 分 支 的 形 貌 是 各 不 相同 的 ,但 它们 其 有 相同 的 分 
叉 生 长 的 特征 。 每 个 分 支 与 相 邻 的 分 支 都 不 连接 ,它们 的 二 次 枝 的 生长 方向 是 随机 
的 。 另 外 ,每 个 分 支 的 顶端 几乎 是 在 同一 个 前 沿 上 ,这 表明 ,每 个 分 支 的 纵向 平均 生 
长 率 几 乎 是 相同 的 1。 
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图 9.13 
(a) 自 液 相 中 析出 的 硼酸 晶体 的 分 形 结构 ;(b) 分 形 结构 的 放大 照片 


图 9.14 是 在 玻璃 片上 生长 的 一 个 爪 状 硼酸 晶体 沉积 结构 ,该 样品 的 实验 参数 与 
图 9. 13 的 完全 相同 。 它 显示 了 一 个 多 级 的 顶端 分 又 图 形 ,与 文献 报道 的 硫酸 锌 电化 
学 沉积 结构 的 形状 十 分 相似 1。 

图 9. 15 是 在 空气 一 液体 界面 两 侧 生长 的 硼酸 晶体 的 形 狐 。 为 了 观察 方便 ,把 该 
样品 转动 了 90"。 从 图 中 可 以 清楚 地 看 到 一 条 垂直 的 界面 线 。 在 界面 的 左边 是 深 色 
的 块 体 状 的 硼酸 晶体 ,它们 是 在 过 饱和 的 硼酸 溶液 中 生长 的 ;在 界面 的 右边 是 表面 粗 
粮 的 支撑 结构 。 从 图 9.15, 人 们 可 以 推 想 ,在 空气 一 液体 界面 两 侧 生 长 的 硼酸 品 体 ， 
它们 的 生长 机 理 是 不 同 的 。 在 溶液 中 的 结晶 生长 可 以 被 认为 是 平衡 生长 ,而 在 空气 
一 液体 界面 上 部 的 结晶 生长 ,尤其 是 自 相似 分 又 生长 ,应 该 是 非 平衡 生长 。 


图 9, 14 —P CRP i UE DURAS 图 9.15 在 空气 一 液体 界面 两 侧 生长 
构 的 扫描 电镜 照片 的 硼酸 品 体 的 形 貌 


从 实验 中 观察 到 , 确 酸 晶体 的 结晶 过 程 ,首先 是 在 过 饱和 的 硼酸 溶液 中 结 品 , 然 
后 在 空气 一 液体 界面 的 上 部 形成 支撑 结构 和 分 形 结构 。 那 么 ,一 个 问题 很 自然 地 被 
提出 ; 在 溶液 中 的 硼酸 分 子 如 何 被 输 运 到 界面 上 部 的 支撑 结构 和 分 形 结构 呢 ? 从 
图 9.16 中 ,或 许可 以 找到 答案 。 图 9.16(a) 显 示 了 分 形 结构 的 一 个 分 支 的 复杂 形 
态 , 图 9. 16(b) 是 分 形 结构 的 - -个 二 次 枝 的 放大 照片 ,清楚 地 显示 了 硼酸 晶体 的 要 层 


ithe 


8 thy , BE [8] BO TS] BRL 389] BO KAE 0. 3—1. 5 pm SIAL. CEMA REAR 
US EXAM EOS TR KEE BRA Le 
撑 结 构 和 分 形 结构 , 输 运 到 分 叉 的 各 个 尖端 ,从 而 维持 其 分 形 生 长 过 程 。 这 是 首次 得 
到 的 重要 的 实验 发 现 。 
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图 9.16 硼酸 晶体 的 释 层 结构 
(a) 分 形 结构 的 一 个 分 支 的 复杂 形态 ;(b) 一 个 二 次 枝 的 放大 照片 


在 其 他 的 样品 ( 涂 了 凡士林 的 钠 玻璃 片 . 聚 毛 乙 烯 片 . 轧 制 的 不 锈 钢 片 . 铅 销 ) 表 
面 上 ,观察 到 不 同 的 结果 。 在 涂 了 凡士林 的 钠 玻 璃 片 和 聚 氯 乙烯 片 的 表面 ,都 没有 发 
现 硼酸 晶体 ;在 轧 制 的 不 锈 钢 片 的 表面 ,有 不 少 硼酸 晶体 ,但 图 形 杂 乱 ,没有 出 现 分 又 
生长 的 结构 ;在 铅 销 表 面 , 没 有 发 现 硼酸 晶体 , 铅 销 已 经 发 生 了 轻 度 的 腐蚀 。 


9.5 真空 中 非 晶 碳 的 分 形 生长 


在 电子 辆 照 下 , 碳 的 分 形 生长 是 一 个 有 意义 的 课题 。 本 试验 采用 一 块 钠 玻 璃 片 ， 
在 透射 电子 显微镜 (Philips 300) 中 进行 ,电镜 的 本 底 真 空 度 为 10 ? Pa。 该 钠 玻 璃 片 
的 热 导 率 约 为 1 W/m， K, 电导 率 为 小 于 107° Q7 * m^, Xt CS. 用 100 
keV 能 量 的 电子 束 狠 击 钠 玻 璃 片 ,电子 流 密度 为 10 一 10” A/m: 。 通 常 , 在 透射 电镜 
的 真空 室 中 ,会 存在 微量 的 碳 氢 污 染 物 。 

fr PRX 5 min 后 ,在 钠 玻 璃 片 的 边沿 上 很 快 生长 出 一 些 “ 灌 木 从 ” 样 的 团 
徐 , 它 们 显示 了 自 相似 的 分 勾结 构 。 用 扫描 透射 电镜 ‘STEM) 的 XEDS 对 玻璃 样品 
上 的 “灌木 从 ” 样 团 徐 的 化 学 成 分 和 晶体 结构 进行 分 析 , 发 现 该 轩 复 是 非 晶 态 碳 。 透 
射电 镜 真 空 室 中 微量 的 碳 氢 污染 物 在 电子 束 的 作用 下 发 生 分 解 , 气 态 的 碳 原子 会 在 
钠 玻璃 片 的 表面 沉积 ,形成 非 晶 碳 团 簇 。 一 般 来 说 ,在 边沿 生长 的 非 晶 碳 团 簇 比 较 容 
PE RUE M 

图 9.17 显示 了 “灌木 从 ” 样 碳 团 艇 的 形 貌 ,可 以 看 到 在 密集 的 团 徐 上 面 ,还 有 稀 
玖 的 二 级 分 支 。 在 照片 中 的 左下 部 分 ,有 一 个 与 样品 边沿 相对 应 的 黑色 的 红 形 带 , 可 
能 是 由 空间 电荷 聚集 区 造成 的 。 
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图 9. 18 J& dE ANDERE REAR 100 000 倍 的 照片 ,清楚 地 显示 了 多 级 分 又 的 特征 。 
这 些 团 能 的 整体 尺度 大 约 在 260—400 nm 之 间 ,单个 的 一 级 分 支 的 中 间 部 分 的 径 向 
尺度 约 为 20 nm。 每 个 分 支 都 是 下 端 粗 , 随 着 高 度 的 增加 ,逐渐 变 细 。 在 透射 电镜 中 
观察 ,每 个 分 支 呈 现 出 半 透 明 的 特点 ,能 够 清楚 地 看 到 二 级 分 支 的 节点 ,所 以 它们 的 
厚度 应 该 是 很 小 的 。 


100 nm ' 
m 
图 9.17 在 钠 玻璃 边沿 上 生长 的 非 晶 碳 图 9.18 非 晶 碳 团 徐 的 分 形 结构 的 透射 电镜 
团 簇 的 透射 电镜 照片 照片 显示 了 多 级 分 叉 的 特征 


作为 对 比 ,在 同一 台 透 射电 镜 中 ,用 导电 良好 的 金属 片 进行 试验 ,采用 相同 的 实 
验 参 数 CAUCA EL E AN AFER dE SR EHI SE. HF PAIGE BU E PATER B EE 
[SEE QUEE RUE E T ARAA ERE S EE HEU E A to RT 
形成 一 个 电场 ,这 样 ,透射 电镜 真空 室 中 的 气态 的 碳 原子 比较 容易 在 钠 玻璃 片 的 表面 
沉积 下 来 ,由 于 非 平衡 的 生长 环境 ,就 会 很 快 生 成 具有 分 形 特征 的 非 品 碳 财 复 。 


9.6 ”电子 辐 照 在 聚 丙烯 中 引发 的 分 形 生 长 


电子 辐 照 在 聚 丙烯 中 引发 的 分 形 结构 ,是 由 泰 
Bie X] A 0E RP F OF R P ob (Fast Neutron 
Research Facility, Department of Physics, Chiang 
Mai University) Thiraphat Vilaithong 教授 领导 的 
研究 组 获得 的 。 他 们 用 能 量 为 6 MeV 的 高 能 电子 
束 辐 照 透明 的 聚 丙 烯 块 , 可 在 聚 丙 燃 中 产生 高 达 
1 MV 的 静电 势 , 产 生 高压 放电 ,从 而 使 聚 丙烯 发 
生 击 穿 ,形成 了 美丽 的 三 维 “ 电 子 树 ” 图 形 ,或 者 称 
之 为 “ 羊 项 草 ? 样 图 形 。 图 9. 19 是 高 能 电子 辐 照 
在 聚 丙烯 中 形成 的 三 维 分 形 结构 照片 ,清楚 地 显 图 9.19 电子 辐 照 在 聚 丙烯 中 形 
示 了 自 相 似 的 分 叉 生 长 过 程 。 成 的 三 维 分 形 结构 
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10.1 自然 界 的 自 组 织 生长 


10.1.1 北极 的 地 表 砾 石 组 成 的 环形 图 形 


自 组 织 生长 是 指 在 某 一 系统 或 过 程 中 ,其 中 大 量 分子 ( 粒 子 或 者 组 元 ) 按 一 定 的 
规律 运动 ,由 无 序 状态 自发 形成 时 空 有 序 结构 或 状态 的 现象 ,也 称 为 合作 现象 。 很 里 
以 来 ,人 们 就 发 现 了 许多 令 人 费解 的 自然 现象 和 实验 现象 ,其 中 最 著名 的 就 是 1900 
年 由 法 国学 者 Bénard 发 现 的 流体 中 的 对 流 有 序 现象 , 即 贝 纳 (Benard) 流 中, 以 及 
20 世纪 50 4E4X h 2S IURE SE A91] 18 38 AURI TL 88 E Nr t CBelousov-Zhabotinsky) 发 现 
bea Ae, xxse ER EUETS RUE BIER BEP BU 4 T EROS 
尺度 上 和 宏观 的 时 间 间 隔 上 自发 地 呈现 出 一 种 长 程 的 相关 性 , 自己 组 织 起 来 ,形成 宏 
观 的 空间 上 和 时 间 上 的 一 致 行动 。 ; z 

自 组 织 现 象 广泛 存在 于 自然 界 中 。 
图 10.1 Æ B. Hallet 在 挪威 的 北极 地 带 
Svalbard 拍摄 的 环形 地 面 图 形 "2 ,每 个 圆 
形 的 细 砂 土 区 的 直径 为 2 一 3 m, 被 砾石 组 
RREME, BAA 0. 2 mm。 这 些 环形 砾 ee 
石 图 形 显示 了 明显 的 自 组 织 特性 ,它们 是 | 
由 于 季节 性 的 结 冰 和 融化 的 循环 而 形成 
的 ,在 此 循环 中 , 细 砂 土 以 对 流 形式 运动 。 
这 些 环形 砾石 图 形 是 自然 界 自发 形成 的 自 组 织 结 构 的 最 好 的 例子 之 一 。 

再 看 另 一 个 类 似 的 例子 [so 。 美 国 火星 探测 漫游 者 “勇气 号 在 火星 上 拍摄 到 部 
分 区 域 的 岩石 会 以 非常 统一 的 奇特 方式 整齐 有 序 地 分 布 , 这 种 现象 困扰 了 科学 家 很 
多 年 。 美 国 亚利桑那 大 学 图 森 分 校 的 地 球 学 家 乔 恩 ' 佩 利 蒂 尔 和 他 的 同事 们 对 这 些 
照片 进行 了 研究 。 他 们 认为 ,虽然 火星 是 个 多 风 的 行星 ,但 是 它 的 大 气 非常 稀薄 ,所 
以 风 把 这 些 大 小 是 四 分 之 一 个 侄 球 到 一 个 人 垒球 的 小 岩石 卷 起 来 ,应 该 是 非常 困难 的 。 
但 这 些 岩 石 会 随 风 翻 滚 ,经 常 产 生 移动 ,形成 一 个 可 使 它们 整齐 排列 的 天 然 反 馈 系 


图 10.1 在 挪威 的 北极 地 带 Svalbard 发 现 
的 环形 砾石 图 形 B. Hallet 摄 


ay 
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统 。 在 空气 流动 . 沙 蚀 .沉积 作用 以 及 岩石 运动 这 几 个 因素 的 共同 作用 下 ,使 岩石 聚 
集 在 一 起 ,形成 了 整齐 有 序 的 图 形 。 


10.1.2 沙漠 的 有 序 图 形 


图 10. 2 是 廖 佳 拍摄 的 沙漠 公路 旁边 的 沙子 表面 形成 的 波浪 形 的 图 案 , 显 示 了 沙 
CT RS ph ABA! 。 类 似 的 图 案 在 沙漠 中 经 常 被 看 见 , 人 们 都 已 经 习以为常 
了 。 它 的 形成 与 当地 当时 的 地 理 条 件 以 及 气象 条 件 有 关 , 可 以 是 波浪 形 的 图 案 ,也 可 
以 是 其 他 形式 的 图 案 。 它 们 的 共同 点 是 具有 自 组 织 特性 ,在 宏观 的 空间 上 和 宏观 的 
时 间 上 的 一 致 行动 。 


图 10.2 沙漠 表面 形成 的 波浪 形 图 案 , 诀 佳 摄 


在 荒凉 的 戈壁 浴 上 ,有 时 人 们 可 以 看 到 很 规则 的 鱼鳞 状 的 地 表 结 构 ,这 是 戈壁 滩 
LY . 土 和 石子 的 一 种 自 组 织 形式 。 


10.1.3 变幻 莫 测 的 云 


天 空中 的 云 常常 向 人 们 显示 出 自 组 织 的 特性 。 我 们 常 说 ,天 文 地 理 , 也 就 是 说 ， 
KUMAR AH KATE. A 10. 3(a) 是 在 日 本 箱根 拍摄 的 冬天 的 
富士 山 景 。 中 午时 分 ,富士 山上 云雾 综 绕 , 变 幻 莫 测 ,山顶 上 的 火山 喷发 口 也 隐身 于 
云雾 之 中 。 一 团团 的 云彩 显示 出 某 种 结构 特性 ,无 声 地 诱惑 人 们 去 探索 它们 的 成 因 。 
图 10. 3(b) 是 两 天 后 从 飞机 的 客舱 窗口 中 拍摄 到 的 富士 山 , 时 间 是 傍晚 ,富士 山上 已 
经 没有 任何 云雾 , 它 寂静 地 坐落 在 那里 , 冷 冷清 清 , 毫 无 生气 。 它 面向 苍天 ,似乎 想 诉 
说 些 什么 。 在 高 高 的 天 际 , 天 高 云 淡 , 可 以 看 到 一 串 云 彩 , 显 得 十 分 的 清高 。 在 
图 10. 3(b) 的 照片 中 的 日 期 上 方 的 一 段 驱 线 ,是 飞机 发 动机 的 轮廓 线 。 

大 理 洱 海上 空 云彩 的 变化 十 分 生动 有 趣 。 图 10. 4 是 冬天 在 洱海 的 小 船上 拍摄 
到 的 不 同时 刻 云彩 的 变化 。 洱 海 周围 是 山 , 山 虽然 不 是 很 高 ,但 满足 了 湖光山色 这 一 
个 条 件 ,洱海 上 空 云 彩 的 变化 自然 更 加 富有 生命 力 。 图 10.4(a) 的 拍摄 时 间 是 下 午 
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(b) 


图 10.3 富士 山上 空 云彩 的 变化 
(a) 中 午 拍摄 ; (b) 傍晚 拍摄 


六 点 四 十 分 ,图 10. 4(b) 的 拍摄 时 间 是 六 点 四 十 三 分 ,时 间 间 隔 为 3 min。 在 短 短 的 
3 min 内 ,云彩 已 经 自我 变化 成 多 种 图 形 , 姗 娜 多 次 ,美不胜收 , 令 人 流连 忘 返 。 欣 党 
过 变幻 的 云彩 后 ,再 回 过 头 来 ,发 现 要 探索 云彩 自我 变化 的 机 理 , 了 解 其 变化 的 过 程 ， 
还 真 不 是 一 件 容易 的 事情 。 


图 10.4 大 理 洱海 上 空 云彩 的 变化 
(a) 下 午 六 点 四 十 分 摄 ; CO. 下 午 六 点 四 十 三 分 摄 


10.1.4 人 类 基因 DNA 序列 图 


众所周知 ,生物 界 存 在 各 种 自 组 织 现象 。 每 个 生物 个 体 都 是 由 各 种 细胞 按 精 确 
的 规则 组 成 的 高 度 有 序 的 机 体 。 在 每 个 生物 细胞 中 ,也 有 非常 奇特 的 有 序 结构 。 一 
个 生物 个 体 的 生长 发 育 , 都 是 从 少数 细胞 开始 的 ,由 此 发 展 成 各 种 复杂 有 序 的 器 官 。 
再 往 下 探究 ,所 有 细胞 都 是 由 无 数 原来 无 序 的 原子 或 者 分 子 组 成 的 。 地 球 上 的 生物 
是 经 过 漫长 的 年 代 , 由 简单 到 复杂 ,由 低级 到 高 级 发 展 而 形成 的 ,这 种 发 展 促进 了 人 
类 社会 的 进化 。 

2000 年 6 月 26 日 ,英国 和 美国 几乎 同时 向 全 基 界 宣布 他 们 已 经 完成 了 具有 划 
时 代 意 义 的 基因 草图 绘制 工程 Co?] 。 美 国 总 统 克 林 顿 宣布 了 这 项 举世 杞 目的 消息 ， 
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同时 ,他 还 向 包括 中 国 科 学 家 在 内 的 参与 这 项 工作 并 取得 伟大 成 就 的 各 国 科 学 家 表 
示 祝 贺 , 并 高 度 赞扬 了 他 们 为 人 类 所 做 出 的 巨大 贡献 。 基 因 草 图 的 绘制 对 于 维护 人 
类 的 健康 具有 深远 的 意义 , 它 将 为 疾病 的 预防 、 诊 断 和 治疗 带 来 前 所 未 有 的 深刻 的 
变化 。 

深入 的 科学 研究 已 经 为 我 们 描绘 了 清晰 的 人 类 基因 组 图 谱 , 它 表明 基因 组 并 不 
是 统计 学 意义 上 的 ,而 应 该 是 一 种 线性 的 排列 ,具有 明显 的 自 组 织 特性 。 图 10. 5 是 
一 个 人 类 基因 一 -脱氧 核糖 核酸 (CDNA) 的 结构 示意 图 。 它 显示 出 ,一 系列 的 三 基 对 
组 成 了 一 个 遗传 信息 元 ,而 一 个 遗传 信息 元 就 像 一 个 “句子 ”中 的 一 个 “ 词 ” ,很 多 遗传 
信息 元 ( 词 ) 组 成 了 一 个 基因 (句子 )。 


10.5 具有 自 组 织 特 性 的 人 类 基因 DNA 序列 图 


10.1.5 NĚ 


海洋 中 的 生物 经 历 了 自然 界 长 期 的 自然 选择 ,优胜劣汰 ,可 以 说 ,它们 自身 的 功 
能 .结构 .适应 能 力 等 ,都 已 经 进化 到 了 尽善尽美 的 地 步 。 以 海 贝 为 例 , 贝 壳 是 其 外 骨 
骼 ,它们 的 主要 成 分 是 碳酸 钙 , 还 有 少量 的 壳 质 蛋白 和 有 机 物 ,但 是 ,它们 的 结构 往往 
非常 复杂 ,其 设计 之 精细 .巧妙 .合理 ,力学 强度 之 高 ,完全 满足 了 海 贝 的 生存 要 求 和 
对 环境 的 适应 , 令 海 洋 生 物 学 家 和 材料 科学 家 惊叹 
AB! 自古 至 今 , 海 贝 这 奇异 的 形状 、 精 细 的 结构 、 
迷人 的 色彩 .美丽 的 花纹 ,可 谓 魅 力 无 穷 ,激发 人 们 
去 收集 、 研 究 它们 ，。 

图 10.6 显示 的 是 产 于 渤海 湾 的 小 海螺 壳 放 大 
5 倍 的 照片 。 它 由 7? 个 由 大 到 小 的 螺旋 形 的 过 体 构 
成 ,在 其 表面 可 以 看 到 美丽 的 彩色 条 纹 围 绕 在 海螺 
者 体 上 。 再 仔细 观察 可 以 发 现 ,每 个 螺旋 形 的 壳 体 图 10.5 渤海 湾 的 有 彩色 条 纹 的 
都 是 由 一 条 一 条 近 平 平行 的 肋 有 规则 地 排列 而 成 半 透 明 的 小 海螺 这 


的 ,而 肋 之 间 分 布 着 基本 平行 的 条 纹 状 组 织 。 从 材料 力学 的 角度 来 分 析 , 其 力学 性 能 
是 最 佳 的 ,非常 坚硬 结实 。 从 自 组 织 生长 的 角度 来 分 析 ,这 种 小 海螺 壳 的 结构 具有 自 
组 织 的 特性 ,是 一 种 空间 有 序 的 结构 。 

图 10. 7 是 瀚海 湾 生 长 的 一 种 海 蛤 的 过 放大 1. 3 倍 的 照片 。 海 蛤 壳 上 的 彩色 图 
案 比 小 海螺 要 复杂 得 多 ,其 壳 体 上 的 结构 特点 与 小 海螺 的 有 相似 之 处 ,但 也 有 明显 的 
不 同 之 处 ,如 图 10.7(b) 所 示 。 


(a) (b) 


图 10.7 
(a) JL JC A SAUER, Cb) 海 蛤 壳 右 下 部 的 放大 照片 


10.1.6 珊瑚 表面 的 有 序 结构 


在 热带 或 者 亚热带 海洋 里 ,阳光 灿烂 ,海水 温暖 ,食物 充沛 ,珊瑚 生长 茂盛 ,吸引 
了 各 种 软体 动物 ,珊瑚 礁 成 了 本 螺 、 花 斑 钟 螺 、 宝 螺 、 涡 螺 的 故乡 。 丙 瑚 的 种 类 很 多 ， 
其 结构 形态 也 各 不 相同 ,千奇百怪 ,观察 它们 的 结构 是 很 有 意思 的 。 图 10. 8 是 海南 
岛 三 亚 的 一 种 珊瑚 的 一 个 枝 的 表面 形态 。 这 种 珊瑚 枝 上 面 基本 均匀 地 布 满 了 孔洞， 
孔洞 结构 比较 复杂 , 孔 壁 不 光滑 。 每 个 孔洞 里 边 还 有 精细 结构 ,在 较 大 的 孔洞 内 部 都 
可 以 观察 到 类 似 隔 舱 的 结构 ,如 图 10.8(b) 所 示 ,该 照片 放大 2.5 倍 。 从 自 组 织 生长 
的 观点 来 看 ,珊瑚 的 这 种 结构 具有 自 组 织 的 特性 ,也 是 一 种 空间 有 序 的 结构 。 


(a) (b) 


图 10.8 海南 岛 三 亚 的 一 种 珊瑚 枝 表面 的 有 序 结构 
Ca) 布 满 孔 洞 的 珊瑚 枝 ; Cb) 珊瑚 枝 表 面 放 大 照片 
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到 目前 为 止 , 人 们 对 自 组 织 生 长 现象 的 本 质 了 解 甚 少 ,但 深 深 地 感到 在 这 个 复杂 
而 深奥 的 自然 现象 背后 ,隐藏 着 人 类 尚未 掌握 的 规律 ,而 它 对 于 人 类 深信 了 解 非 线性 
理论 ,对 于 物理 .化 学 .生物 学 .流体 力学 .气象 学 和 材料 科学 等 学 科 的 发 展 , 包 括 一 些 
社会 科学 的 学 科 ,都 有 着 非 同 寻常 的 意义 。 所 以 , 它 是 国际 上 交叉 学 科研 究 的 前 没 课 
题 之 一 ,各 国学 者 正和 孜孜不倦 地 探索 着 17, 


10.2 氧化 锅 的 自 组 织 生长 


3E BELLE (Cd, ) 放 入 一 个 霸 塌 中 ,在 正 对 碘 化 锅 的 上 方 放置 硅 片 , 硅 片 表面 用 
1 : 10 的 氧 氮 酸 仔细 清洗 。 再 把 卉 塌 放 进 一 个 蒜 发 一 沉积 装置 中 ,在 空气 气氛 中 对 
AD ETT AN ,控制 加 热 的 温度 和 保温 时 间 以 及 冷却 速度 ,就 可 以 进行 不 同 参数 的 实 
验 研 究 。 碘 化 锅 受 热 后 分 解 成 锅 和 碘 , 锅 被 氧化 成 氧化 锅 。 氧 化 锅 分 子 在 整个 卉 塌 
内 作 无 规则 的 随机 运动 ,会 沉积 在 硅 片 的 表面 上 结晶 ,生长 出 晶体 ,还 会 形成 各 种 聚 
集结 构 。 整 个 过 程 属于 气态 -固态 相 变 ["5 。 

Cdl, == Cd + L 人 (10. 1) 
2Cd + O, —— 2CdO (10. 2) 

图 10. 9 是 氧化 锅 唱 体 自 组织 生 长 的 扫描 电镜 照片 。 实 验 条 件 是 , 先 把 碘 化 锅 加 
热 到 590°C ,保温 1 h, 然 后 以 约 50°C / min 的 速度 冷却 。 实 验 完毕 后 ,把 硅 片 取出 , 然 
后 镀 上 一 层 10 nm 摩 的 金 膜 ,在 扫描 电镜 里 观察 氧化 锅 沉 积 物 的 形态 。 图 10. 9(a) 
是 一 个 沉积 物 的 形态 ,上 面 均匀 地 分 布 着 许多 棚 棚 如 生 的 向 日 葵 样 的 自 组 织 结构 。 
图 10. 9(b) 是 图 10. 9(a) 中 左下 角 的 一 个 向 日 葵 样 的 良 组 织 结构 的 放大 照片 , 它 清楚 
地 显示 了 位 于 中 心 的 “向 日 蓝 花 盘 ? 以 及 周围 的 “向 日 葵花 装 >”。 整 个 “向 日 蔡 ? 的 太 度 
大 约 为 24 nm 而 “ 花 盘 ?的 直径 为 10 pm.“ 花 盘 ” 由 很 多 晶体 组 成 ,这 些 晶 体 的 斥 度 
在 270—900 pm 之 间 。“ 花 办 ”由 很 多 径 向 的 长 晶体 组 成 。 图 10.9(a)、(b) 显 示 的 氧 
化 锅 晶 体 的 自 组 织 结构 ,是 在 非 线 性 非 平衡 条 件 下 氧化 锅 自发 形成 的 , 它 是 在 临界 点 
下 产生 的 空间 相关 性 的 必然 结果 。 

本 实验 并 不 复杂 ,但 是 非常 有 意义 ,因为 氧化 锅 唱 体 的 结晶 属于 线性 的 平衡 生 
长 ,而 自 组 织 生长 属于 非 线性 非 平衡 生长 ,这 表明 在 一 个 体系 中 ,线性 的 平衡 生长 和 
非 线 性 非 平衡 生长 可 以 同时 存在 。 研 究 论 文 于 1999 年 为 德国 固体 物理 杂志 
(Physica Status Solidi) 所 发 表 , 美 国 材料 研究 学 会 会 刊 (MRS Bulletin) 也 报道 了 这 
— BFE I RUSSE, 

# 10.1 对 Cdl, 和 CdO 的 基本 特性 作 一 比较 。 可 以 看 到 ,Cdl: 在 388°C SUR 16 
了 ,而 CdO 的 熔点 就 要 高 近 1000C 。 表 10.2 是 Cdl, 和 CdO 在 不 同 温度 下 的 饱和 
蒸气 压 。 在 590 'C IE, CdO Kt MAET 0. 133 Pa. 
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图 10.9 


(a) CdO 晶体 在 590C fili 1 h 凝聚 成 的 自 组 织 结构 ， 
(b) 在 图 (a) 中 左下 方 一 个 Cdo 自 组 织 结构 的 放大 图 ; 
Cc) 在 590C 保 漫 1.5h 雍 素 成 的 椭圆 形 的 自 组 织 结构 ;〈d) 在 图 (c) 中 心 部 位 的 放大 照片 


表 10.1 Cdl, 和 CdO 基本 特性 的 比较 


13. 332 
饱和 蒸气 压 /Pa | 0.133 (X103) (X10?) 
Cah were | — iis 2 


CdO 温度 /和 
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图 10. 90) fl C J& A3 Sh — TP 1 TRE A VI EL ER ER ES FP BU SR, SER HE 
是 590 ,保温 1.5h。 可 以 看 到 , 随 着 实验 时 间 的 延长 ,“ 花 盘 ” 要 大 得 多 ,直径 大 约 


ga. 


RY 
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为 17.5 pm 而 且 " 花 盘 ” 上 的 晶体 也 要 致密 一 些 。 

图 10. 10 是 在 CdO 晶体 簇 上 生长 的 另外 一 类 氧化 锅 唱 体 。 图 10. 1060 显示 了 
一 个 球形 的 晶体 的 扫描 电镜 照片 ,放大 2 万 倍 , 其 尺度 大 约 为 4.4 ym; 而 图 10. 100b) 
显示 的 是 一 个 规则 的 正 棱柱 晶体 ,放大 1 万 倍 , 正 楼 柱 的 边 长 约 为 8. 6 pm, 


(b) 


图 10. 10 在 CdO iA AES E E IE BY LIEBER HE 
(a) ARERR; (0). 一 个 规则 的 棱柱 形 晶体 


图 10.11 显示 了 实验 温度 为 580C ,保温 1 h, Æ CdO AAR E AE B9 BE f 
圆 形 凝聚 体 。 它 们 位 于 同一 块 样品 上 的 不 同 区 域 , 实 际 上 ,它们 分 别处 于 各 自 不 同 的 
生长 阶段 。 图 10. 11(a) 中 的 结构 尚 处 于 其 凝聚 的 初级 阶段 ,圆周 还 没有 完全 形成 。 
而 10. 11(b) 中 的 结构 已 经 形成 了 一 个 圆周 ,图 10. 11(c) 显示 了 一 个 椭圆 形 的 凝聚 
体 ,椭圆 内 均匀 地 分 布 着 许多 微 晶 体 , 微 晶 体 的 尺度 也 比较 一 致 ,大 约 在 0.6 一 
2 um 之 间 ; 图 10. 11(d) 显 示 一 个 圆 形 的 凝聚 体 , 圆 内 有 一 能 大 晶体 和 许多 微 晶体 ， 
可 以 推 想 , 那 复 大 晶体 的 生长 时 间 比 圆 形 的 凝聚 体 的 生长 时 间 要 更 早 。 

图 10.12(a) 显示 了 一 个 在 CdO 晶体 艇 上 生长 的 圆 形 凝 聚 体 , 实 验 温 度 为 
580°C ,保温 1 h。 这 个 圆 非常 规则 ,几乎 就 是 一 个 标准 的 几何 圆 ,是 一 个 很 好 的 自 组 
织 图 形 。 圆 的 直径 为 62. 5 pm, 表面 致密 而 平坦 ,全 部 由 CdO 微量 组 成 。 图 10. 12(b) 
是 圆 的 上 部 放大 12 000 倍 的 照片 ,CdO 微 晶 的 尺寸 分 布 在 0.11. 1 pm 之 间 , 大 部 
分 微 晶 的 尺寸 集中 在 0. 3 一 0. 6 um 之 间 。 

图 10.13(a) 显 未 了 两 个 在 CaO 唱 体 答 上 生长 的 凝聚 体 , 可 以 清楚 地 看 到 两 个 相 
邻 的 CdO 晶体 能, 上面 分 别 生 长 了 一 个 圆 形 的 州 聚 体 和 一 个 椭圆 形 的 凝聚 体 。 
图 10. 13(b) 显示 的 是 圆 形 凝聚 体 的 左下 部 圆周 的 放大 照片 ,可 以 清楚 地 看 到 组 成 晶 
体 复 的 长 晶体 。 

图 10. 14(a) 显 示 了 在 CdO BAR LEK MS MRR. A 10. 14(b) 是 一 个 椭 
圆 形 的 凝聚 体 。 图 10. 14(c) 是 一 个 锐角 状 的 凝聚 体 , 角 度 大 约 为 52 。 图 10. 14(d) 
是 锐角 状 凝聚 体 的 一 条 边 的 放大 25 000 倍 的 照片 , 它 是 由 致密 的 CdO 晶体 绞 结 而 
成 的 。 


(d) 
图 10.11 在 CdO 晶体 艇 上 生长 的 圆 形 和 椭圆 形 凝聚 体 


周 ; CO 一 个 椭圆 形 的 凝聚 体 ;(d) 一 个 圆 形 的 凝聚 体 


er 


(a) 凝聚 的 初级 阶段 ; (b) 形成 一 个 圆 


(a) (b) 
图 10.12 #ECdORKRLEKHNABERKA 
(a) 由 CdO APA i80 BUE SENE p Ba 3 di a BE RH; (DO 圆 的 上 部 的 放大 照片 
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图 10.13 在 CdO ga PARE LE KAY BT A SB 9 he DE 
(a) 在 CdO 晶体 入 上 生长 的 两 个 相 邻 的 凝聚 体 ;(b) 在 图 (a) 的 圆 形 凝 褒 体 的 左下 部 圆周 的 放大 照片 
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(d) 


Æ 10.14 在 CdO SRA E+ JE PO ERA 
(a) 在 CdO A PERI EERBARE; Cb) — TE LE RS ERE I s 
Cc) 一 个 锐角 状 的 凝聚 体 ; (d) 锐角 状 凝 聚 体 的 一 条 边 的 放大 照片 


图 10. 15 显示 了 CdO 品 体 在 气 固 相 变 时 生成 的 另外 一 类 有 序 结构 。 图 10. 15 (a) 
ERRAR; PA 10. 15(b) 是 基本 平行 的 线形 凝聚 体 ; 图 10. 15 COO 是 线形 凝聚 体 与 晶 
体 ;图 10.15(d) 是 图 (c) 右 下 部 的 线形 凝聚 体 的 放大 照片 。 可 以 看 到 ,这 些 凝 聚 体 是 由 
亚 微米 的 CdO HATES ILLIS 

图 10. 16(a) 显示 了 CdO 晶体 的 长 带 形 凝聚 体 的 扫描 电镜 照片 ,图 10. 16(b) 是 
其 中 一 段 凝聚 体 的 放大 8000 倍 的 照片 ,中 间 堆 积 着 许多 较 小 的 CdO 晶体 ,而 两 边 是 
HATE A HK AAA 

Al10.17(a) 显示 了 CdO 晶体 的 长 链 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 ,图 10. 17(b) 是 
其 中 一 段 凝聚 体 的 放大 2000 倍 的 照片 ,中 间 是 致密 的 凝聚 结构 , 两边 有 两 条 线形 凝 
聚 结构 。 从 照片 中 可 以 着 到 ,整个 长 链 形 凝 聚 体 也 是 在 CdO 晶体 艇 上 面 生 长 的 。 

图 10.18(a) 显 示 了 CdO 晶体 的 双 链 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 ,图 10. 18(b) 是 
其 中 一 段 凝 聚 体 的 放大 2000 倍 的 照片 。 可 以 发 现 , 一 条 链 宽 一 些 ,一 条 链 罕 一 些 ,每 
条 链 都 是 由 致密 的 凝聚 体 组 成 的 。 从 照片 中 可 以 看 到 ,整个 双 链 形 凝 聚 体 也 是 在 
CdO ARP SRE THE EY 

图 10. 19(a) 显示 了 CdO 晶体 的 椭圆 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 ,图 10. 19(b) 是 
其 中 一 段 凝 聚 体 的 放大 1000 倍 的 照片 。 可 以 发 现 ,椭圆 有 大 有 小 ,长 短 轴 的 尺寸 也 
不 一 样 , 但 每 一 个 椭圆 都 是 由 CdO 微 晶 凝聚 而 成 ,而 且 十 分 致密 。 从 照片 中 可 以 看 
到 ,每 个 椭圆 形 凝 聚 体 也 是 在 CdO S PRSE E TAE IS. 
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图 10.15 CdO 晶体 在 气 固 相 变 时 生成 的 有 序 结构 
(a) 带 状 凝聚 体 ;(b) 基本 平行 的 线形 凝聚 体 ;(c) 线形 凝聚 体 与 品 体 ; 
Cd) 图 (e) 右 下 部 的 线形 凝聚 体 的 放大 照片 


(b) 


图 10.16 CdO 晶体 的 长 带 形 凝 聚 体 
(a) CdO RAKMKHBR RAMA ERROR; CO. 一 段 凝 聚 体 的 放大 照片 
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quem) 


(b) 


图 10.17 CdO 晶体 的 长 链 形 凝 聚 体 
(a) CdO 晶体 的 长 链 形 凝聚 体 的 扫描 电镜 照片 ;(b) 一 段 凝 聚 体 的 放大 照片 


(b) 


图 10. 18 CdO 晶体 的 双 链 形 凝 聚 体 
(a) CdO 晶体 的 双 链 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 ; (b) 一 段 凝聚 体 的 放大 照片 


(b) 


图 10.19 CdO 晶体 的 椭圆 形 凝 聚 体 
(a) CdO 晶体 的 顶 图 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 ; (b) 一 段 凝 聚 体 的 放大 照片 
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图 10. 20(a) 显 示 了 CdO dà A BS EE DEJES BER De 05] H FB ER, E 10. 20(b) 是 
其 中 一 段 凝聚 体 的 放大 2000 倍 的 照片 。 可 以 发 现 , 这 些 圆 还 不 是 严格 的 圆 ,所 以 称 
为 准 圆 形 。 它 们 有 大 有 小 ,但 每 一 个 准 圆 都 是 由 CdO 微 晶 凝 素 而 成 ,而 且 十 分 致密 。 
从 图 10. 20(b) 中 可 以 看 到 ,每 个 准 圆 形 凝聚 体 也 是 在 CdO 晶体 得 上 面 生 长 的 ,这 两 
个 准 圆 形 凝 聚 体 大 小 很 接近 ,直径 大 约 为 30 pm, 


T Yee 2 Han; 
人 Ag 


(a) 


图 10.20 CdO dà Pk RS HEE EE R AK 
(2) CdO 晶体 的 准 圆 形 凝 聚 体 的 扫描 电镜 照片 ; (b) — BEBEREDE DLRICCHRLET 
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第 11 章 分 形 理论 的 应 用 


11.1 生物 学 


分 形 维 数 大 于 2 的 曲面 的 表面 积 在 原理 上 可 以 是 任意 大 , 肺 就 是 很 好 地 利用 这 
一 性 质 的 生物 器 官 。 解 剖 学 指出 , 肺 的 构造 是 从 气管 尖端 成 倍 地 反复 分 贫 ,使 末端 的 
表面 积 变 得 非常 之 大 。 人 肺 的 分 形 维 数 大 约 为 2. 1707787 ,此 值 与 把 空间 全 部 填 满 的 
曲线 的 维 数 D 一 3 相 比 非常 之 小 。 分 形 维 数 越 大 ,使 表面 积 变 大 的 效果 也 越 好 ,但 此 
时 曲面 的 凹凸 变 得 更 加 明显 ,气流 流通 阻力 增 大 ,所 以 2. 17 是 相互 兼顾 的 合理 数值 。 

生物 的 血管 也 是 分 形 构造 , 它 把 从 肺 表面 洲 于 血液 中 的 氧 送 到 全 身 各 个 角落 的 
细胞 中 ,进行 新 陈 代谢 。 生 物体 内 细胞 呈 三 维 分 布 ,如 果 血 管 与 所 有 细胞 直接 相连 ， 
血管 的 分 形 维 数 就 必须 是 3。 对 生物 体 来 说 ,血液 是 宝贵 的 ,生物 体 本 身 有 限 的 空间 
也 非常 宝贵 ,因此 ,血液 循环 系统 必须 把 巨大 的 表面 积压 缩 在 有 限 的 体积 之 内 。 以 人 
体 为 例 , 从 主动 脉 到 毛细 血管 ,再 到 微血管 ,形成 一 
个 巨型 网 络 , 它 们 分 支 再 分 支 , 直到 细 得 只 能 允许 
血细胞 排 成 单行 移动 。 人 体 的 众多 器 官 组 织 中 , 没 
有 一 个 细胞 与 血管 的 距离 超过 3 至 4 个 细胞 的 距 O3 
离 , 虽 然 血管 遍布 全 身 ,但 血管 与 血液 只 占 人 体 很 = 
小 的 空间 ,不 超过 5%，。 MI 
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线 上 ,并 满足 如 下 的 关系 im AZ Jum 
NG) oc r^ (11. DD. 网 11.1 蝙 晤 翅膀 的 血管 直径 分 布 


式 中 D2.3,，r 表示 血管 直径 ,N(r) 表 示 直 径 比 r 
大 的 血管 数 。 因 为 N(7) 与 比 r 大 的 血管 数 占 有 概率 PCr) 成 比例 ,所 以 根据 由 分 布 
淆 数 求 分 形 维 数 的 定义 

Poo ccr? (11. 2) 
n]An.Dae2. 3 就 是 蝙蝠 血管 直径 分 布 的 分 形 维 数 ,这 也 表明 血管 直径 分 布 具 有 分 形 
性 质 。 


除了 肺 和 血管 ,动物 体 中 还 有 不 少 器 官 具 有 分 形 构 造 , 如 脑 就 是 其 中 之 一 。 人 脑 
表面 有 各 种 不 同 大 小 的 皱纹 ,它们 是 维 数 在 2. 73 一 2.79 Zr RI ATTE UT, 

各 种 生物 体 组 织 在 不 同 的 尺度 上 都 表现 出 分 形 的 特性 ,宏观 的 器 官 显 示 出 分 形 
性 质 , 微 观 的 细胞 ,生物 大 分 子 和 基因 等 也 显示 出 分 形 元 的 特点 。 下 面 来 讨论 蛋白 质 
WERN, 

在 宇宙 天 地 万 物 之 中 ,最 奇妙 的 现象 莫 过 于 生命 。 生 命 是 蛋白 质 的 存在 形式 , 即 
和 蛋白质 是 生命 的 基础 。 如 果 没 有 各 种 和 蛋白质 的 辅助 ,那么 生命 的 新 陈 代谢 和 自我 复 
制 就 无 从 谈 起 。 正 是 由 于 蛋白质 在 后 命 过 程 中 起 着 异乎 寻常 的 作用 ,从 19 世纪 中 时 
以 来 ,人 们 对 它 的 探索 就 一 直 没 有 停止 过 。20 世纪 80 年 代 初 ,分 形 概念 的 广泛 传播 
和 不 失 时 机 地 向 大 分 子 科学 的 渗透 ,使 蛋白 质 研 究 这 个 领域 的 面貌 焕然 一 新 。 

蛋白 质 是 由 各 种 -氨基 酸 通 过 酰胺 键 联 成 的 长 链 分 子 。 这 种 长 链 称 为 肽 链 。 
链 中 相当 于 氨基 酸 的 单元 结构 称 为 残 基 。 蛋 白质 的 结构 还 有 层次 之 分 , 即 一 级 结构 、 
二 级 结构 .三 级 结构 和 四 级 结构 。 一 级 结构 指 肽 链 中 氨基 酸 的 排列 顺序 , 它 在 很 大 程 
度 上 决定 着 高 级 结构 (二 级 以 上 的 结构 ) 。 而 蛋白 质 的 构象 又 分 为 -螺旋 pIE y 
转角 和 无 规 卷曲 等 单元 ,以 及 各 种 微 区 。 此 外 ,还 有 结构 域 . 亚 单位 等 结构 单元 。 在 
蛋白 质 表 面 ,还 有 各 种 “洞穴 ”和 “缝隙 ”。 总 之 ,蛋白 质 结构 非常 复杂 ,经 典 的 数学 方 
法 对 此 显得 束手无策 ,作为 其 少 。 但 是 ,在 一 定 的 标 度 范围 内 ,蛋白 质 的 分 子 链 和 表 
面 表现 出 分 形 特征 ,这 已 经 是 可 以 肯定 的 事实 ,因此 可 以 应 用 分 形 理论 来 进行 进一步 
的 榨 索 。 

先 看 一 下 蛋白 质 分子 链 的 分 维 。 如 果 只 考虑 一 级 结构 ,那么 蛋白 质 就 是 一 条 弯 
弯曲 曲 的 曲线 。 把 一 个 高 倍 “显微镜 ”对 准 蛋 白质 链 , 适 当 改 变 放大 倍数 ,就 可 以 发 
现 , 观 察 结果 经 过 统计 处 理 后 ,基本 上 不 随 放 大 倍数 而 变化 。 换 名 话说 ,把 一 段 弯曲 
的 蛋白 质 链 适 当 “ 放 大 ”, 就 会 * 看 到 ”更 多 更 小 的 弯 弯 由 曲 。 这 是 由 于 蛋白 质 链 本 身 
的 复杂 结构 所 决定 的 。 因 此 ,看 白质 链 有 标 度 不 变性 或 称 统计 自 相似 性 。 

把 链 两 端 之 间 的 统计 距离 记 为 R, 车 残 基数 为 N, 则 有 标 度 关 系 

R oc NY? C11. 3) 
式 中 D. 为 链 分 维 。 早 在 20 世纪 50 年 代 , 著 名 美国 高 分 子 学 家 、1974 年 诺 贝 尔 化 学 
奖 获得 者 弗 洛 里 (P.J. Flory) 就 发 现 了 上 述 关系 ,并 把 1/D. 定 义 为 v, 求 得 三 维 情况 
下 v= 二 3/5。 后 来 许多 学 者 又 从 数值 模拟 和 实验 测定 等 方面 .肯定 了 式 (11. 3) 的 正确 
性 。 图 11. 2 是 肽 链 的 一 个 分 形 模 型 , 它 有 严格 的 几何 自 相 似 性 。 图 中 起 始 元 是 在 
[o,R] 区 间 上 的 线段 ,生成 元 是 覆盖 [0,R] 区 间 的 最 小 N 边 形 结 构 ( 图 右上 和 角 生 成 元 


N 一 8)。 表征 分 形 的 一 般 关系 为 9100" = RP ,这 里 r 为 自 相似 比 , 描 述 生成 元 的 


性 质 ;D 是 分 维 (一 般 称 为 相似 维 数 )。 若 所 有 r 都 相等 , 即 天 二 ~( 这 是 对 蛋白 质 中 
Ca-Ca 距离 的 一 个 很 好 近似 ,r= 二 0. 38 nm), 则 可 得 D—1n N/ln(R/r)。 分 维 可 直接 


EU 


dg AE Ao A 26 ERR CN —8,r—R/A)3K H, D=In 8/1n4—1.50, WS BWI 
化 细节 ,只 画 出 了 左边 部 分 的 变化 情况 。 


图 11.2 肽 链 的 一 个 分 形 模型 


在 模拟 计算 中 ,诞生 了 一 个 对 后 来 工作 产生 重大 影响 的 模型 , 即 自 避 行走 (se 
avoiding walk,，SAW) 模 型 。 这 个 模型 在 现代 科学 中 具有 极其 重要 的 地 位 。 但 在 说 
明 它 之 前 ,应 当先 介绍 一 下 简单 无 规 行走 (random walk). 

在 数学 上 正式 提出 无 规 行走 问题 的 是 皮尔 逊 (K. Pearson)。 他 在 1905 FRK 
在 英国 4 自然;} 周 刊 上 的 一 篇 文章 中 写 道 :“ 一 个 人 从 原点 O 开始 , 沿 某 一 直线 走出 
码 。 然 后 他 转 过 任意 角度 , 沿 另 一 直线 走出 ! 码 。 他 重复 这 一 步 又 nn 次。 我 欲求 出 
步 之 后 ,他 处 于 离开 原点 距离 7 和 (7 十 dr) 之 间 的 概率 .” 皮 尔 避 的 文章 发 表 后 , 雷 利 
(L. Rayleigh) 立 即 指出 ,他 早 在 1890 年 就 提出 了 同样 的 问题 , 即 “n 个 同 周期 但 相位 
无 规 的 振动 之 合成 ”。 

不 管 谁 是 第 一 个 提出 者 ,从 他 们 的 叙述 中 可 以 想象 ,这 种 行走 很 像 一 位 醉 汉 在 
空旷 的 广场 中 漫游 , 故 又 称 醉 汉 行走 。 在 微观 世界 中 ,这 一 现象 的 观察 可 亿 漳 至 
1827 年 。 当 时 英国 植物 学 家 布朗 发 现 ,悬浮 在 水 中 的 腾 黄 粒子 出 现 极 不 规则 的 运 
动 , 后 人 称 为 布朗 运动 。 布 朗 运动 的 轨迹 是 自 相 似 性 的 很 好 实例 。 

然而 ,真实 的 分 子 链 构象 与 简单 无 规 行走 不 同 。 由 于 形成 长 链 的 原子 在 空间 
占有 一 定 体 积 ,一 个 原子 的 已 占 空 间 不 能 同时 容纳 另 一 个 原子 ,这 叫 " 排 除 体积 ” 
效应 。 这 相当 于 行走 的 醇 汉 有 一 定 的 “记忆 ”能 力 , 曾 经 走 过 的 路 径 不 再 走 。 最 早 
认识 到 “排除 体积 ”效应 的 是 库 恩 (CW. Kuhn)。 后 来 ,; 弗 党 里 重新 深入 研究 了 这 一 
问题 ,而 数学 家 称 为 “ 自 避 无 规 行走 ”SAW)。SAW 比 简单 无 规 行走 复杂 得 多 , 迄 
今 一 些 基 本 规律 还 没有 严格 证 明 ,许多 情况 很 难得 出 解析 结果 ,因而 仍 是 数学 家 环 
手 的 课题 。 

SAW 表现 出 十 分 明显 的 空间 维 数 Cd) 的 依赖 性 ,分 维 D. 只 与 HE. (EN 
(P. G. de Gennes) f£ v— 1/D. —3/(4 9-22 , RAR SAW 问题 最 直观 的 方法 是 数值 
分 析 , 主要 是 Monte Carlo i£, 


蛋白 质 链 类 似 SAW ,但 具体 的 分 子 链 其 分 维 是 有 差异 的 。 美 国 的 科 尔 文 (J. T. 
Colvin) & E is 1$ Ri CH. J. Stapleton) 在 1985 年 报道 了 一 些 蛋 白质 的 链 分 维 。 

与 此 同时 ,一些 核酸 的 分 维 也 求 了 出 来 。 例 如 ,加 拿 大 的 盖 茨 (M. A. Gates) 
1986 年 报道 ,人 体 细胞 乳 多 孔 病 毒 强 化 因子 的 核酸 序列 D=1. 34; Epstein-Barr 病毒 
核酸 D= 1.59; X BAT SE D 二 1. 27; 有 纤毛 的 原生 生物 核 中 的 肌 动 蛋白 质 D=1.56, 
等 等 。 我 国学 者 罗 和 辽 复 等 人 发 现 , 分 维 随 着 分 子 进化 有 明显 增高 趋势 。 例 如 ,线粒体 
分 维 约 为 1.2, 病 毒 及 其 宿主 一 一 原核 和 真 核 的 分 维 为 1.4 一 1. 5, 而 哺乳 类 及 免疫 球 
蛋白 分 维 为 1.7 左右 。 这 预示 着 ,分 维 可 能 成 为 表征 生物 进化 的 一 个 有 用 指标 。 

在 研究 蛋白 质 链 分 维 时 ,还 提出 了 质量 分 维 的 概念 。 其 定义 是 ,如 果 在 半径 为 R 
的 “球体 ”内 质量 为 m, 则 有 标 度 关系 

m oc RPm (11. 4) 
通常 ,质量 分 维 D. 不 同 于 链 分 维 D. 。 原 因 在 于 两 种 方法 的 计算 原则 不 同 。 在 考虑 
链 分 维 时 ,是 把 蛋白 质 作为 拓扑 维 为 1 的 曲线 。 在 考虑 质量 分 维 时 ,是 把 蛋白 质 看 成 
拓扑 维 为 0 的 质量 堆积 体 。 但 是 ,D. 和 D 都 是 刻画 蛋白 质 链 分 形 特征 的 参数 ,这 


是 不 能 忘记 的 准则 。 表 11.1 列 出 了 蛋白 质 的 分 维 。 
表 11.1 Em SE 
和 蛋白质 链 分 维 D.| 质量 分 维 Du | 蛋白 质 链 分 维 D.| 质量 分 维 OD, 

细胞 色素 Cs 1. 69 1.90 | MSAA 1.25 2. 08 
细胞 色素 Csso 1.61 1, 83 Be BR EF BE C 1. 45 2.10 
细胞 色素 Css 1. 42 1.84 AEM T 1. 67 1. 88 
细胞 色素 Bs | 1.46 1.68 己 糖 激酶 1. 81 2. 24 
血红 蛋白 Co/B) 1. 50 1.92 磷酸 甘油 酸 激酶 1. 69 1. 96 
肌 红 蛋白 (co/B) 1.54 1.91 醇 脱 毛 酶 1. 70 2.08 
铁 氧 还 蛋白 (P) 1.301 | 186 WAKES A 1.55 | 2.08 
过 氧化 歧化 酶 1. 32 1.94 RE A 1.48 1. 97 
& ifi £T 28 F1 1.49 1. 99 a- 胰 凝 乳 和 蛋白酶 1.44 1.99 


下 面 再 来 看 蛋白 质 的 分 形 子 维 数 。1980 年 ,美国 伊利 诺 伊 大 学 的 斯 达 普 尔 顿 教 
授 等 人 ,在 一 些 含 铁 蛋 白质 的 拉 曼 电子 自 旋 弛 豫 实 验 中 ,发 现 弛 耶 时 间 户 与 温度 
T(4—15 K) 有 如 下 "异常 "关系 : 


lot (11.5) 


ty 


RP n RUA S<n<7, PW. RAE RK n —6. 32, 铁 氧 还 蛋白 n5. 68 等 。 
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这 个 奇怪 的 非 整 指数 现象 使 他 们 联想 到 分 维 。 因 为 分 形 理论 的 创始 人 Mandelbrot 
曾 说 过 ， 当 你 看 到 一 个 非 整数 指数 关系 ,就 应 想到 分 形 。 不 过 你 应 当 小 心 从 事 ”。 斯 
达 普 尔 顿 假定 
n —34-2D 

并 指出 为 “ 链 分 维 ”。 他 们 由 此 求 出 了 一 系列 蛋白 质 的 分 维 。 

但 是 ,1982 年 以 色 列 的 亚历山大 (S. Alexander) 和 美国 的 奥 巴 赫 (R. Orbach) 指 
出 ,斯 达 普 尔 顿 等 人 测定 的 D 既 不 是 链 分 维 万 . 也 不 是 质量 分 维 D, ,实际 上 是 分 形 
子 维 数 D:。 分 形 子 是 分 形 上 的 元 激发 ,是 从 研究 低频 振动 态 密 度 而 提出 的 , 它 反映 
了 分 形 的 拓扑 性 质 , 而 分 维 D. 或 D. 反映 的 是 分 形 的 几何 性 质 , 两 者 不 可 一 概 而 论 。 
分 形 子 维 数 Di 又 称 谱 维 数 ,也 常用 DD 来 表示 ,其 定义 是 


Dp d 


po? © w (11.69) 
这 里 w 为 蛋白 质 链 振动 频率 ,o(w) 是 振动 的 态 密 度 。 分 形 子 概念 的 提出 ,把 分 形 与 
动力 学 过 程 联 系 了 起 来 。 
蛋白 质 的 分 形 子 维 数 可 以 用 重 正 化 群 和 计算 机 模拟 方法 从 理论 上 加 以 计算 。 模 
拟 方法 很 多 ,具体 可 参阅 有 关 专 著 和 文献 。 值 得 庆幸 的 是 ,理论 计算 值 与 实验 结果 其 
为 吻合 。 这 不 仅 说 明了 理论 反映 了 客观 存在 ,同时 为 蛋白 质 的 分 形 研究 开辟 了 另 一 
条 路 径 。 表 11.2 列 出 了 分 形 子 维 数 与 链 分 维 。 
表 11.2 分 形 子 维 数 与 链 分 维 的 比较 
蛋白 质 D. D 蛋白 质 D. Di 
AL £T 2 H:O 细胞 色素 Cai 


细胞 色素 C 铁 氧 还 蛋白 


还 要 考虑 的 是 蛋白 质 的 表面 分 维 。 早 在 1983 年 ,以 色 列 学 者 普 菲 弗 (P. Pfeifer) 
等 人 就 提出 了 “ 介 于 2,3 之 间 的 非 整 数 维 化 学 ”的 概念 ,并 建立 了 表面 分 形 理论 的 框 
架 与 基础 。 他 们 的 学 说 ,一 举 打破 了 许多 学 者 多 年 坚持 的 “2 维 表 面 化 学 ”的 理论 , 预 
示 着 分 维 表面 科学 的 诞生 。 

蛋白 质 表面 有 各 种 “洞穴 ”“ 颖 辽 "”…… 折 皱 ” ,四 凸 不 平 “ 粗 糙 ? 不 起。 研究 发 现 ， 
它们 有 分 形 特征 ,可 用 表面 分 维 来 描述 。 不 过 ,分 维 的 测定 要 困难 和 复杂 得 多 。 一 般 
有 两 种 方法 ,一 是 根据 蛋白 质 表面 S 与 探 针 分 子 的 横 切 面积 c 之 间 的 关系 

Scc gi? Po (11.7) 
来 测定 。 这 里 S 是 指 可 及 面积 ,由 残 基 数 计算 而 得 。c 实际 上 是 变换 标 度 , 即 探测 的 
范围 。1985 4E ,刘易斯 (M. Lewis) 和 里 斯 (D. C. Rees) 用 该 方法 测定 了 溶菌 酶 .核糖 
核酸 酶 A 和 过 氧化 歧化 酶 在 0. 10—0. 35nm 标 度 范围 内 的 表面 分 维 ,得 D. ~ 2. 40, 
另 一 种 方法 是 先 测 定 边 界 分 维 Doon ;根据 曲线 平移 得 曲面 的 原理 ,可 得 表面 分 维 


D. 一 (Dn 十 1)。 这 里 的 边界 指 蛋 白质 分 子 与 溶剂 分 子 之 间 的 界面 。D 容易 计算 ， 
方法 与 测定 海岸 线 分 维 一 样 。 普 菲 弗 等 人 用 此 法 测定 了 水 痘 溶 菌 酶 、 细 胞 色素 C... 
细菌 丝氨酸 蛋白酶 A 以 及 核 蛋白 志 /Lo 在 0.15 一 2. 05 nm 标 度 范围 内 的 表面 分 维 ， 
得 值 分 别 为 2. 118, 2. 117, 2.088 和 2. 132, 

最 后 来 讨论 分 维 与 化 学 动力 学 。 分 维 究竟 有 什么 用 ? 这 是 许多 初 涉 分 形 的 人 常 
提 的 问题 。 

分 维 意义 很 深刻 ,应 用 也 很 广泛 。 不 过 ,这 只 有 亲自 涉足 分 形 的 人 才能 体会 到 。 
下 面 略 举 二 例 , 以 示 说 明 。 

科 佩 尔 曼 指出 ,对 于 基 元 反应 : 2A 一 产物 ,反应 速度 为 

— dp/dt = Kp" (11.8) 


其 中 po 为 反应 物 A 的 密度 (浓度 ) ,i 为 时 间 ,K ARR. e BUE dE dE 395] fr rp c 


行 的 , 则 级 数 zx 可 能 大 于 2, 且 与 分 形 子 维 数 D 有 如 下 关系 : zx 一 1 十 2/Di。 根 据 亚 
历 山大 - 奥 巴 赫 猜 想 .Dis*4/3. 故 工 二 2. 50。 

血红 蛋白 在 人 的 生命 过 程 中 担负 着 运输 氧气 和 二 氧化 碳 的 作用 。 人 们 很 早 就 发 
现 . 它 的 吸 氧 动力 学 行为 不 遵守 经 典 的 米 凯 利 斯 - 门 坦 (Michaelis-Menten) 方 程 ,而 
符合 希 尔 (HilD 方 程 , 且 * 反 应 级 数 "( 希 尔 系数 PET. 2.8. h TAR EK? 
历史 上 这 是 一 个 争论 不 休 的 问题 。 有 人 从 分 形 理论 角度 重新 研究 了 这 一 历史 “ 悬 
案 ”, 发 现 广 与 分 维 有 关 , 从 而 为 这 一 难题 的 获释 投下 了 一 缕 希 望 的 曙光 。 


11.2 地 球 物理 学 


关于 海岸 线 的 形状 是 分 形 并 可 用 随机 Koch 曲线 来 进行 模拟 这 一 点 ,已 是 大 家 
所 熟悉 的 了 。 下 面 来 看 一 下 河流 的 情况 。 实 际 上 河流 也 是 典型 的 分 形 构造 ,图 11. 3 
是 亚马逊 河 的 主流 及 支流 分 布 图 ,由 图 中 不 难看 出 ,河曲 和 分 枝 的 状态 不 论 从 主流 还 
是 支流 来 看 都 是 相似 的 。 在 河流 地 貌 学 ,有 个 称 之 为 Hack 法 则 的 经 验 法 则 。 即 主 
AEE L, (km) 与 到 达 此 地 点 的 流域 面积 A(km? ) 之 间 存 在 如 下 关系 式 * 


La = 1.89A^* (11. 9) 
A 的 指数 不 是 0. 5 就 证 明 主流 是 分 形 曲线 。 上 式 又 可 写 为 
AN? oc Li? (11. 10) 


根据 由 测度 关系 求 维 数 的 方法 可 知 , 河 的 主流 的 分 形 维 数 为 1. 2。 日 本 名 古 屋 大 学 
分 形 研究 会 存 对 日 本 和 地界 各 条 河流 进行 研究 后 得 出 结论 ,河流 的 主流 的 分 形 维 数 
ig 1.1—1.3 ZE, 

主流 的 分 形 维 数 求 出 以 后 ,再 来 看 包括 支流 在 内 的 整 条 河流 的 维 数 为 多 大 。 对 
亚马逊 河 的 分 布 (图 11. 3) 采 用 Sandbox 法 ,用 间隔 为 7 的 格子 把 平面 分 割 成 边 长 为 
r 的 小 正方 形 , 数 出 至 少 包 含 一 个 点 的 正方 形 的 个 数 N(7), 画 出 7 与 N(r) 的 双 对 数 


(HNW) 


SY 


图 ,如 图 11.4 所 示 。 图 中 各 点 大 致 排列 在 一 条 直线 上 ,表明 NOS r 的 关系 满足 

N(r) or? (11.11) 
直线 的 斜率 即 为 其 分 形 维 数 口 , 测 得 DD 约 为 1.85。 对 沙漠 中 的 尼罗河 ,用 同样 方法 
求 得 分 形 维 数 大 约 为 1.4。 这 两 个 不 同 的 维 数值 定量 地 表明 ,多 十 地 区 的 河 ( 如 亚 马 
逊 河 ) 支 流 多 ,少雨 地 区 的 河 ( 如 尼罗河 ) 支 流 少 。 
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图 11.3 亚马逊 河 的 分 布 图 图 11.4 AKESE SS N(r) 与 


7 的 双 对 数 坐 标 图 


再 假定 ,有 一 常年 接连 不 断 下 十 的 地 方 , 在 这 里 将 会 形成 什么 样 的 河 呢 ? 降落 在 
地 面 上 任意 点 的 雨水 ,如 果 不 立 即 被 河 运 走 , 雨 水 就 会 积存 下 来 而 保 不 住 平 稳 的 状 
态 。 也 就 是 说 ,任意 一 点 必须 直接 与 河 连接 。 因 此 在 这 种 情况 下 , 河 就 成 为 把 地 图 全 
部 蒙 上 的 形状 , 即 分 形 维 数 应 为 2 的 那 种 形状 ,也 就 是 充满 整个 二 维 平面 的 河 
片 汪洋 。 

从 河水 流量 的 时 间 变 化 也 可 发 现 分 形 特性 。 从 尼罗河 一 年 最 低 水 位 变动 的 资料 
推定 的 分 形 维 数 大 约 为 D— 1. 155 。 因 考虑 河 的 流量 与 降水 量 成 比例 ,那么 从 流量 
的 时 间 变 化 是 分 形 来 看 ,是 否 意味 着 气候 变化 也 是 分 形 呢 ? 这 是 一 个 很 有 意义 的 研 
究 领 域 ,有 待人 们 去 探索 。 英 国 物理 学 家 Hurst 经 六 十 余年 在 埃及 对 尼罗河 进行 水 
文 测量 工作 ,发 现 水 量变 化 与 传统 水 位 统计 有 偏差 。 长 期 经 验 使 他 发 现 , 尼 罗 河 流域 
的 干旱 不 是 传统 的 水 文 统计 所 设想 的 那样 是 一 种 随机 现象 ,而 是 干旱 越久 ,就 可 能 持 
续 干 旱 。 这 一 发 现 的 意义 为 Mandelbrot 充分 肖 定 ,并 称 为 赫 斯 特 现象 。 

Mandelbrot 等 人 还 对 赫 斯 特 现象 作 了 理论 证 明 , 确 认 他 所 创立 的 “ 自 相似 ”模型 
可 以 应 用 于 水 文 现象 的 研究 ,并 将 水 文 过 程 两 种 特有 现象 称 为 Noah 效应 和 Joseph 
效应 。Noah 效应 意味 着 不 连续 性 , 即 极端 的 降水 可 能 确实 是 非常 极端 的 ;Joseph 效 
应 意味 着 持续 性 , 即 强 弱 降 水 的 时 间 可 能 持续 得 相当 长 。 他 们 证 明 Joseph 效应 就 是 


赫 斯 特 现象 的 表现 ,诸如 降水 .温度 .树木 年 轮 .冰川 纹 泥 以 及 地 震 频 率 .太阳 黑子 A 
流 的 流向 等 一 系列 地 球 物理 现象 ,都 符合 苗 斯 特 现象 ***” 引 。 资 料 表 明 , 河 湖水 位 的 
平均 赫 斯 特 指数 为 0.72 ,平均 分 维 D=1. 28; 而 降水 的 平均 赫 斯 特 指数 为 0. 68 ,平均 
分 维 D=1. 32 ,它们 都 与 Koch 曲线 的 分 维 (D 二 1. 26) 很 接近 。 这 些 研究 工作 表明 ， 
自然 现象 也 具有 长 程 相关 性 。 

地 震 的 预测 预报 是 个 古老 而 至 今 尚 未 解决 的 大 难题 。 关 于 地 震 的 震级 与 发 生 频 
率 , 有 一 个 称 为 古 登 堡 -里 希 特 (B. Gutentberg-C. F. Richter) 公 式 的 经 验 法 则 。 根 据 
这 一 法 则 ,地 震 震 级 M 与 发 生 比 M 还 大 的 地 震 的 次 数 NCM) 之 间 , 有 下 列 关 系 

log N(M) oc— 6M (11. 12) 
上 式 简 称 G-R 公式 , 式 中 的 统计 参数 5 就是“ 地震 5 值 ", b~ 1, EAKR, RR M 
变 小 一 级 ,发 生地 震 的 次 数 大 约 增加 10 倍 。 在 日 本 ，M 之 6 的 地 震 每 年 大 约 发 生 7 
K, Mz5 的 地 震 为 70 次 /年 ，M 之 4 的 地 震 为 700 次 /年 。 太 小 的 地 震 虽 然 观 测 不 
到 ,但 根据 以 上 关系 式 , 若 把 M>1 的 地 震 进 行 平 均 , 则 每 分 钟 约 发 生 1 次 。 

众所周知 ,震级 与 地 震 释 放出 来 的 应 变 能 的 对 数 成 比例 。 在 式 (11. 12) 中 ,车 用 
地 震 能 量 E 代替 震级 M ,可 得 下 面 的 每 分 布 式 : 

NCE) oc E ^?" (11.13) 
因 能 量 不 是 具有 长 度 测度 的 量 , 所 以 不 能 称 此 指数 20/3. 为 分 形 维 数 ,但 此 式 却 暗示 
着 地 震 现象 与 分 形 具 有 密切 的 关系 ”1 。 

分 形 理论 已 经 应 用 于 地 震 研 究 的 领域 ,人 们 正在 研究 地 震 的 能 量 分 维 、 时 空 分 
维 、 地 震 断 层 的 分 维 、 地 震 前 兆 的 分 维 等 课题 "* 78, 下面 先 来 讨论 地 震 A. X 
式 (11.12) 可 以 写成 如 下 形式 

log N = a — bM (11. 14) 
再 引 人 和 人 近代 地 震 学 家 古 登 堡 等 人 给 出 的 关于 地 震波 的 能 量 E 与 震级 M 之 间 的 关 
系 式 

log E = a+ BM (11. 15) 
MOE 以 “焦耳 ?为 单位 时 ,一 般 取 xc 一 4.5,p8 一 1.5。 

如 果 将 地 震 的 能 量 视 为 标 度 ,显然 地 震 能 量 的 容量 维 数 D. — 0/1. 5. Aki 和 
King 等 分 别 在 1981 年 和 1983 年 由 一 定 的 前 提 条 件 推导 出 地 层 断 层 长 度 的 自 相似 
分 维 D,=26GE: Æ 11.1 PP D. 代表 链 分 维 ,D. 代表 表面 分 维 )。 由 此 可 见 , 地 震 2 
值 与 分 维 之 间 有 着 极其 密切 的 联系 。 多 年 来 ,地 震 工 作者 对 地 震 5 值 进行 过 大 量 比 
较 深 入 的 研究 ,大 致 可 以 归纳 为 以 下 几 个 方面 : 

CD 地 震 5 值 的 普 适 性 。 研究 资料 表明 ,G-R 公式 几乎 能 适用 于 全 世界 的 任何 
一 个 地 区 ,而 地 震 5 值 所 反映 的 自 相 似 性 跨越 了 很 宽 的 尺度 ,其 无 标 度 区 的 上 限 可 到 
7 级 以 上 ,下 限 估计 有 可 能 在 0 级 以 下 ,其 能 量 跨越 了 10 个 数量 级 。 

(2) 地 震 5 值 的 差异 性 。 人 们 早 就 发 现 , 不 同 地 区 的 地 震 5 值 是 不 同 的 ,大 体 说 
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和 里 希 特 早 在 1949 年 就 将 全 世界 分 为 51 个 地 区 ,逐个 地 研究 了 它们 的 5 值 。 不同 
成 因 类 型 的 地 震 , 其 6b 值 也 有 差异 。 至 少 有 一 种 类 型 的 火山 地 震 , 其 b 值 就 特别 大 。 
尤其 重要 的 是 ,同一 地 区 的 2 值 随 时 间 有 变化 ,一 般 说 来 ,前 震 的 2 值 比 余震 为 小 ,对 
这 一 问题 和 的 深入 研究 在 地 震 预 报 上 获得 了 重要 的 应 用 。 

地 震 活 动 总 是 有 起 伏 的 , 马 宗 普 等 在 1982 年 论证 了 中 国内 地 的 强 震 活动 存在 
10 年 左右 尺度 的 “地 震 幕 ”的 交替 。 洪 时 中 等 在 1988 年 发 现 ,不 同 地 震 幕 的 5b 值 有 
显著 差别 ,地 震 活 跃 幕 的 5 值 比 平静 幕 低 , 这 是 时 间 尺 度 更 长 的 一 种 5 值 随时 间 的 
变化 。 

(3) 地 震 5 值 的 物理 意义 。 茂 木 清 夫 、Shoclz 等 人 在 岩石 破裂 实验 的 基础 上 提 
出 了 5 和 值 物理 意义 的 唯 象 理论 ,指出 5 值 不 仅仅 是 一 个 统计 分 析 参 数 , 它 实际 上 反映 
了 介质 所 承受 的 应 力 大 小 和 接近 强度 极限 的 程度 ,有 着 重要 的 物理 意义 。 地 震 观 测 、 
岩石 破裂 实验 和 理论 研究 , 越 来 越 证 明了 这 一 论点 的 正确 。 

(4) 地 震 65 值 的 应 用 。 人 们 发 现 , 在 大 地 震 发 生前 ,中 小 地 震 的 5 值 往往 有 比较 
明显 的 变化 。 这 种 变化 对 于 地 震 预 报 有 很 重要 的 意义 。 图 绕 着 5 值 在 地 震 预 报 中 的 
应 用 ,人 们 作 了 大 量 的 研究 ,探讨 了 4 值 的 物理 意义 ,并 对 0 值 计算 的 资料 选取 、 计 算 
方法 .影响 计算 结果 的 各 种 因素 .计算 误差 .统计 检验 、 预 报效 果 等 进行 了 系统 的 研 
究 , 提 出 了 用 计算 机 进行 5 值 时 空 扫描 的 方法 。 我 国 国家 地 震 局 在 “地 震 预 报 方法 实 
用 化 ”攻关 研究 中 ,已 将 5b 值 列 为 规范 性 的 必要 项 目 之 一 , 编 出 了 可 操作 性 极 强 的 程 
式 指 南 。 

再 来 看 地 震 的 时 空 分 维 。 如 果 把 每 次 地 震 看 作 一 个 “点 事件 ”, 则 好 震 在 时 间 轴 
上 的 投影 就 和 Cantor 集合 有 些 类 似 , 这 就 启发 人 们 研究 地 震 时 间 分 布 的 分 维 。 同 
E ,地 震 在 地 球 表面 的 投影 ( 即 震中 分 布 ) 与 天 帘 上 星罗棋布 的 星星 一 样 ,也 类 似 于 某 
种 分 形 ,也 可 以 研究 它们 空间 分 布 的 分 维 。 

目前 ,测算 地 震 时 间 分 维 多 采 用 * 标 度 变换 法 ”, 即 选取 一 时 间 尺 度 s, 将 整个 时 
间 区 间 划 分 为 若干 个 时 段 ,统计 其 有 震 ( 指 起 始 震级 M, 以 上 的 地 震 ) 时 段 数 N COD, 
然后 改变 e 的 大 小 ,再 统计 一 个 新 的 N CO ,依次 类 推 , 由 一 系列 的 s 值 及 其 相应 的 
N (e) 值 ,在 双 对 数 坐标 上 画 出 log e-log NC Al. E 11.5 是 几 种 情况 下 log e-log Ne) 
示意 图 ,实际 地 震 的 分 布 往往 介 于 泊 松 (Poisson) 分 布 与 随机 Cantor 集合 之 间 。 

由 于 在 有 限 地 区 .有 限时 间 范 围 内 ,地 震 个 数 是 有 限 的 ,因而 在 s 足够 小 时 ,每 个 
时 段 最 多 只 有 一 次 地 震 , 这 时 ,即使 6。 取得 更 小 ,N (se) 也 不 会 改变 , 且 N GO nOn JS 
地 震 总 次 数 ) ,出 现 “ 地 震 个 数 饱 和 ”, 这 一 段 曲线 的 斜率 为 0; 而 在 e 足够 大 时 ,每 一 
个 时 段 都 至 少 有 一 次 地 震 , 所 有 的 时 段 都 是 有 震 时 段 ,N GO SN CN 为 时 段 总 数 ) , 曲 
线 的 斜率 为 1; 可 称 为 “时段 饱和 ”。 在 这 两 个 饱和 段 之 间 ,log e-log N(e) 线 性 关系 好 
的 一 段 , 就 是 “无 标 度 区 ”, 其 斜率 在 (0,1) 间 ,就 是 地 震 的 时 间 分 维 Do. 
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图 11.5 JL fé UL P 89 In e-In N(e) 示 意图 
Ca) 等 间距 分 布 ; CO») 泊 松 分 布 ; (c) 随机 Cantor BA; (d) 实 际 地 震 分 布 


测算 地 震 的 空间 分 维 的 方法 也 与 此 类 似 , 只 不 过 这 里 划分 的 不 是 1 维 的 时 有 段 ,而 
是 二 维 的 小 方 络 ( 不 考虑 地 球 球面 的 影响 和 震源 深度 )。 

我 国 已 经 有 一 些 地 震 工 作者 对 地 震 的 时 空 分 维 进行 了 研究 ,他 们 发 现 , 在 大 地 震 
发 生前 ,中 小 地 震 的 时 间 分 维和 空间 分 维 都 比较 低 , 而 大 地 震 后 余震 的 时 、 空 分 维 都 
比较 高 。 

不 过 ,问题 并 非 如 此 简单 。 实 践 证 明 , 在 很 多 情况 下 ,上 述 “ 无 标 度 区 ”内 log e- 
log N(e) 的 关系 往往 并 不 是 一 段 直线 ,而 是 一 条 向 上 是 的 曲线 。 换 句 话 说 ,此 时 的 分 
维 D, 不 再 是 一 个 常数 ,而 是 标 度 e 的 图 数 Do Ce). 

高 安 秀 树 (1986 年 ) 提 出 了 “广义 分 维 ” 的 概念 ,名 将 分 维 D 扩展 为 标 度 e WM 
a De) 
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看 来 ,需要 引入 广义 分 维 来 研究 地 震 的 时 间 分 布 。 有 关 广 义 分 维 请 参看 12. 1 节 。 

对 于 地 震 的 时 间 分 维 , 洪 时 中 等 研究 了 几 种 极端 情况 : 

(1) 等 间距 分 布 。 此 时 上 述 的 “时 段 饱 和 有 段 ” 与 “地 震 饱 和 段 ”将 连接 在 一 起 ,无 
标 度 区 的 宽度 为 0, 不 存在 自 相 似 性 。 

(2) 有 跟 的 随机 康 托 尔 集合 。 在 这 种 情况 下 ,地震 的 时 间 分 布 在 一 定 层次 内 有 
严格 的 自 相 似 性 ,是 一 种 多 层次 钳 套 的 成 丛 分 布 。 若 地 震 的 总 次 数 为 n, 各 层次 的 相 
似 比 为 +, 每 一 层次 内 有 震 时 段 数 为 N, M D= ln N/in r, REAK K= 
INT[1nz/1n Nj( 此 处 INT ARB eg 380 ,无 标 度 区 宽度 W 二 *。 在 无 标 度 区 内 ， 
log e-log N(e) 为 一 条 直线 。 
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(3) 泊 松 (Poisson) 分 布 。 在 排除 余震 和 震 群 的 影响 后 , 泊 松 分 布 可 作为 地 震 分 
布 的 初级 近似 。 这 时 ,地 震 时 间 分 布 的 广义 分 维 Du Ce) = 1—Aee “/(1 一 e。“), 这 时 ， 
loge-log NC = — i LAW HA. 
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震 分 布 对 泊 松 分 布 的 偏离 ,以 及 这 种 偏离 对 广义 分 维 值 的 影响 ,也 许 是 值得 探索 的 一 
个 方向 。 

下 面 看 一 下 断层 的 分 维 与 岩石 破裂 模式 。 绝 大 多 数 的 地 震 属 于 构造 地 震 , 而 构 
造 地 震 则 是 断层 活动 的 产物 。 地 球 表 面 的 各 种 断裂 ,从 规模 巨大 的 断裂 带 直至 岩石 
中 的 微 裂纹 ,本 身 就 存在 某 种 自 相 似 性 。Mandelbrot 等 关于 金属 断裂 面 分 维 的 研究 
(1984 年 ) 指 出 ,金属 断口 的 分 维 可 以 作为 其 材料 力学 性 能 的 特征 参 最。 从 某 种 意义 
上 说 ,断层 就 是 岩石 的 断口 ,研究 断层 的 分 维 白 然 也 是 十 分 重要 的 。 

目前 所 能 做 到 的 ,只 是 对 地 表 断 层 分 维 的 研究 。 测 算 地 表 断 层 分 维 的 方法 通常 
有 三 种 : 

(1) 尺度 法 (rule method) 。 将 地 表 的 断层 当 作 2 维 平面 中 的 一 条 复杂 折线 , 然 
后 用 不 同 的 尺度 从 头 到 尾 反复 量 它 的 长 度 , 就 像 用 不 同 张 距 的 两 脚 规 量 海岸 线 的 长 
度 一 样 ,由 一 系列 的 尺度 和 相应 的 读数 , 即 可 求 出 其 分 维 。 这 种 方法 原则 上 只 适用 于 
单条 断层 。 

(2) 覆盖 法 (method of covering fault) 。 用 不 同 半 径 的 圆 覆盖 整个 断层 ,由 一 系 
列 的 半径 和 相应 的 最 小 圆圈 数 , 亦 可 求 出 其 分 维 。 这 种 方法 可 用 于 断层 有 分 支 或 有 
多 条 断层 的 情况 ,如 图 11.6 所 示 。 图 中 相互 平行 而 又 略为 错开 的 两 段 直 线 表示 断层 
《如 图 11. 6(a) 所 示 ) ,用 几 种 不 同 半径 > 的 圆 来 覆盖 断层 ( 见 图 11. 6(b) 一 (d))， 分 别 
统计 覆盖 所 需 圆 的 最 少 个 数 NCr) ,由 loge 5 log N(r) 的 关系 , 即 可 用 最 小 二 乘法 求 
出 其 分 维 D. 


(a) (b) 
QOOOOOO 
COOOOOGO 
(c) (d) 
图 11.6 Fi SE DECR RE UE HE LEE 


(3) 长 度 - 频 度 法 。 在 有 许多 大 小 断层 的 情况 下 ,分 别 测 出 每 一 条 断层 的 长 度 ， 
统计 不 同 长 度 档次 内 断层 的 条 数 ,可 以 求 出 其 总 体 的 分 维 。 这 种 方法 可 以 广泛 地 用 


于 区 域 性 研究 。 

采用 上 述 这 些 方法 对 断层 分 维 进行 研究 是 从 1987 年 对 圣 安 德 列 斯 (San 
Andress) 断 层 的 研究 开始 的 ,仅仅 两 年 的 时 间 , 我 国 地 震 工 作者 已 经 应 用 这 些 方法 
分 别 对 关中 大 地 震 的 断层 ,海原 大 地 震 的 断层 、 鲜 水 河 断 裂 带 .红河 断裂 带 以 及 演 西 
北 地 区 等 进行 了 研究 ,取得 了 可 喜 的 进展 。 

不 过 ,这 方面 的 工作 似乎 尚未 达到 在 地 震 区 划 中 实用 化 的 程度 。 主 要 的 原因 在 
于 目前 地 质 资料 尚 不 能 充分 满足 分 维 测算 的 需要 。 更 何况 ,与 地 震 直 接 有 关 的 并 不 
是 所 有 的 断层 ,而 只 是 那些 直至 最 近 的 地 质 时 期 乃至 现今 仍然 在 活动 的 活 断 层 
(active fault), 

分 形 理论 在 地 震 科 学 中 的 男 一 个 应 用 方向 是 研究 岩石 破裂 的 过 程 。 有 趣 的 是 ， 
自然 界 中 许 许多 多 与 破碎 有 关 的 现象 ,都 具有 很 好 的 自 相 似 性 。 

这 些 年 来 应 用 重 正 化 群 方 法 研究 岩石 破裂 已 经 取得 了 一 些 成 果 。 假 定 岩 石 由 许 
多 小 立方 体 所 组 成 ,每 一 个 立方 体 破碎 的 概率 为 PL. 则 碎 块 分 布 的 分 维 D — 
log(8P.)/log 2, 即 分 维 与 尺度 无 关 , 仅 仅 与 单元 立方 体 的 破裂 概率 P. 有 关 , 证 明了 
破碎 过 程 就 是 分 形 形 成 的 过 程 。 

同时 ,还 研究 了 两 种 破裂 模式 : 坚固 单元 柱 体 模式 (Pillar of strength model) 和 
软弱 面 模式 (Weakness model) 。 在 坚固 单元 柱 体 模式 中 ,临界 概率 P.—0. 896 ,分 维 
D=2. 84; 在 软弱 面 模式 中 ,临界 概率 P.—0. 490,474 D—1. 97。 无 论 在 哪 种 情况 
下 ,单位 立方 体 的 破裂 概率 如 果 小 于 临界 概率 P. ,破裂 都 不 会 发 展 ,不 致 引起 整体 的 
破裂 ;一 旦 超过 了 临界 概率 ,就 会 发 生 突变 ,导致 整体 的 突然 破裂 。 这 些 模式 还 说 明 
了 ,分 维 是 破裂 方式 的 灵敏 量度 。 无 疑 , 这 些 研 究 对 于 震源 物理 是 很 有 意义 的 。 

再 讨论 有 关 地 震 前 兆 的 分 维 与 新 的 地 震 预 报 观 。 强 烈 地 震 发 生前 ,在 震源 周转 
一 定 范围 内 ,会 出 现 一 系列 物理 的 .化 学 的 变化 ,也 就 是 说 ,地 震 是 有 前 兆 的 ,这 已 为 
大 量 的 震 例 所 证 实 。 为 了 对 破坏 性 地 震 进 行 预测 ,地 震 工 作者 对 地 表 形 变 、 断 层 位 
称 、 地 下 水 、 地 电 、 地 磁 、 重 力 、 地 球 化 学 等 进行 了 广泛 的 观测 ,这 就 是 地 震 前 焰 观测 。 

地 震 前 兆 观 测 所 得 到 的 资料 既 可 能 包含 着 地 震 信 息 , 又 有 大 量 干扰 成 分 ,对 它们 
进行 分 析 是 一 件 相当 复杂 的 事 。 对 地 震 前 兆 资料 进行 数据 处 理 的 传统 方法 是 数字 滤 
iE , 既 用 一 定 的 数学 方法 提取 某 一 频段 的 成 分 ,研究 它们 与 地 震 的 关系 。 

分 形 理 论 的 发 展 给 了 我 们 另外 一 种 启示 。 对 于 一 条 复杂 曲线 来 说 ,如 果 其 局 部 
的 复杂 性 与 整体 的 复杂 性 相当 , 它 就 是 一 种 分 形 , 就 可 以 测算 其 分 维 。 仅 仅 从 直观 上 
看 ,至 少 有 一 部 分 前 兆 观 测 曲线 与 分 形 曲线 是 很 相似 的 ,似乎 可 以 计算 它们 的 分 维 。 
从 数据 处 理 的 角度 来 看 ,分 维 反 映 了 不 同 频段 之 间 的 某 种 关系 , 它 与 数字 滤波 等 传统 
方法 有 着 本 质 上 的 不 同 。 国 外 已 经 发 现 ,正常 人 与 精神 病 患者 脑 电 波 的 分 维 有 明显 
差异 。 那 么 ,分 维 能 否 成 为 诊断 地 球 的 “ 瘤 症 ”一 一 地 震 的 一 种 指标 呢 ? XF 5 (8G. 
经 有 了 肯定 的 结果 ,对 于 其 他 前 兆 观 测 项 目 ,似乎 也 值得 一 试 。 
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了 计算 , 求 出 它们 的 关联 维 数 均 在 2.1 一 2.5。 这 至 少 说 明 ,前 兆 观测 资料 也 是 可 以 
测算 出 分 维 的 ,在 这 方面 的 研究 似 大 有 可 为 。 

对 于 地 震 预 报 , 分 维 不 仅仅 是 一 种 方法 .一 种 指标 ,更 重要 的 是 ,分 形 理论 与 当代 
其 他 那些 关于 非 线性 复杂 现象 的 学 科 一 起 ,使 人 们 对 于 地 震 和 地 震 预 报 有 了 新 的 认 
YR ,形成 了 新 的 地 震 预报 观 一 一 有 物理 基础 的 概率 性 地 震 预 报 。 

多 年 来 ,地 震 活动 在 时 间 域 和 空间 域 的 活动 行为 一 直 被 定性 地 措 述 ,从 而 难以 分 
辨 大 震 前 、 后 的 动力 学 行为 。 非 线性 动力 学 理论 告诉 人 们 ,即使 简单 系统 也 可 以 表现 
出 难以 置信 的 复杂 行为 ,特别 是 可 以 定量 刻画 它 的 复杂 行为 与 结构 。 众 所 周知 ,大 震 
前 后 地 震 活动 的 时 空 分 布 结构 明显 不 同 , 大 震 前 ,其 活动 的 分 布 较为 分 散 , 结 构 稀 朴 ; 
主 震 后 ,其 分 布 密度 加 大 和 密集 。 虽 然 ,这 种 特征 受 控 于 介质 条 件 和 观测 精度 ,然而 ， 
一 旦 区 域 和 震级 限 确 定 , 便 可 得 到 某 一 层次 上 的 分 布 结构 。 不 管 震级 限 选 得 多 么 小 ， 
统计 自 相 似 结 构 也 不 可 能 布 满 整 个 时 间 流 ,而 只 会 在 更 小 的 时 间 尺 度 上 留 下 各 种 层 
次 的 空隙 ,但 可 能 包括 许多 更 小 的 时 间 层 次 。 应 用 经 典 分 形 方 法 ,得 到 海 城 .唐山 和 
松潘 三 大 地 震 的 容量 维 , 均 发 现 主 震 前 有 一 个 明显 的 降 维 过 程 ,而 在 空间 域 的 研究 中 
得 到 同样 结果 。 特 别 是 在 信息 维 研究 中 ,也 得 到 有 一 个 稳定 的 下 降 过 程 , 当 信息 维 达 
到 极 小 值 后 , 转 而 上 升 , 直 至 大 震 发 生 。 对 唐山 地 震 来 说 ,从 最 低 点 到 大 震 发 生 时 间 
约 半 年 左右 ,变化 幅度 为 0.2; 海 城 地 震 的 最 低 点 距 大 震 发 生 时 间 一 年 左右 ,变化 幅 
度 为 0.4。 特 别 值 得 注意 的 是 ,在 对 岩石 模拟 实验 中 得 到 非常 类 似 的 结果 。 声 发 射 
活动 与 天 然 地 震 活 动 符合 得 很 好 。 这 的 确 说 明 ,大 地 震 前 地 震 活动 的 规律 确实 是 从 
EFENA. 

当然 ,问题 并 非 如 此 简单 。 对 于 地 震 问 题 的 复杂 性 ,很 可 能 单 重 分 形 并 不 一 定 能 
完全 刻画 它 的 复杂 人 性, 因此; 人 们 提出 应 用 多 重 分 形 探讨 地 震 的 复杂 性 。 
Hirabayashi 等 人 研究 了 加 利 福 尼 亚 . 日 本 和 希腊 等 地 区 的 地 震 活动 的 多 重 分 形 特 
征 。 通 过 计算 q 次 得 出 的 信息 量 维 数 D,-d 曲线 表明 ,地震 是 多 分 形 的 ,他 们 发 现 日 
本 的 地 震 是 最 不 均匀 的 ,但 加 利 福 尼 亚 的 地 震 的 非 均 匀 程 度 在 几 个 地 区 中 却 是 最 低 
的 。 而 D,-g 曲线 在 每 一 个 地 区 都 显示 出 明显 不 同 的 两 种 类 型 : 缓 变 型 与 陡 变 型 。 
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瀚海 和 唐山 地 震 活 动 的 多 重 分 形 特征 ,他 们 发 现 大 震 孕 育 的 不 同 阶段 ,多 重 分 维 谱 
f(a)-a 曲线 具有 不 同 的 形态 。 一 般 大 震 前 ,f(a)-a 曲线 的 左 端 值 显 著 下 降 , f(a)-a 
曲线 的 顶点 是 右 偏 的 。 他 们 认为 端点 值 的 急剧 下 跌 可 能 是 一 种 很 有 预报 意义 的 前 兆 
现象 。 这 些 都 是 很 有 意义 的 工作 。 

在 分 维 测算 中 ,“ 无 标 度 区 ”的 客观 判定 与 检验 是 分 形 的 应 用 研究 中 不 可 回避 的 
关键 问题 之 一 。 首 先 ,对 于 实际 的 自然 现象 而 言 , 应 当 如 何 判断 它 是 否 真正 是 分 形 


( 即 是 否 存 在 “无 标 度 区 ”) ,似乎 至 今 仍然 缺乏 一 种 公认 的 客观 判定 标准 和 判定 方法 ; 
其 次 ,在 很 多 情况 下 ,所 测算 的 分 维 值 高 度 依赖 于 所 选取 的 “无 标 度 区 ”的 范围 ,往往 
只 要 所 选 的 “无 标 度 区 ” 略 有 变化 , 求 出 的 分 维 值 就 可 能 出 现 比 较 显著 的 差异 。 

目前 ,国内 外 学 者 在 判定 和 选取 “无 标 度 区 ”时 , 常 采用 下 述 几 个 方法 : 人 工 判定 
法 、 相 关系 数 检验 法 .强化 系数 法 、 拟 合 误差 法 、 分 维 值 误 差 法 、 总 体 拟 合 法 等 。 洪 时 
中 等 认为 ,上 述 各 种 方法 都 是 建立 在 双 对 数 坐 标 系 上 的 ,由 于 对 数 函 数 的 压缩 特性 ， 
削弱 了 “无 标 度 区 ”与 其 他 区 间 的 差别 。 如 果 去 掉 对 数 ,还 原 为 自 相似 图 像 的 “ 自 相 似 
比 ”, 同 时 引入 “统计 诊断 ”的 思想 ,对 实际 数据 进行 检验 ,就 可 能 避免 上 述 几 个 方法 的 
缺点 。 在 这 个 思路 下 ,他 们 提出 了 一 种 新 的 客观 确定 分 形 * 无 标 度 区 ”的 方法 -一 自 
相似 比 法 。 用 这 种 方法 求 出 的 “无 标 度 区 ”范围 合理 ,能 成 功 地 区 别 统计 分 形 与 完全 
随机 的 图 像 ,是 一 种 比较 理想 的 方法 !229 。 

总 而 言 之 ,虽然 目前 尚 不 能 用 非 线 性 微分 自 洽 方程 定量 描述 地 震 活 动 的 时 、 空 、 
强 变化 ,但 是 地 震 孕 育 过 程 的 复杂 机 理 还 是 可 以 用 非 线性 动力 学 探索 的 。 特 别 是 如 
何 从 测 震 学 的 实际 资料 中 提取 地 震 时 间 序 列 中 或 多 或 少 地 隐藏 着 的 与 未 来 大 地 震 发 
生 有 关 的 信息 ,或 从 中 找到 可 能 理 藏 着 参与 未 来 系统 突变 的 痕迹 ! 如 何 应 用 分 形 和 
混沌 理论 定量 描述 地 震 活动 的 时 空 复 杂 性 ,寻找 大 地 震 发 生 的 临界 行为 等 一 直 是 人 
们 探索 地 震 预 测 行为 的 主攻 方向 。 近 年 来 ,人 们 在 地 球 物理 学 和 地 震 学 获得 的 较 重 
要 的 结果 及 应 用 分 形 和 混沌 理论 对 地 球 科学 的 深化 认识 等 ,增强 了 人 们 应 用 非 线性 
科学 探索 地 球 科学 的 信心 。 尽 管 目前 地 球 物理 学 家 还 不 能 预测 地 震 的 发 生 ,也 不 其 
了 解 其 具体 的 演化 过 程 ,但 是 ,他 们 正在 探索 这 一 切 。 


11.3 物理 学 和 化 学 


分 形 研究 在 物理 学 和 化 学 的 各 个 领域 都 得 到 了 很 大 的 进展 ,在 结晶 、 相 变 、 电 解 、 
薄膜 沉积 、 粘 性 指 延 .电介质 击 穿 等 条 件 下 的 分 形 生长 现象 ,以 及 化 学 振荡 \ 浓 度 花纹 
和 化 学 波 等 现象 已 在 前 面 几 童 介绍 过 了 ,下 面 再 讨论 一 些 其 他 方面 应 用 的 例子 。 

1, BS 

辛 厚 文 等 研究 了 分 形 结构 对 超 导 临 界 温度 的 影响 *”。 分 形 结 构 是 具有 标 度 不 
变性 的 自 相 似 结构 。1982 ^F. Alexander 和 Orbach 进一步 研究 了 分 形 结 构 振 动态 的 
性 质 , 提出 了 分 形 子 概念 : 分 形 子 是 分 形 结构 上 的 振动 元 激发 ”1。1987 年 ， 
Buttiner 和 Blamen 首次 提出 : 用 分 形 结构 上 的 分 形 子 取代 周期 结构 上 的 声 子 ,仍然 
可 以 在 电 声 作用 的 基础 上 解释 高 T. 的 超 导 电 性 [2 。1988 年 ,Chakrabarti 和 Ray 
具体 地 估算 了 对 于 相同 组 分 的 超导体 ,分 形 结构 的 工 .和 周期 结构 的 T. 的 比值 随 着 
欧 氏 空间 维 数 d 和 Debye 频率 而 变化 的 函数 关系 , 即 


T = (drop) (11.17) 
从 所 得 函数 关系 中 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 对 于 相同 组 分 的 超导体 ,分 形 结构 上 的 临 
界 温 度 T 比 周期 结构 上 的 临界 温度 T. 高 5 。 但 是 他 们 假定 分 形 结构 上 的 电子 一 
分 形 子 相互 作用 a'(w) 与 周期 结构 上 的 电子 一 声 子 相互 作用 a(w) 是 相同 的 ,并 且 是 
与 频率 无 关 的 常数 。 显 然 , 这 种 假设 是 太 粗 料 了 。 辛 厚 文 等 进一步 考虑 了 a (o0 5j 
aw ^ Tal ,而且 还 考虑 了 与 频率 相关 的 情况 下 ,分形 结构 对 超 导 临 界 温度 的 影响 。 
他 们 得 到 了 两 个 新 的 结果 s 

(1) 分 形 结构 工 与 周期 结构 T. 之 比 随 着 分 形 结构 的 分 形 维 数 dj 而 变化 的 函 
PKA. HM 

E = f(d,) 01.18) 

(2) 分 形 结构 TUS TELS T. Z ERSE RAERD EER o 与 周期 结 

T4 Ha BAK o 之 比 而 变化 的 标 度 关 系 , 即 


T p* 
mJ 
T. oc 6 (11.19) 


其 中 ,一 3. 66, 
另外 ,他 们 经 进一步 分 析 后 ,提出 如 下 的 观点 : 

“(1) 分 形 结构 上 的 振动 元 激发 是 分 形 子 。 理 论 和 实验 都 已 证 明 , 分形 子 的 
Debye 频率 ob 比 声 子 的 Debye 频率 wo 高 。 另 外 ,由 于 分 形 子 属于 强 局 域 态 , 故 电 
子 一 分 形 子 的 看 合 常数 * 大 于 电子 一 声 子 看 合 常数 4。 这 两 种 因素 导致 分 形 结构 的 
临界 温度 TT 高 于 周期 结构 的 临界 温度 T.. 

(2) 对 于 非 晶 超导体 的 研究 早 在 1955 年 就 开始 进行 了 ,大 量 的 实验 结果 表明 : 
对 于 非 晶 简单 金属 及 合金 , 超 导 临 界 温度 绝 大 多 数 都 比 对 应 的 唱 态 金属 及 合金 的 要 
高 。 特 别 使 人 感 兴 趣 的 是 在 非 唱 Bi 中 观察 到 超 导 电 性 (T.*6 到 ), 而 唱 态 Bi 都 是 非 
超 导 的 。 研 究 结果 再 次 表明 : 分 形 结构 可 能 是 非 晶 超导体 的 一 种 结构 模型 ,显然 这 
是 解释 非 晶 超导体 临界 温度 比 对 应 晶 态 超 导 临 界 温度 高 的 一 种 新 的 尝试 。 事 实 上 ， 
自从 1987 年 发 现 YBasCusO1-_; 高 温 氧 化 物 超 导 以 来 ,以 分 形 结构 作为 一 种 模型 , 研 
究 高 温 超导体 的 结构 和 物理 不 均匀 性 对 超 导 电 性 的 影响 ,已 为 人 们 所 重视 ,在 研究 高 
温 超 导体 的 超 导 机 理 方面 也 发 挥 着 不 可 忽视 的 作用 。 

(3) 在 分 形 结构 上 电子 一 分 形 子 相互 作用 不 但 影响 超 导 临 界 温度 ,而 且 也 应 影 
响 正 常态 的 电阻 率 ,因此 ,正常 态 电 嚼 率 的 变化 与 超 导 临 界 温度 的 变化 应 存在 一 定 的 
关联 。 这 种 具有 标 度 形式 的 关联 已 经 得 到 。 原 则 上 ,利用 这 个 关系 式 , 可 以 通过 了 > 
T. 时 分 形 结构 上 电阻 率 o 和 相应 周期 结构 电阻 率 p 的 实验 测定 ,确定 分 形 结构 上 超 
导 临 界 温度 TIL ,这 对 于 深入 研究 超导体 中 的 分 形 结构 是 有 用 的 。 

2. 固体 表面 

像 地球 表 面 一 样 ,人 们 发 现 大 多 数 固 体 表 面 也 具有 分 形 特 性 ,75%% 以 上 的 各 种 固 


体 表 面 在 数 埃 至 数 百 埃 左 右 的 范围 内 为 分 形 结构 。 一 个 似乎 很 平滑 的 表面 ,经 放大 
后 观察 却 是 一 个 分 形 的 表面 。 采 用 下 述 巧 妙 的 实验 ,就 可 证 实 这 一 点 5 。 首 先 , 使 
已 知 直 径 的 球状 分 子 吸附 在 物体 表面 ,然后 测定 吸附 分 子 克 分 子 数 。 因 分 子 是 一 层 
覆盖 在 物体 表面 上 的 ,所 以 它 的 克 分 子 数 可 看 作 N(r)ocr-? 中 的 NC(r)。 采 用 不 同 大 
小 的 分 子 反 复 进 行 这 样 的 试验 ,最 后 就 可 得 出 NCr) 和 r 的 关系 来 ,实际 上 就 是 用 球 
状 分 子 代替 尺子 来 测定 固体 的 表面 积 。 图 11. 7 是 硅胶 表面 吸附 不 同 大 小 的 醇 分 子 
和 和 氮 分 子 后 得 到 的 研究 结果 ,图 的 纵 轴 为 被 吸附 分 子 的 分 子 量 对 数值 。 各 点 都 很 好 
地 落 在 双 对 数 图 的 直线 上 ,从 而 证 实 硅胶 表面 为 分 形 构造 。 由 图 中 直线 的 斜率 得 到 
的 分 形 维 数 为 2. 97 士 0.02。 经 过 对 不 同 物质 表面 的 研究 发 现 , 分 形 维 数 的 分 布 范围 
很 宽 , 从 接近 3 的 值 到 接近 2 的 值 这 样 一 个 范围 里 。 物 体 表面 虽然 普遍 都 有 分 形 构 
造 , 但 不 同 物质 的 分 形 维 数 差别 极 大 ,不 能 期 望 有 普遍 性 的 值 。 
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图 11.7 硅胶 表面 吸附 的 分 子 的 截面 与 分 子 量 的 关系 


固体 表面 的 这 种 凹凸 ,在 化 学 反应 中 有 很 大 的 影响 ,因为 化 学 反应 就 发 生 在 表面 
上 ,所 以 如 果 分 形 维 数 较 高 的 话 , 只 需 少 量 的 体积 就 能 得 到 很 大 的 表面 积 ,因而 提高 
反应 效率 。 作 为 脱 自 剂 的 活性 类 和 干燥 剂 的 硅胶 就 是 最 好 的 例子 。 两 者 表面 的 分 形 
维 数 几乎 都 是 3, 能 吸附 有 气味 的 分 子 和 水 分 子 的 表面 积 都 非常 大 ,因此 这 些 物质 即 
使 量 不 多 ,也 能 发 挥 很 好 的 效果 。 

3. 高 分 子 

分 子 量 在 10000 以 上 的 分 子 叫 高 分 子 , 它 是 由 大 量 ( 约 10 —10! 个 ) 简 单 分 子 结 
构 通 过 化 学 聚合 反应 合成 起 来 的 ,如 线性 高 分 子 聚 乙烯 (CH2)n, 其 中 NN 称 为 聚合 
度 。 高 分 子 可 分 为 两 大 类 : 一 类 是 线 型 高 分 子 , 另 一 类 是 支 化 高 分 子 。 下 面 仅 讨论 
线 型 高 分 子 链 的 形态 结构 。X 光 衍 射 分 析 指 出 它 有 复杂 的 立体 构造 , 链 状 高 分 子 不 
是 笔直 地 排列 ,而 是 像 许 多 线 纠结 在 一 起 的 那 种 构造 。 

在 链 状 化 合 物 中 ,与 官能 团 直 接 结合 的 碳 叫 做 a Kh X 光 衍 射 分 析 可 以 确定 磋 
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的 位 置 。 以 某 a- 碳 为 起 点 依次 去 找 高 分 子 链 , 并 把 从 起 点 算 起 在 距离 大 于 r 以 前 所 
遇 到 的 a- 碳 的 个 数 记 为 NCr)。N(r) 如 果 为 7 B3 iE Jl 4.1 节 所 指出 的 ,其 帘 的 指 
数 即 为 分 形 维 数 。 实 际 测定 结果 表明 ,在 许多 高 分 子 中 , N(r) 是 7 HH. KREME 
的 高 分 子 分 形 维 数 ,对 肌 红 蛋白 为 1. 66 土 0.04, 对 ce 血红 蛋白 为 1. 64 士 0.03, 其 值 一 
般 多 为 1.6 左右 i*”，。 作 为 对 比 , 对 完全 是 随机 地 混乱 的 线 的 构造 ,可 用 自 避 免 随 
机 行走 模型 去 模拟 , 它 的 分 形 维 数 为 1. 67。 由 此 可 知 , 高 分 子 链 几 乎 也 都 是 随机 地 
混乱 排列 的 。 

高 分 子 具 有 分 形 构造 这 一 事实 ,不仅 对 分 形 理论 有 重要 意义 ,而 且 对 其 拉 曼 散射 
特性 的 阐明 也 有 重要 意义 。 拉 曼 散 射 与 把 分 子 看 作 弹 簧 集合 体 时 的 固有 振动 频谱 有 
直接 关系 ,如 果 弹 簧 集合 体 为 分 形 构造 ,固有 振动 频谱 一 般 都 与 分 形 维 数 有 关 。 若 把 
高 分 子 的 分 形 维 数 设 为 D, 拉 曼 弛 移 过 程 的 依赖 性 为 T 2 代为 绝对 温度 ) ,这 一 结 
论 在 实验 和 理论 上 都 得 到 了 证 实 。 

高 分 子 之 所 以 具有 分 形 构 造 , 是 由 于 单个 高 分 子 只 能 存在 于 溶液 中 ,开始 时 溶液 
处 于 相当 高 的 温度 下 ,一 旦 温度 下 降 ,就 会 产生 所 谓 的 线 团 (coil globule) 凝 聚 体 转 
移 , 高 分 子 突然 凝 固 , 于 是 成 为 球状 的 三 维 构造 。 最 早 人 们 用 无 规 行走 模型 来 模拟 柔 
软 的 线性 高 分 子 链 。 将 高 分 子 链 上 的 一 个 链 节 看 成 为 无 规 行走 中 的 一 个 步 长 ,并 把 
它 记 为 5。 根据 无 规 行走 理论 ,对 于 一 个 聚合 度 为 N 的 高 分 子 链 , 它 的 均 方 末端 距 
(GU?) 5 N 的 关系 为 


(RI) = Nb 或 N ~ (R*) (11. 20) 
所 谓 末 端 距 是 指 高 分 子 链 的 第 一 个 链 节 与 最 后 一 个 链 节 之 加 的 距离 。 一 般 把 
《R?) 看 成 是 高 分 子 线 团 的 特征 距离 ,而 N 是 高 分 子 的 总 链 节 数 且 正比 于 高 分 子 的 总 
质量 。 上 述 公式 是 在 三 维 空间 中 推导 出 来 的 ,但 是 式 中 并 没有 牵涉 到 高 分 子 链 所 处 
的 空间 维 数 , 所 以 这 个 公式 适用 于 一 维 、 二 维 、 三 维 或 更 高 维 中 的 无 规 行 走 ( 无 规 飞 
行 )。 将 分 形 理 论 中 M~R? 的 定义 与 无 规 行走 中 NN 一 4R') 作 一 对 比 ,立即 可 以 得 到 
无 规 行走 (布朗 运动 ) 的 分 形 维 数 DD 二 2。 但 是 高 分 子 链 是 一 个 占据 着 一 定 体积 的 可 
触摸 的 实体 , 链 节 与 链 节 之 间 是 不 可 能 自行 相交 的 。 因 此 必须 考虑 它们 之 间 存 在 着 
体 排斥 作用 。 可 以 想象 这 种 体 排斥 相互 作用 所 带 来 的 后 果 必 然 使 高 分 子 链 的 体积 膨 
胀 。 由 于 单个 高 分 子 只 能 存在 于 溶液 中 ,所 以 这 种 膨胀 称 为 溶 胀 。 溶 胀 后 的 高 分 子 
线 团 需要 用 一 种 新 的 模型 来 描述 ,这 种 模型 即 自 避 无 规 行走 (self-avoid walk) 模 型 ， 
简称 为 SAW 模型 。Flory 利用 平均 场 理论 来 处 理 SAW 模型 的 问题 ,并 得 到 了 在 三 
维 空间 中 均 方 末 端 距 (R2: (或 回转 半径 R, GN 的 关系 式 ) 为 
(Rè) ~ Rio N” ~ Ne (11.21) 
式 中 的 分 数 指 数 v= 3/5 使 人 有 点 感到 意外 ,但 是 ,对 高 分 子 溶液 进行 的 中 子 散 射 和 
激光 散射 实验 却 有 力 地 支持 了 Flory 的 结果 。 在 1969 年 , Fisher 把 推导 改 成 平均 场 
形式 ,同时 利用 统计 力学 的 分 析 得 到 指数 y 与 空间 维 数 4 之 间 的 一 个 关系 式 : 


yc T (di) 
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(11. 22) 


(d = 4) 


y = 


上 式 表明 .SAW 对 空间 维 数 具 有 很 大 的 依赖 性 ,而 且 随 着 维 数 的 增加 , 自 避 无 规 行 
走 的 限制 作用 逐渐 减少 。 当 4 —3 时 ,正好 是 Flory 所 给 出 的 结果 。 而 当 d= 二 4 时 ， 
J 一方 ,这 与 无 规 行 走 的 结果 相 一 致 。 由 此 可 见 ,四 维 空间 是 体 排斥 作用 的 上 临界 维 
数 , 在 四 维 及 四 维 以 上 的 空间 内 ,高 分 子 链 节 在 运动 时 有 足够 多 的 自由 度 可 供 选择 ， 
所 以 链 节 与 链 节 间 相 交 概 率 很 小 。 这 就 是 式 (11. 22) 的 物理 意义 。 在 实际 的 三 维 空 
间 内 ,Flory 的 v 二 3/5 分 数 指数 反映 了 高 聚 物 是 一 个 典型 的 分 形体 ,其 分 形 维 数 
DH 

=l dt2z 
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1. 66 (11. 23) 


这 个 结果 告诉 我 们 ,有 限制 的 自 避 无 规 行走 要 比 无 限制 的 无 规 行走 驯服 , 它 在 形状 上 
的 不 规则 性 要 小 一 些 。 所 以 ,高 分 子 链 在 空间 中 的 形状 是 介 于 线 与 平面 之 间 ,同时 高 
分 子 线 团 在 结构 上 具有 很 好 的 自 相似 性 。 

总 之 ,Flory-Fisher 理论 给 出 了 一 类 高 聚 物 形态 结构 的 普遍 规律 , 它 适 用 于 描述 
柔性 高 分 子 链 在 稀 溶液 中 的 行为 。 这 个 理论 对 于 高 分 子 形态 研究 起 了 很 大 的 推动 
fg gem em, 


11.4 天 文学 


本 节 讨 论 行星 和 宇宙 范围 的 复杂 性 及 发 展 变 化 .“ 复 杂 性 ”这 一 概念 是 很 难 定义 
的 , 它 的 定义 是 它 所 提出 的 问题 的 总 体 。 从 本 书 涉及 到 的 各 学 科 的 大 量 的 例子 可 以 
看 到 ,复杂 过 程 的 本 质 特 征 之 一 是 能 够 实现 不 同 动态 之 间 的 转变 , 换 句 话说 ,复杂 性 
同 这 样 一 类 系统 有 关 , 在 这 些 系统 里 ,进化 在 观察 到 的 过 程 中 发 挥 重要 的 作用 。 

这 类 系统 到 底 有 多 普遍 ? 长 期 以 来 人 们 一 直 认 为 ,世界 是 一 部 润滑 良好 的 机 器 ， 
以 同样 的 不 可 改变 的 精确 度 工 作 着 ,可 以 由 它 追 湖 到 人 们 能 够 想象 的 任何 遥远 的 过 
去 ,也 可 以 预见 任何 遥远 的 未 来 。 但 在 今天 ,这 种 观点 难以 维持 了 。19 世纪 达尔 文 
的 生物 进化 论 和 20 世纪 50 年 代 以 来 地 球 物 理学 和 宇宙 学 的 研究 结果 指出 ,只 要 向 
周围 环境 随便 看 看 ,无 论 何 处 都 可 以 发 现 , 过 去 的 遗迹 (这 不 仅仅 是 化 石 ) 正 积极 地 创 
造 尚未 到 来 的 历史 。 如 我 们 所 知 ,今天 的 地 球 大 气 层 是 这 个 行星 上 生物 发 展 的 结果 ， 
而 生物 本 身 是 长 期 进化 的 结果 ,在 这 个 进化 过 程 中 ,出 现 生命 之 前 的 化 学 作用 直接 受 
KA 40 亿 年 前 地 球 上 主要 条 件 的 影响 。 格 陵 兰 和 南极 的 冰川 ,各 大 洲 的 位 置 ,大 洋 
底 , 以 及 地 球 气 候 , 都 经 历 了 以 一 系列 大 范围 的 转变 为 特点 的 长 期 演化 。 而 且 , 宇 宙 
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作为 一 个 整体 正在 持续 演化 ,而 且 微 波 辐射 (与 2.7 K 黑体 辐射 有 关 ) 已 被 天 文学 家 
证 明 是 存在 原始 大 爆炸 的 无 可 辩驳 的 痕迹 ,这 次 大 约 200 亿 年 前 的 大 爆炸 创造 了 
地 球 。 

自 1960 年 以 来 , 越 来 越 多 的 观察 表明 ,地 球 气 候 很 可 能 正在 发 生 非 常 显著 的 实 
质 性 变化 。 在 20 世纪 初 人 们 已 经 熟悉 的 六 十 年 异常 稳定 的 好 天 气 之 后 ,这 种 变化 使 
科学 家 和 广大 公众 都 感到 惊讶 和 忧虑 。 人 们 第 一 次 认识 了 这 个 行星 气候 系统 的 整体 
特性 ,相信 了 他 们 自己 的 活动 也 会 影响 这 个 庞大 气候 机 器 的 运转 。 

科学 家 采用 同位 素 技 术 分 析 有 机 物 遗 体 的 成 分 ,提供 了 关于 古代 气温 的 直接 信 
息 。 从 这 些 有 价值 的 资料 中 人 们 了 人 解 到 ,过 去 两 三 亿 年 里 的 主要 气候 条 件 同 现在 极 
不 相同 。 除 第 四 纪 ( 我 们 的 时 代 , 开 始 于 大 约 200 万 年 前 ) 以 外 ,在 这 个 时 期 里 各 大 陆 
根本 没有 冰 ,海平 面 比 今天 高 大 约 80 m。 气 候 特别 温和 ,赤道 地 区 (25~30C) 和 两 
HK Hi DX (8 — 10°C ) 的 温差 相对 地 说 要 小 得 多 。 

到 了 第 三 纪 , 大 约 4000 万 年 以 前 ,赤道 和 两 极 的 温差 开始 增 大 。 于 是 ,在 相对 较 
短 的 10 万 年 里 ,新 西 兰 南部 的 海洋 温度 下 降 了 好 几 度 。 南 极 气候 大 约 在 这 时 开始 生 
成 , 它 减 弱 了 高 低 纬 度 间 的 热 交 换 , 并 使 为 此 “ 陷 ? 在 这 一 区 域 的 海水 进一步 降温 。 在 
这 里 ,我 们 又 一 次 看 到 了 反馈 机 制 的 作用 。 

在 第 四 纪 初 期 ,这 种 温差 对 于 大 陆 冰 川 得 以 形成 和 保持 是 十 分 重要 的 。 在 北 半 
球 发 生 了 呈 间 欣 状 的 一 系列 冰川 作用 ,有 时 把 冰川 推 到 了 中 纬度 地 区 。 这 些 气 候 事 
FERAL 10 万 年 为 一 轮 的 平均 周期 性 ,在 这 上 面 已 经 晋 加 了 相当 可 观 的 噪声 任 
意 性 ( 见 图 11.8). 
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图 11.8 从 深海 同位 素 记 录 锥 导出 的 过 去 40 万 年 里 大 陆 冰 体积 的 

整体 变化 (图 中 时 间 从 现在 算 起 ,以 10° 年 为 单位 ) 


北半球 冰川 的 最 后 一 次 挺进 在 大 约 1 8000 年 前 达到 顶点 , 它 的 残余 部 分 至 今 仍 
与 我 们 同 在 。 今 天 大 陆 冰川 的 数量 大 约 为 3000 万 km (限于 南极 和 格陵兰 ) ,而 那 时 
这 些 地 方 覆盖 着 7000 万 一 8000 万 km? 冰川 ,此 外 ,北美 和 北欧 还 有 许多 。 因 为 巨大 
数量 的 水 聚集 成 为 冰川 ,使 海平 面 比 今天 低 120 m。 后 来 大 部 分 冰 融 化 了 , 才 确 定 了 
现在 我 们 所 知道 的 海岸 线 和 大 多 数 其 他 地 形 特点 。 


大 陆 冰 帽 的 最 后 踪迹 ( 除 格陵兰 和 南极 ) 在 大 约 7000 年 前 消失 了 , 随 之 而 来 的 是 
最 佳 气候 期 。 即 使 在 今天 年 降雨 量 仅 为 5 mm 的 撒哈拉 沙漠 的 中 心 , 当 年 也 有 恒定 
的 河流 和 先进 的 农业 ,表明 年 降雨 量 为 300 mm 至 400 mm。 在 那 以 后 的 大 约 3000 
年 里 整个 地 球 逐 渐变 凉 。 不 过 ,这 一 基本 趋势 被 许多 次 百年 左右 的 波动 所 间断 ,每 次 
使 气温 回升 1 人 左右 。 大 家 所 熟知 的 一 个 例子 是 公元 800 一 1200 年 ,在 这 期 间 北 欧 
海盗 发 现 了 格陵兰 ( 意 即 绿色 的 土地 ) 和 北美 洲 。 但 在 公元 1550 一 1700 年 间 ,发 现 了 
相反 的 倾向 小 冰川 时 期 ”使 欧洲 和 北美 食物 短缺 并 造成 多 次 大 灾害 。 现 在 我 们 可 
以 明白 ,为 什么 20 世纪 前 半 段 的 气候 表现 出 的 不 是 地 球 气 候 长 期 以 来 典型 的 不 稳定 
特性 ,而 是 反常 的 稳定 。 

A 20 世纪 70 年 代 中 期 以 来 ,气候 发 生 逆 转 。 一 个 例子 就 是 反常 的 严寒 袭击 了 
北美 洲 东 部 并 同时 在 这 个 洲 的 西部 造成 长 期 的 旱灾 。 看 来 这 种 现象 与 大 气 环流 减弱 
甚至 “停滞 ”有关 。 例 如 ,作为 其 反映 ,出 现 了 喷射 气流 向 南 ( 在 美洲 大 陆 东 部 ) 和 向 北 
(在 美洲 大 陆 西 部 ) 的 大 规模 移动 。 

由 上 上 面 的 叙述 已 经 看 到 气候 系统 具有 复杂 转变 现象 的 漫长 历史 ,下 面 来 分 析 一 
些 可 能 与 这 种 复杂 过 程 起 源 有 关 的 因素 。 控 制 地 球 气候 的 首要 因素 是 太阳 人 射 能 
量 , 大 们 将 在 大 气 层 顶 部 垂直 于 光线 的 方向 上 单位 时 间 内 单位 面积 所 接受 的 太阳 能 
量 称 为 太阳 能 常数 Q。 天 文 计 算 表 明 ,太阳 发 光度 (正如 被 称 为 主 系 列 的 其 他 星体 的 
发 光度 一 样 ) 随 时 间 的 推移 而 增强 。 几 亿 年 前 的 Q 值 比 今 天 的 Q 值 要 低 百 分 之 几 。 
现在 这 个 时 期 气候 非常 温和 ,并 没有 发 生 冰 川 作 用 。 

气候 系统 还 受到 第 二 种 外 界 作 用 的 影响 , 即 地 球 轨道 的 变化 。 天 文 计算 表明 ,由 
于 太阳 系 其 他 星体 的 扰动 作用 ,造成 了 地 球 轨 道 的 三 大 变化 。 首 先 : 地 球 的 旋转 轴 像 
陀螺 一 样 进 动 ,所 以 其 转轴 上 指 的 方向 呈 圆 周 变化 。 第 二 ,地 球 转轴 与 太阳 方向 之 间 
的 倾角 (通常 为 23.5") 是 不 断 变化 的 。 第 三 ,地 球 轨 道 的 偏心 率 也 是 变化 的 。 上 述 
作用 的 特征 周期 分 别 为 22000 年 ,41000 年 和 10 万 年 。 按 理论 判断 ,前 两 项 作用 改 
变 各 个 季节 的 太阳能 分 配 ,而 第 兰 项 则 影响 地 球 吸 收 的 年 平均 太阳 能 。 在 各 种 情况 
下 ,这些 变 化 影响 都 很 小 。 不 过 ,冰川 循环 作用 的 主 周期 就 是 由 它们 决定 的 。 内 部 动 
力 机 制 通 过 放大 微弱 的 外 界 影响 再 次 发 挥 异乎 寻常 的 重大 作用 ,就 这 样 触发 了 巨大 
的 气候 变化 。 


下 面 举 一 个 这 类 放大 机 制 的 例子 ,来 看 反射 过 程 与 冰 帽 之 间 的 相互 关系 。 大 家 


知道 水 的 反射 性 能 很 强 , 即 反射 率 很 高 。 假 设 由 于 某 个 无 须 指明 原因 的 扰动 ,一 个 冰 
帽 向 赤道 稍微 扩展 了 一 点 。 因 为 这 使 整体 的 反射 率 提 高 ,被 地 面 吸收 的 能 量 将 减少 ， 
所 以 将 使 系统 进一步 降温 。 结 果 受 到 扰动 的 冰 帆 将 再 向 赤道 扩展 ,同时 使 温度 进 一 
步 降低 。 这 就 是 与 化 学 自 催化 作用 非常 相似 的 负 反 馈 回路 ,但 请 注意 ,这 仅仅 是 气候 
系统 中 发 生 的 众多 复杂 相互 作用 中 的 一 个 。 

还 应 看 到 ,在 赤道 地 区 地 面 吸收 了 大 部 分 太阳 能 ,而 在 两 极地 区 接收 的 较 少 能 量 
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中 又 有 大 部 分 被 反射 回 空 中 。 通 过 这 种 途径 .赤道 和 两 极 之 间 的 子午 温度 梯度 得 以 
形成 ,并 由 于 阳光 的 继续 人 射 而 得 以 保持 。 这 表明 气候 系统 保持 在 远离 热力 学 平衡 
态 的 位 置 上 。 应 该 指出 的 是 , 非 平 衡 态 .反馈 .转变 现象 .进化 等 这 些 在 其 他 研究 领域 
中 出 现 的 复杂 行为 的 成 分 ,在 行星 和 宇宙 i 的 范围 内 同样 发 挥 作用 。 

下 面 讨论 宇 宙 中 星 的 空间 分 布 以 及 月 坑 和 小 行星 的 直 和 从 分布"!。 从 理论 上 推 
导 , 字 宙 在 初期 是 非常 小 和 高 温 高 密度 的 ,这 从 3 K 的 背景 辐射 等 实验 事实 也 得 到 了 
证 实 。 因 巨大 爆炸 (big bang) 而 开始 膨胀 ,经 过 约 150 亿 年 ,宇宙 才 呈 现 出 现在 这 个 
样子 。 

星 在 宇宙 空间 分 布 不 全 一 样 。 从 银河 成 形 或 形成 银河 系 也 可 看 出 , 它 好 像 具 有 
成 团 分 布 的 倾向 。 根 据 观 测 确 认 ,银河 空间 分 布 的 相关 函数 服从 于 过 法 则 。 由 此 所 
估计 的 分 形 维 数 约 为 1.2。 因 考虑 空间 是 3 维 ,1.2 这 一 数字 实在 太 小 了 。 但 又 考虑 
宇宙 到 处 是 缝隙 ,而 且 泽 在 夜空 的 星星 也 是 稀 稀 啦 啦 , 所 以 这 样 想 似乎 并 不 觉得 有 什 
么 不 自然 (如 果 星 分 布 的 分 形 维 数 是 2 以 上 ,夜空 理应 全 被 星星 覆盖 才 对 ) 。 

最 近 因 对 大 爆炸 后 的 宇宙 密度 的 看 法 发 生动 播 ,银河 系 的 空间 分 布 又 成 了 话题 。 
银河 系 是 由 数 十 万 至 数 千 个 银河 聚集 而 成 ,其 大 小 虽 为 2000 万 光 年 左右 ,但 最 近 发 
现 银河 系 都 好 像 是 细 长 线 状 或 薄 面 状 峰 集 构造 。 同 时 还 发 现 数 个 几乎 没有 银河 、 大 
小 约 数 亿 光 年 的 空洞 ,一 般 称 它 为 空洞 (void)。 从 银河 这 种 分 布 的 事实 来 看 ,银河 分 
布 是 1.2 维 的 分 形 这 一 主张 可 以 说 得 到 了 证 实 , 不 过 现在 还 没有 能 满意 解释 这 一 宇 
宙 构 造 的 理论 。 

天 文学 家 发 现 , 宇 宙 中 许 许 多 多 的 星球 表面 上 都 是 坑坑洼洼 的 , 布 满 了 大 量 不 同 
直径 的 坑 。 其 形成 原因 是 由 于 这 些 星球 受到 的 星 或 宇宙 中 不 同 尺 度 的 飞行 物 的 撞击 
而 形成 的 。1994 年 7 H 16 日 至 22 日 之 间 ,木星 同 苏 梅 克 - 列 维 9 号 在 星相 撞 就 是 一 
个 最 好 的 例证 。 地 球 也 不 例外 ,地 球 表 面 也 有 许多 
HE. 1E1908 年 ,一 颗 体 积 比 苏 梅 克 - 列 维 替 星 小 待 
多 的 彗星 ,进入 了 地 球 大 气 层 ,并 在 西 们 利 亚 上 空 爆 
炸 , 其 影响 与 氢弹 爆炸 极为 相似 。 月 球 表面 也 布 满 
了 大 大 小 小 的 坑 , 关 于 月 坑 的 直径 分 布 问题 ,现在 来 
看 看 有 关 它 的 实际 资料 。 图 11. 9 BAAR 
海 ” 的 月 坑 数 N(r) 和 直径 7 的 关系 图 ,在 10 万 km 
的 区 域 里 ,月 坑 直 径 在 1 km 至 100 km 之 间 ,存在 下 
列 关系 
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Jagen 其 中 ,因为 NCO UR EK T rh A i i, 

i 以 根据 前 面 几 章 的 讨论 ,可 把 D~2.0 看 作为 月 
图 11.9 月 坑 的 直径 分 布 。 坑 直 径 分 布 的 分 形 维 数 。D:2.0 这 一 数值 ,不 仅 
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这 一 点 已 得 到 确认 ,质量 100kg LA E BS CK Bote 2 f f SC HR A el s DU] E COS 
Dz2. 3。 比 这 小 的 陨石 ,在 进入 大 气 层 时 大 都 被 烧毁 ,不 符合 究 分 布 。 

另外 ,已 知 木星 和 火星 轨道 之 间 的 许多 小 行星 的 分 布 同样 也 是 这 种 情况 。 据 推 
测 ,小 行星 中 以 直径 约 1000km 的 谷 神 星 为 最 大 ,其 他 仅 绝对 等 级 20 以 上 的 就 有 
7 万 个 。 从 这 类 等 级 的 分 布 来 看 ,也 是 像 式 (11. 24) 那 样 的 震 的 关系 ,其 维 数 为 
D2. 1, 

由 上 可 知 , 月 坑 的 直径 分 布 (以 及 作为 月 坑 成 因 的 陨石 和 小 行星 的 大 小 分 布 ) 是 
维 数 为 2( 或 近似 为 2) 的 分 形 分 布 。 这 些 都 有 实验 结果 可 以 证 明 , 以 高 速 子弹 打 入 岩 
石 时 所 形成 的 碎片 的 大 小 分 布 就 是 很 好 的 例子 ,这 时 岩石 碎片 的 大 小 分 布 也 是 分 形 ， 
其 维 数 为 D2.0。 如 果 认 为 陨石 和 小 行星 沽 某 一 大 小 集团 被 破碎 时 的 碎片 ,一切 就 
应 得 到 统一 和 解释。 破碎 时 产 持 碎片 服从 考分 布 这 一 点 在 工程 学 领域 里 有 研究 ,但 像 
小 行星 这 样 大 的 碎片 竟 同 样 也 可 用 此 公式 解释 , 却 是 非常 有 趣 的 。 

与 分 形 虽 无 直接 联系 ,但 关系 到 月 坑 成 因 的 一 个 有 趣 的 经 验 法 则 是 ,陨石 与 地 面 
碰撞 所 形成 的 陨石 坑 的 直径 > 与 陨石 降落 速度 之 闻 存 在 下 述 关系 : 直径 7 与 降落 速 
度 w** 成 正比 。 为 使 陨石 动能 (与 v^ 成 正比 ) 的 一 部 分 转换 成 形成 陨石 坑 以 外 的 能 
量 , 才 出 现 了 这 种 非 整 数 的 宪 。 对 此 尚未 作出 理论 上 的 解释 。 


11.5 材料 科学 


远离 平衡 条 件 下 的 非 线性 动力 学 的 进展 正在 与 日 俱 增 地 施展 其 冲击 力 的 领域 之 
一 ,是 材料 科学 。 材 料 科学 的 研究 领域 很 广 , 包 括 薄膜 材料 、 金 属 及 合金 材料 、 陶 瓷 材 
料 .复合 材料 .电子 材料 高 分 子 材料 等 。 新 材料 的 合成 是 新 技术 发 展 的 一 个 起 决定 
作用 的 因素 。 人 们 发 现 , 在 很 多 情况 下 ,材料 的 生长 是 被 一 些 在 远离 热平衡 条 件 下 进 
行 的 过 程控 制 着 的 。 

例如 ,在 晶体 生长 及 合金 凝固 期 间 有 晶 核 存在 的 液 相 中 进行 的 输 运 现象 ,对 析出 
固 相 的 结构 和 性 能 有 着 深刻 的 影响 。 在 很 多 与 非 平衡 约束 下 的 流体 有 关 问 题 中 ,对 
流 起 着 控制 的 作用 ,因为 它 影响 着 流体 和 国 相交 界面 处 的 温度 和 组 成 。 而 流体 对 流 
运动 本 身 又 决定 于 外 部 条 件 (强制 对 流 ) 及 内 部 条 件 ( 自 然 对 流 ) 之 间 的 竞争 。 后 者 是 
由 浓度 或 温度 差 引起 的 ,但 是 也 可 由 表面 张力 诱发 。 因 此 ,晶体 的 生成 和 凝固 为 看 合 
过 程 , 隐 含 着 质量 及 热量 的 传递 .流体 的 流动 .化 学 反应 和 相 转 变 。 在 一 定 条 件 下 对 
流 可 变 得 紊乱 ,这 种 混沌 的 性 能 会 诱发 温度 和 浓度 的 不 规则 变化 ,结果 就 导致 了 品 体 
结构 的 缺陷 。 
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在 这 些 现象 中 , 液 固 界面 性 质 当然 具有 根本 的 重要 性 。 在 晶体 生长 过 程 中 ,发 现 
在 固 液 间 存 在 着 一 个 性 质 和 熔融 体 与 晶体 过 然 不 同 的 均 相 ,这 是 该 领域 内 不 平衡 的 
明证 。 对 线 度 实际 上 比 品格 为 大 的 这 个 均 相 层 进行 光 散 射 研究 表明 , 热 扩散 系数 的 
数量 级 为 10 “cm/s, 与 纯 水 的 特征 值 10 ° em! /s 不 同 。 换 言 之 , 热 扰 动 被 豪 减 到 
了 没有 多 大 影响 的 程度 ,这 样 一 种 性 质 提醒 人 们 ,整个 均 相 层 实际 上 处 于 类 似 于 接近 
分 支点 的 那 种 临界 状态 。 据 推测 ,这 种 转变 是 以 通过 界面 处 的 热流 为 媒介 进行 的 ,该 
热流 则 产生 于 结晶 前 沿 的 向 前 推进 ,这 样 就 在 一 个 薄 层 中 保持 了 一 种 实际 上 是 非 平 
衡 的 物质 相 ( 也 称 为 * 中 介 相 ”)。 

另 一 类 非 平 衡 现象 产生 于 强力 的 激光 或 粒子 (电子 .中 子 或 离子 ) 的 辐射 ,这 使 得 
有 可 能 在 非常 短 的 时 间 间 隔 中 把 大 量 的 能 量 注入 到 各 种 物质 的 表层 。 这 样 引起 的 熔 
融和 再 凝结 现象 具有 高 热 梯度 值 (10" 至 10* 度 /cm) 及 高 表面 速度 值 (1 m/s) 的 特 
征 。 就 是 这 些 极端 非 平衡 的 条 件 ( 连 同 其 他 因素 一 起 ) 使 一 些 电 子 材 料 的 合成 成 为 
可 能 。 

非 平衡 对 材料 科学 十 预 的 最 引 人 注目 之 处 ,大 概 在 材料 的 破坏 方面 。 如 塑性 、 变 
JE ,疲劳 这 样 一 些 现象 通常 是 由 缺陷 引起 的 , 它 产 牛 于 应 力 的 作用 和 随 之 而 来 的 放大 
和 移 位 ,形成 了 碎 胞 的 先兆 结构 。 在 该 领域 内 获得 的 进展 要 求 我 们 深刻 理解 在 遭受 
外 部 约束 的 体系 中 损伤 和 错位 的 形成 ,及 其 相互 作用 。 将 这 种 现象 产生 的 非 线 性 动 
态 特征 加 以 模型 化 ,将 导致 诱发 多 稳 态 转变 的 不 稳定 性 及 缺陷 密度 分 布 的 空间 结构 。 
下 面 扼要 地 叙述 其 中 - - 些 突出 的 成 就 。 

首先 确定 . - 些 适 当 的 变量 和 参量 。 除 了 通常 在 工程 学 科 中 使 用 的 变形 e 这 个 变 
量 外 ,似乎 温度 工 也 是 起 作用 的 。 实 际 上 ,在 作 抗 拉 试验 时 样品 将 被 冷却 而 使 其 转 
变 在 强 性 范围 内 进行 ,降温 值 与 形变 成 正比 (为 简单 起 见 假定 它 均匀 地 发 生 在 体 相 
中 ) ,并 决定 于 所 谓 的 格 昌 内 森 (Griineisen) 参 量 7?。 后 面 这 个 量 反 映 出 分 子 间 相互 
作用 力 对 简 谐 振子 性 能 的 偏差 ,因而 提供 了 -种 热力 学 耦合 的 量度 。 常 温 时 一 大 类 
物质 的 了 值 在 1.5 到 2.5 之 间 , 但 看 来 在 很 大 程度 上 也 是 与 变形 相关 的 ,并 在 外 加 约 
束 达 一 个 临界 强度 时 实际 上 趋 于 零 值 。 

另 一 方面 ,刚才 指出 的 温度 降低 是 和 与 物质 粘性 有 关 的 变 热效应 相对 抗 的 。 当 
施加 的 应 力 增加 时 ,最 初 的 静态 错位 及 其 他 缺陷 变 得 越 来 越 具 有 易 变性 ,它们 在 样品 
内 的 运动 便 产 后 出 数量 越 来 越 大 的 热能 。 而 这 又 反 过 来 增 大 了 缺陷 的 总 数 ,与 放 热 
化 学 反应 进行 时 的 情况 不 无 相似 之 处 。 这 样 ,我 们 就 面临 一 种 具有 正 反馈 的 失 稳 机 
制 , 它 是 与 变形 诱发 的 冷却 的 稳定 效应 相对 抗 的 。 这 两 种 机 制 在 某 临 界 点 达到 了 相 
互 平衡 ,该 点 可 用 作 弹 性 及 塑性 变形 方式 的 边界 。 图 11. 10 表示 出 了 这 种 值得 注意 
的 一 致 性 。 可 以 预料 ,应 力 一 驱动 体系 离开 平衡 态 的 外 部 约束 一 一 在 临界 情况 下 
的 阔 值 确定 着 一 个 新 状态 的 分 支点 。 

为 求 得 上 述 现象 更 为 定量 的 图 景 , 需 要 推导 出 关键 变量 < 及 T 的 一 组 演化 方程 ， 
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图 11.10 作为 时 间 琐 数 的 一 个 钢 样 的 应 力 4、 变形 5、 温度 c、 声 发 射 强度 d 
(注意 在 临界 区 坯 温 度 及 声 发 射 强度 陡峭 增长 。) 


在 其 中 可 以 清楚 地 理解 参量 及? 的 作用 。 在 这 里 并 不 打算 进行 详细 的 讨论 ,只 是 
要 指出 ,在 一 些 合理 的 假定 下 ,这 两 个 方程 式 可 通过 下 面 的 项 非 线性 地 耦合 在 一 起 


Loy (2) (^R). (11. 25) 


这 里 Cv 为 比 热 ,T。 是 一 和 参考 温度 。 由 于 上 面 提 到 的 格 吕 内 森 参 量 对 应 变 的 依赖 性 ， 
这 个 项 是 正 的 而 且 引 入 了 使 导致 不 稳定 性 的 涨 落 被 放大 的 机 制 。 在 接近 分 支点 时 ， 
可 以 用 消去 除 级 参量 以 外 所 有 变量 的 办 法 使 描述 进一步 简化 。 作 为 e。 和 了 的 适当 组 
合 的 级 参量 ,遵从 如 下 的 动态 特性 : 


» = (g—ao)r-—br? (11. 26) 

这 种 分 支点 可 以 导致 一 种 新 的 定 态 或 一 种 极限 环 振荡 , 依 条 件 而 定 。 

一 种 更 为 微观 的 解决 上 述 问 题 的 途径 ,需要 去 分 析 各 种 不 同 的 基本 过 程 间 的 平 
衡 , 如 位 错 的 产生 HEC . 钉 扎 和 扩散 。 这 就 引出 了 一 些 非 常 类 似 于 研究 化 学 不 稳定 
性 所 使 用 的 那 种 反应 一 扩散 模型 。 当 受到 一 种 非 各 向 同性 的 约束 时 ,这 些 模型 预示 
着 一 导致 位 错 构 型 的 对 称 破 缺 转变 体系 ,非常 类 似 于 实验 观察 到 的 情况 。 

从 以 上 的 分 析 可 知 , 像 塑性 及 弯曲 这 样 具 有 实用 价值 和 重要 意义 的 力学 现象 似 
乎 是 不 可 能 在 纯 力学 的 基础 上 加 以 探索 研究 的 ! 准确 地 说 ,它们 应 该 被 视 为 在 远离 
平衡 条 件 下 起 作用 的 非 线 性 动力 学 体系 一 般 性 问题 的 组 成 部 分 。 可 以 确信 ,这 种 认 
识 本 身 就 构成 了 材料 科学 领域 的 一 个 重要 突破 点 "9 。 

一 般 来 说 ,材料 均 有 自己 的 结构 (包括 高 分 子 材料 ), 通 常 还 区 分 为 各 种 结构 层 
次 。 在 不 同 的 结构 层次 上 往往 还 存在 有 不 同类 型 .数量 与 分 布 的 缺陷 。 材 料 的 性 能 
与 材料 的 结构 和 缺陷 密切 相关 ,尤其 是 材料 的 力学 性 能 与 结构 和 缺陷 的 关系 更 为 紧 
密 。 就 材料 的 性 能 与 结构 和 缺陷 等 的 关系 而 言 , 材 料 是 一 个 复杂 的 系统 。 
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的 混合 形式 等 。 对 断面 细节 的 观察 发 现 ,材料 中 裂纹 的 扩展 往往 是 按 Z 形 前 进 的 ， 
每 一 步 都 是 不 规则 的 ,大 小 不 等 ,方向 不 一 ,而 且 往 往 在 大 的 Z 形 裂纹 上 又 有 小 Z 形 
橡 纹 , 有 不 同 层次 的 嵌 套 结构 ,具有 自 相似 性 ,在 一 定 的 尺度 范围 内 可 以 认为 是 分 形 
结构 -591 。 

1984 年 ,Mandelbrot 等 首先 报道 了 冲击 断口 的 分 形 维 数 D 与 冲击 功 / 的 实验 


结果 '” 。 观 察 结 果 指 出 ,金属 断裂 面 虽 然 不 是 严格 的 分 形 结 构 , 但 与 分 形 结构 极为 
相似 。 他 位 利用 分 形 中 周 长 一 面积 关系 测定 了 
冲击 断口 的 分 形 维 数 D, DW XE HILFE GS I US 9 一 150} 


1.5625 km。 实验 结果 表明 , 马 氏 体 时 效 钢 的 冲 ”~ 
击 功 J 随 断 面 分 维 D 的 增加 而 线性 地 降低 ,如 S 
图 11.11 所 示 。1985 年 , 龙 期 威 又 从 理论 上 分 析 sob 
了 临界 裂纹 扩展 力 与 分 形 维 数 的 关系 ,这 些 工作 
引起 了 材料 科学 工作 者 极 大 的 兴趣 。 

1993 年 , 龙 期 威 在 分 析 了 大 量 实验 的 基础 | 
Ldgm CAL I E ME IO 。 虽 然 整 个 PLU UOTA E 
物质 世界 在 空间 和 时 间 上 是 无 限 的 ,但 每 一 个 具 MRKA 
体 的 个 别 物 质 在 空间 和 时 间 上 则 是 有 限 的 。 对 微观 物质 的 研究 ,从 分 子 .原子 ,原子 
核 到 基本 粒子 ,涉及 的 时 空 结构 越 来 越 小 ,不 可 穷尽 ,但 每 一 个 结构 层次 都 有 它 存在 
的 -- 定 的 度 域 范围 。 所 以 ,具体 的 物质 中 的 嵌 套 结构 也 会 是 有 限 代 层 的 。 如 何 将 研 
究 无 限 自 相似 峰 套 结构 的 分 形 几 何 应 用 到 物理 问题 中 去 ,总 是 不 可 避免 地 要 遇 到 这 
个 有 限 性 根本 问题 。 固 体 断 发 的 实验 说 明 , 这 些 有 限 范围 的 界限 ( 晶 粒 尺寸 ,聚集 物 
单 体 的 大 小 ,泡沫 材料 中 孔洞 的 尺寸 等 ) 正 是 决定 具体 物质 特性 (力学 和 其 他 物理 性 
质 ) 的 重要 因素 之 一 。 

Mandelbrot 讨论 的 分 形 图 形 在 结构 上 是 无 限 代 层 的 (事实 上 是 半 无 限 代 层 的 )， 
在 认识 上 ( 码 尺 ) 则 是 有 限 的 。 以 一 定 长 度 的 码 尺 去 测量 (认识 ) 它 ,揭示 出 许多 新 的 
现象 现在 ,我 们 认识 到 自然 界 中 客观 存在 的 自 相似 典 套 结构 是 有 限 代 层 的 ,只 是 近 
似 的 “ 自 相 似 ”; 以 不 同 长 度 的 码 尺 去 测量 (认识 ) 不 同 度 域 的 “分 形 结构 ”, 也 就 会 出 现 
更 多 的 复杂 情形 。 

具体 的 材料 更 为 复杂 。 同 一 种 材料 中 可 能 存在 多 种 分 形 结构 ,如 沿 晶 虱 纹 、 穿 晶 
弄 纹 .位 错 线 .空位 团 .沉积 相等 ,它们 都 存在 于 一 定 的 度 域 范围 。 这 些 度 域 范围 有 的 
还 互相 交 从 ,统称 为 多 度 域 分 形 。 下 面 以 固体 的 断 镜 为 例 , 讨 论 材 料 中 多 度 域 分 形 结 
梅 和 性 能 的 关系 以 及 分 维 测量 中 存在 的 一 些 问题 。 

Mandelbrot 等 1984 年 的 实验 指出 ,断裂 表面 具有 分 形 结构 的 性 质 。 以 后 , 龙 其 


分 形 维 数 D 


威 及 合作 者 在 这 个 方面 进行 了 一 系列 的 实验 和 分 析 。 实 验 指出 了 分 形 概念 应 用 于 断 
口 定量 分 析 的 可 能 性 及 存在 的 问题 ;将 分 形 理论 和 断 玖 力学 结合 ,可 以 导出 断口 表面 
分 维和 材料 断裂 万 性 之 间 的 定量 关系 。 实 验 还 指出 ,利用 周 界 和 面积 关系 的 方法 测 
量 周 界 分 维 存在 一 些 根本 问题 ,提出 了 周 界 -- 最 大 直径 方法 作为 周 界 一 面积 方法 的 
一 种 改进 。 

龙 起 易 等 关于 超 高 强度 钢 由 氨 引 起 的 裂纹 稳 态 扩展 实验 指出 : 尽管 材料 中 存在 
穿 晶 和 沿 晶 两 种 裂纹 扩展 机 制 ,在 裂纹 长 度 和 码 尺 长 记 的 双 对 数 关系 图 上 , 仍 可 以 在 
2 um «50 pm 范围 内 (Cj 是 码 尺 长 度 ) 得 到 一 条 近似 的 直线 关系 。 这 一 -实验 说 
BA: 仅仅 在 双 对 数 图 上 得 到 近似 直线 关系 并 不 能 说 明 材 料 中 只 存在 单一 的 分 形 
结构 。 

穆 在 勤 等 用 周 界 一 最 大 直径 方法 和 周 界 -面积 方法 ,测量 超 高 强度 钢 的 一 次 拉 
断 试 样 断面 分 维 , 发 现在 两 个 度 域 范 围 内 测 得 了 两 个 不 同 的 分 维 值 。 这 说 明 试 样 中 
在 不 同 度 域 范围 内 可 能 存在 两 种 不 同 的 分 形 结构 "2 。 

上 述 两 个 实验 说 明 ,从 简单 的 模型 到 复杂 的 材料 中 分 形 问题 时 ,必须 了 解 多 种 分 
形 结构 并 存 时 会 对 性 能 有 什么 影响 。 

多 标 度 分 形 或 多 重 分 形 概念 的 提出 曾经 是 分 形 理论 中 的 一 个 重要 发 展 , 它 已 成 
为 描述 在 某 一 几何 支撑 上 物理 量 不 均匀 分 布 的 重要 概念 ,但 是 ,并 不 是 所 有 的 不 均匀 
分 布 均 可 以 套用 多 重 分 形 的 概念 。 以 材料 断 黎 为 例 , 申 于 沿 晶 和 穿 晶 断裂 所 遇 到 的 
临界 歼 纹 扩展 力 往 往 不 一 样 ,在 低 应 力 条 件 下 ,性 脆 的 晶 界 先 断 开 , 组 成 自己 的 自 相 
似 系 统 。 在 高 应 力 条 件 下 , 穿 晶 机 制 才 参加 进来 ,又 组 成 穿 晶 裂纹 的 自 相似 系统 。 于 
是 ,在 材料 中 有 两 个 自 相 似 系 统 的 效应 又 加 ,而 不 是 像 通常 的 多 重 分 形 是 每 个 代 层 两 
种 机 制 均 按 一 定 比例 混合 ,从 而 组 成 一 个 自 相似 系统 。 

就 多 度 域 分 形 概念 ,可 得 如 下 几 点 : 

C1) 分形 的 物理 研究 离 不 开 它 的 对 象 一 一 物质 。 物 质 存在 的 形式 是 时 空 的 有 限 
性 和 无 限 性 的 统一 ,自然 界 中 具体 的 艇 套 结 构 是 有 限 代 层 的 。 材 料 中 的 骨 套 结构 除 
了 有 限 代 层 性 以 外 还 可 能 同时 存在 多 种 嵌 套 结构 ,它们 有 各 自 的 度 域 范围 ,统称 为 多 
度 域 分 形 。 

(2) 在 材料 开裂 过 程 中 的 多 度 域 分 形 ,大 多 数 不 一 定 是 标准 的 多 重 分 形 而 只 是 
各 种 自 相 似 结构 的 要 加 ,只 有 在 一 些 特 殊 情 形 ,如 裂纹 分 又 生长 ,或 穿 晶 沿 章 开 有 裂 几 
率 相近 时 才 可 能 出 现 通常 的 多 重 分 形 。 

(30 实验 得 到 的 双 对 数 图 上 的 直线 关系 并 不 一 定 代表 单一 的 分 形 结构 , 沿 晶 和 
穿 晶 开裂 并 存 的 实验 结果 说 明 进 行 材料 中 分 形 实验 研究 时 , 辅 以 其 他 实验 观察 是 非 
常 必要 的 。 

(4) 多 度 域 分 形 概念 有 可 能 应 用 到 其 他 分 形 过 程 , 如 分 形 聚 集 生 长 ,分 形 子 和 声 
子 的 渡 越 及 表面 生长 动力 学 等 。 
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近年 来 ,国内 外 还 有 许多 学 者 把 分 形 理论 应 用 于 材料 研究 之 中 ,相继 取得 研究 成 
果 。 谢 和 平 利 用 分 形 研究 了 岩石 的 临界 扩展 力 和 断口 分 形 维 数 的 关系 。 穆 在 勤 
等 依据 周 长 一 面积 关系 测定 了 超 高 强度 钢 断 口 的 分 形 维 数 ,测试 时 取 码 尺 6 一 
1. 84 ym F HEST lgKi 和 分 形 维 数 D 间 的 关系 。 实 验 结果 表明 ,lgKi 近似 地 是 
AE D DR VE Be. HA PREA, Herrman 研究 了 弹性 介质 在 外 界 前 应 力作 
用 下 的 旬 纹 扩展 ,发 现 裂纹 的 图 案 总 的 来 说 是 分 又 的 ,而 且 可 以 认为 是 分 形 C 。 董 
连 科 等 将 分 形 用 于 材料 断裂 蔬 性 研究 的 不 定性 问题 51; 江 来 珠 等 应 用 分 形 几 何 研究 
钢 的 冲击 韧性 与 易 切 削 相 参数 的 相关 性 (xs1; 张 人 全 研究 了 油 润滑 下 钢 严 重 磨损 表 
面 的 分 形 特征 7 。 

这 方面 的 工作 还 有 很 多 ,研究 内 容 包括 非 晶 硅 薄 膜 中 的 分 形 凝聚 过 程 ,高 强 钢 多 
冲 疲劳 断口 的 分 形 研 究 , 金 属 断 口 纵 剖 面 的 分 形 分 析 , 近 门槛 区 疲劳 断口 的 分 形 模 
型 ,动态 断裂 韧性 与 分 形 ,断裂 前 面 分 形 特性 的 计算 机 模拟 ,球墨 铸铁 断口 纵 剖 面 线 
的 分 形 特性 , 冲 蚀 磨 损 表 面 和 磨 居 的 分 形 特性 5%s -2 。 研 究 的 材料 还 有 高 碳 钢 LA 
镍 、 多 孔 材 料 , 黄 铜 .ZAT 三 元 复 相 陶瓷 和 Cu-Zn-Al 合金 等 se OH 。 


11.6 计算 机 图 形 学 


分 形 几 何 学 能 为 自然 界 中 存在 的 各 种 景物 提供 允 真 的 描述 。 这 些 景物 形态 复 
杂 .不 规则 ,而 且 显 得 十 分 的 粗糙 ,使 得 采用 传统 的 几何 工具 进行 描述 遇 到 了 极 大 的 
困难 ,而 分 形 模 型 却 能 很 好 地 描述 自然 景物 ,因为 自然 界 中 的 许多 实际 景物 本 身 大 体 
上 就 是 分 形 , 或 者 反 过 来 说 ,按照 分 形 几 何方 法 构造 的 形体 非常 像 许 多 自然 景物 。 在 
计算 机 上 进行 的 绘制 自 相 似 集 的 几 个 试验 ,已 经 能 够 产生 自然 界 中 存在 的 物体 的 令 
人 惊奇 的 非常 好 的 图 案 。 图 11. 12 是 羊 齿 叶 和 青草 分 别 在 4 个 和 6 个 仿 射 变换 ( 映 
射 ) 下 的 不 变 集 , 图 形 明显 地 表现 出 了 自 相似 性 和 自 仿 射 性 。 所 以 将 分 形 几 何 学 应 用 
于 自然 景物 生成 , 即 自然 景物 模拟 ,可 以 获得 很 逼真 的 图 像 。 其 他 的 例子 还 有 气势 雄 
伟 的 海岸 风景 和 风光 瑰丽 的 山区 风光 等 (3 。 


图 11.12 羊 齿 叶 (a) 和 青草 (b) 分 别 在 4 个 和 6 个 仿 射 变换 下 的 不 变 集 


除了 对 自然 景物 的 模拟 以 外 ,分 形 几何 学 还 可 以 应 用 于 生物 ,医学 图 像 . 卫 星 图 
像 等 各 种 图 像 信息 提取 和 识别 ,以 及 电视 和 通信 中 的 图 像 处 理 和 传输 ,因而 形成 了 分 
形 几何 学 与 计算 机 图 形 学 相 结合 的 一 个 新 的 研究 领域 , 已 经 从 理论 研究 进入 了 应 用 
HA, 

仿 射 变换 就 是 一 种 实现 几何 变换 的 公式 , 它 可 以 
按 比例 放大 或 缩小 图 形 , 使 图 形 旋转 或 位 移 , 有 时 其 
至 于 使 图 形 产 生 畸 变 。 用 一 组 为 数 不 多 的 仿 射 变换 就 AERE 
能 够 画 出 如 图 11. 13 所 示 的 Sierpinski 三 角形 那样 引 
人 人 胜 的 作品 。 事 实 上 , 任何 图 形 都 可 以 通过 一 系列 
仿 射 变换 重新 绘制 出 来 ,关键 在 于 选择 什么 样 的 仿 射 SRE 
变换 来 作 图 。 A 和 

对 诸如 三 角形 或 叶 形 之 类 的 图 形 作 仿 射 变换 ,就 STI Serm 二 角形 
是 把 组 成 这 些 图 形 的 点 转移 到 新 的 位 置 上 。 在 这 个 过 程 中 ,原来 的 图 形 可 以 被 平移 、 
按 比例 放大 或 缩小 ,旋转 和 拉 伸 。 如 果 对 一 个 三角 形 作 仿 射 变换 ,我 们 便 能 够 在 这 个 
三 角形 的 左边 作出 另 一 个 缩小 了 的 三 角形 。 如 果 青 对 这 个 缩小 了 的 三 角形 作 间 样 的 
仿 射 变换 ,就 可 以 作出 第 三 个 更 小 的 三 角形 ,此 三 角形 相对 于 第 二 个 三 角形 的 大 小 和 
位 置 关系 相同 。 反 复 地 应 用 相同 的 仿 射 变换 ,就 能 够 得 到 依次 产生 的 一 连 串 逐渐 收 
缩 至 无 穷 小 的 三 角形 。 

如 果 对 一 个 图 形 进 行 无 穷 多 次 的 仿 射 变换 ,那么 得 出 的 图 形 就 具有 自 相似 性 , 即 
图 形 的 局 部 被 放大 后 看 上 去 与 总 体 图 形 相 似 。 因 此 ,应 用 一 系列 仿 射 变换 能 够 作出 
自 相 似 图 形 ,也 就 是 现在 通称 的 分 形 图 形 或 分 形 。 

在 所 有 的 仿 射 变 换 中 ,用 于 移动 平面 上 图 形 的 点 的 公式 都 具有 相同 的 形式 。 初 
始点 的 位 置 可 以 用 xz 和 > 两 个 坐标 来 确定 。 对 初始 点 作 仿 射 变换 后 ,新 点 的 位 置 用 
Gy 确定。 点 的 变换 公式 为 

xr = ax +by +e 
W = cr +dy +f 
式 中 符号 a,b,c,d,e,/ 为 确定 仿 射 变换 特征 的 数 。 当 656=0. 5, c=—0.5, a5d= 
e= f=0 时 ,此 时 仿 射 变换 的 变换 公式 为 
[ —0.5»y 
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如 果 对 一 个 三 角形 内 大 量 的 点 都 用 上 式 作 仿 射 变换 ,那么 就 可 以 发 现 一 个 变换 规律 
即 整个 三 角形 沿 顺 时 针 方 向 旋转 了 90", 同 时 其 边 长 也 缩小 到 原来 的 三 角形 的 一 半 。 
如 果 e 和 上 不 为 0, 而 为 1, 则 变换 出 来 的 三 角形 不 仅 产 生 旋转 和 收缩 ,而 且 将 向 上 向 
右 各 平移 一 个 坐标 单位 。 

由 于 这 种 类 型 的 变换 会 使 任何 点 集 内 的 点 之 间 的 距离 发 生 收 缩 ,所 以 被 称 为 收 
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缩 变 换 , 这 种 变换 不 改变 图 形 的 形状 。 收 缩 和 保 形 性 是 “迭代 函数 系统 ”(IFS) 方 法 
中 所 使 用 的 仿 射 变换 的 关键 性 质 , 对 任何 一 种 入 们 所 能 想象 得 出 的 图 形 , 反 复 地 应 用 
属于 此 类 瑰 的 几 种 变换 ,人 们 便 能 发 现 一些 有 趣 的 结果 。 当 反复 不 断 地 应 用 若干 变 
换 公式 时 ,这 些 公式 就 构成 了 一 个 迭代 函数 系统 。 

美国 的 Barnsley 与 Sloan 发 现 了 把 图 形 简 化 为 一 系列 仿 射 变换 的 一 般 过 程 ,这 
项 技术 为 电视 图 像 与 计算 机 图 像 的 传送 开辟 了 令 人 振奋 的 前 景 , 有 潜在 的 商业 应 用 
价值 ,所 以 他 们 创办 了 复制 系统 公司 。 

要 确定 一 个 迭代 函数 系统 对 诸如 三 角形 这 样 一 类 图 形 的 效果 ,只 需 对 三 角形 的 
三 个 顶点 作 变 换 , 然 后 用 线段 把 三 个 新 顶点 连接 起 来 ,就 得 到 了 变换 所 产生 的 三 角 
形 。 但 是 ,对 轮廓 是 由 许多 的 点 所 确定 的 不 规则 图 形 ,就 行 不 通 了 ,此 时 解 迭代 函数 
系统 的 公式 需 进行 繁重 的 算术 运算 。 为 此 ,Barnsley 已 经 提出 了 一 个 对 即使 是 很 复 
厅 的 图 形 ,也 能 够 高 效率 地 作 多 次 变换 的 好 办 法 , 即 由 一 系列 仿 射 变换 按 随 机 顺序 对 
一 个 初始 点 反复 作 映 射 所 得 出 的 点 最 终 将 “ 填 满 ”一 定 的 区 域 。 图 11. 14 是 迭代 函数 
系统 产生 出 蕨 叶 形 图 像 的 示意 图 .可 以 用 来 说 明 这 个 方法 的 步 又 。 开 始 时 的 图 形 是 
三 片 锯 齿 状 的 叶子 和 代表 叶柄 的 直线 线段 ,其 中 顶端 的 那 一 片 叶子 面积 最 大 ,另外 二 
片 的 大 小 基本 相同 [ 见 图 11. 14(a)]。 对 这 四 部 分 分 别 采 用 一 个 仿 射 变换 ,总 共 进 行 
了 一 万 次 按 随机 顺序 的 变换 后 ,一 幅 精 美的 、 棚 机 如 生 的 蕨 叶 图 像 就 星 现 了 出 来 ,如 
图 11.14(d) 所 示 。 当 然 ,在 一 万 次 的 变换 中 ,并 不 是 完全 随机 的 。 顶 端的 那 片 叶子 
面积 最 大 ,因而 里 面 的 点 被 变换 的 几率 最 大 ,这 部 分 的 变换 次 数 与 其 面积 占 总 的 面积 
的 比例 成 正比 ;而 叶柄 两 边 的 二 片 叶子 的 面积 基本 相同 ,因而 它们 的 变换 次 数 也 大 致 
相同 ,它们 的 变换 次 数 也 是 与 各 自 的 面积 成 比例 的 。 由 于 叶柄 的 面积 相 比 之 下 最 小 ， 
因而 其 变换 次 数 也 是 最 少 的 。 


图 11.14 和 迭代 函数 系统 产生 出 的 蕨 叶 形 图 像 


值得 注意 的 是 ,与 蕨 叶 相 关 的 四 种 变换 把 蕨 叶 的 基本 轮廓 变 成 了 四 个 区 域 , 这 四 
个 区 域 近似 于 把 轮廓 围绕 的 面积 分 成 四 部 分 。Barnsley 把 这 种 再 划分 出 的 图 形 叫 做 
“HEIE”. Barnsley 等 已 经 发 现 了 一 个 保证 尽 可 能 准确 地 复制 分 形 的 定理 ,该 定理 
指出 ,一 个 分 形 的 若干 仿 射 变换 产生 出 的 拼 贴 图 与 此 分 形 的 轮廓 符合 得 越 好 ,相应 的 
和 迭代 函数 系统 制作 出 的 分 形 复制 图 就 越 精 确 。 
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以 图 11. 13 所 示 的 Sierpinski 三 角形 为 例 , 这 个 三 角形 的 中 心 部 位 被 挖 掉 了 一 块 小 
三 角形 ,于 是 留 下 了 三 个 小 三 角形 。 自 然 这 三 个 小 三 角形 每 个 的 中 央 也 被 挖 掉 了 一 
块 三 角形 。 有 三 种 仿 射 变换 参与 了 这 个 Sierpinski 三 角形 的 制作 过 程 ,这 些 仿 射 变 
换 出 自由 三 个 方向 相同 的 全 等 直角 三 角形 组 成 的 一 个 拼 贴 图 。 这 些 直 和 角 三 角形 之 间 
留 下 了 一 个 空 阶 , 此 空 阶 也 是 直角 三 角形 ,日 与 拼 贴 图 的 直角 三 角形 一 样 大 。 这 三 个 
直角 三 角形 中 的 每 一 个 都 与 一 个 特定 的 仿 射 变换 相关 联 。 最 终 的 图 案 ( 图 11. 12 所 
示 的 只 是 经 过 有 限 步 后 得 出 的 图 案 ) 实 际 上 完全 充满 了 各 种 尺寸 的 看 得 出 形状 的 三 
角形 空隙 。 

复制 Sierpinski 三 角形 的 选 代 函数 系统 算法 如 下 。 算 法 的 开头 是 将 坐标 z 和 > 
置 于 0, 然后 ,将 三 个 主要 的 运算 步骤 反复 进行 10 000 次 。 第 一 个 步骤 是 随机 地 从 三 
组 仿 射 变换 方程 中 选 出 一 组 。 第 二 个 步骤 是 对 点 的 当前 坐标 (x,y) 施 行 所 选 定 的 仿 
射 变换 ,也 就 是 说 求 出 x Aly 的 新 的 值 。 第 三 个 步骤 是 作 一 个 检查 以 确定 是 否 已 经 
进行 了 10 KER. 

这 个 算法 如 果 再 补充 一 项 功能 则 适用 于 任何 一 个 迭代 函数 系统 。 由 于 某 一 仿 射 
变换 被 选中 的 频率 必须 按照 它 将 覆盖 的 区 域 在 整个 图 形 中 所 占 的 比例 来 确定 ,所 以 
算法 必须 按 一 定 的 概率 选择 各 个 仿 射 变换 的 公式 。 

那么 ,作出 Sierpinski 三 角形 的 仿 射 变换 公式 究竟 是 怎样 的 呢 ? 前 面 已 经 介绍 
了 这 类 仿 射 变换 公式 ,并 且 还 提 到 了 六 个 确定 变换 特征 的 系数 。Sierpinski 三 角形 的 
仿 射 变换 公式 的 系数 如 下 表 所 示 : 


a b c d e f 
(D 05 0 0 05 0 0 
(2 05 0 0 05 0 1 
(3 0.5 0 0 0.5 0.5 0.65 


表 中 的 三 行 数字 分 别 为 参与 Sierpinski 三 角形 绘制 的 三 组 仿 射 变 换 公 式 的 系数 。 

由 上 表 可 以 看 出 这 三 组 公式 对 图 形 将 会 产生 什么 样 的 变换 效果 。 

首先 ,它们 会 使 任何 几何 图 形 缩小 一 半 , 只 不 过 第 一 个 公式 是 使 图 形 朝 原点 收 
缩 ,而 第 二 个 和 第 三 个 公式 则 是 在 使 图 形 收缩 的 同时 还 分 别 把 图 形 向 右 移 动 一 个 单 
位 和 半 个 单位 。 这 样 ,最 初 的 三 角形 就 被 变换 为 三 个 小 三 角形 ,而 这 三 个 小 三 角形 随 
后 被 同样 地 变换 成 三 个 更 小 的 三 角形 。 

通常 情况 下 ,为 了 把 一 幅 风 景 画 存储 到 计算 机 文件 中 ,需要 用 成 后 上 万 位 信息 。 
例如 ,一 幅 图 像 可 以 是 大 小 为 300X300 的 像素 点 阵 , 每 个 像素 需要 好 几 位 信息 来 规 
定 它 的 灰 度 或 颜色 。 因 此 ,用 普通 的 一 个 像素 一 个 像素 地 存储 图 像 的 方法 来 存储 一 
由 图像 ,可 能 需要 占用 一 百 万 位 甚至 更 多 的 存储 容量 。 当 然 , 用 标准 的 信息 压缩 技术 
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可 以 对 这 样 的 图 像 数 据 进行 压缩 而 使 它 只 占用 较 少 的 存储 空间 。 但 是 ,用 和 迭代 函数 
系统 来 压缩 信息 量 时 ,其 压缩 比 可 望 达 到 1/500 甚至 更 好 。 这 一 压缩 方法 的 关键 在 
于 存储 迭代 水 数 系统 ,而 不 是 存储 迭代 函数 系统 所 绘制 的 图 形 。 

这 一 方法 的 原理 如 下 。 把 直接 取 自 照片 或 电视 摄像 机 的 计算 机 图 像 转 换 成 欠 代 
清 数 系统 时 ,图像 被 分 解 成 许多 大 大 小 小 的 互相 连接 的 小 块 , 这 些小 块 的 灰 度 (或 颜 
色 ) 是 基本 不 变 的 。 这 样 的 拼 贴 图 中 的 小 块 便 是 从 大 量 的 标准 仿 射 变换 公式 中 ,选择 
出 与 它们 相应 的 仿 射 变换 公式 的 依据 ， 例 如 ,如 果 某 一 仿 射 变换 恰好 能 把 浪花 的 一 
滴 飞 沫 变 成 其 他 许多 滴 飞 沫 ,那么 这 一 仿 射 变换 就 可 以 作为 正在 建立 的 迭代 渗 数 系 
统 中 的 一 个 十 分 有 用 的 成 分 。 这 样 ,在 某 些 计算 机 上 就 能 以 高 于 每 秒 30 幅 图 像 的 视 
频 速 率 再 现 出 生动 真实 的 画面 。 


11.7 经济 学 


古典 经 济 学 由 于 不 能 很 好 地 说 明 经 济 现实 而 出 现 了 危机 ,混沌 现象 .奇异 吸引 子 
的 发 现 以 及 非 线性 动力 学 向 经 济 学 的 渗透 ,对 古典 经 济 学 提出 了 挑战 ,从 而 产生 了 混 
沌 经 济 学 。R. H. Day,M. Boldrin 和 L. Montrucchio 提出 了 经 济 系统 出 现 混沌 的 条 
件 , 陈 平 首次 找到 了 维 数 为 1.5 左右 的 货币 奇异 吸引 子 。Mandelbrot 研究 了 市 场 价 
格 的 变化 ,得 出 了 价格 变化 的 标 度 律 ,他 利用 标 度 律 首次 研究 了 很 多 商品 的 价格 、 某 
些 利率 .19 世纪 的 证 券 价格 ,在 研究 了 60 年 棉花 价格 的 变化 后 ,得 出 其 分 维 信 
D2«1. 7 ,Fama 研究 了 近期 证 券 价格 的 变化 ,Roll 研究 了 利率 的 变化 -1 , 

下 面 先 讨论 收入 分 配 的 分 维 及 其 与 基尼 系数 的 关系 。 意大利 经 济 学 家 Pareto 
发 现 ,各 国 的 经 济 制度 虽然 不 同 ,但 收入 分 配 却 有 共同 的 规律 , 它 可 以 写成 

N= NX (ww>0) (11. 29) 

其 中 Ne 为 人 口 总 数 ,X 为 收入 水 平 ,N 为 收入 不 少 于 X 之 人 数 ,用 标 度 律 可 以 得 出 
收入 分 配 的 分 维 


D,—b (11. 30 
收 人 水 平和 是 一 个 随机 变量 ,由 式 (11. 29) 可 得 X 的 分 布 函数 为 
F(X) = OX; — X*)/CX5° —X,D (11.31) 


其 中 X。、X， 分 别 为 最 低 、 最 高 收入 水 平 , 即 Xo X<X,. ET $38 fe 25 (Lorenz) 
曲线 


eo EE {ln [X;' — P(X; — X45] mm In Xo! } 
n 0 in n 
b= 1) 
LO») = 4 wu (11. 32) 
P l xi - (EX? P(X;’ ol Xz) Je Db __ Xi*)| 
n m ü 


(b £1) 


基尼 (Gini) 系数 是 描述 收入 分 配 平 均 程度 的 一 个 指标 , 它 的 定义 式 为 


1 
GR = 2| [P —LCGP))4P (1.33) 
由 式 (11.29) 一 式 (11.33) 我 们 可 以 得 到 基尼 系数 G^. 与 分 维 D , 的 关系 为 
12 In Xi? — In X51” 4 2X? 
T (X, XCX, 1? — X47) X? — X 
(D, = 1/2) 
] 20 Xn! (ln X, 7 D = X An X; — D] 
(In X, —In X,) CX, — X; ) 
G? = 2n x (11. 34) 
| n o — 
in x In x (Dy = D 
14 22, X,” | 2D,—2 Xj 9, 
^2D,—1X;"—X," 2D,—1X|"—X| ^ 


CD, #1,1/2) 
4X, 较 小 ,而 X, 较 大 时 ,由 式 (11. 34) 得 出 如 下 近似 表达 式 : 
2 1 (D, <1) 
c ip, —D (O,-1D 
我 们 从 式 (11.34), 式 (11.35) 可 以 得 出 如 下 结论 ; 第 一 ,它们 给 出 了 收入 分 配 分 
维 值 的 经 济 含义 , 当 收 入 分 配 越 集中 , 即 G^ 越 大 时 , 则 分 维 值 Di 越 小 ,反之 , 当 收 入 
分 配 比较 平均 时 , 即 G^. 较 小 时 , 则 对 应 的 分 维 值 Di 越 大 ,因此 收入 分 配 的 分 维 值 Di 
反映 了 收入 分 配 的 平均 程度 。 第 二 ,它们 提供 了 一 种 计算 基尼 系数 的 简便 方法 。 通 
常 采 用 的 统计 方法 求 基尼 系数 比较 困难 ,而 且 误 差 较 大 ;而 估计 分 维 值 D, 却 比 较 容 
易 , 求 出 了 分 维 值 Dr 的 估计 值 以 后 ,就 可 


C11. 35) 


以 用 式 (11. 34) west C11. 35) 计 算 基 尼 系 100 000 J 

BG". 30 000+ e 
Montroll 等 研究 了 美国 1935 年 至 S 

1936 4£ B CA AP AT"), BA RY SAT y 10000} 。 

已 知 在 大 范围 内 是 服从 对 数 正 态 分 布 。 S 

所 谓 对 数 正 态 分 布 ,是 指 取 对 数 后 就 变 为 ONT 

正 态 分 布 的 正 数 分 布 。 图 11. 15 就 是 把 1000 - 

美国 1935 年 至 1936 年 的 收入 分 布 标 绘 soo} 

在 对 数 正 态 图 表 纸 上 而 成 的 。 图 的 纵 轴 EP aa aaa 

表示 收入 (美元 ) , 横 轴 表示 累积 概率 ,点 0.1 1 510 pu 99,9 99,99 

若 早 直线 排列 ,那么 其 分 布 就 表示 对 数 正 s 


态 分 布 。 从 图 11. 15 中 可 明显 看 出 ,除了 图 11.15 美国 一 年 (1935 一 1936 年 ) 
1% 高 收入 者 以 外 的 各 点 ,几乎 都 呈 直 线 收入 的 分 布 


943. 


ey 


(ANH) 


PAA 


排列 ,收入 分 布 确实 服从 对 数 正 态 分 布 。 例 如 ,收入 在 3000 美元 以 下 者 , 占 全 部 统计 
对 象 的 90%% 。 

对 离开 对 数 正 态 分 布 的 占 1 中 的 人 的 分 布 进行 详细 调查 后 ,发 现 为 如 下 的 宕 
分 布 : 

P(X) cc X's (11. 36) 
这 一 分 布 型 不 外 乎 是 迄今 多 次 出 现 的 分 形 分 布 。 

收入 分 布 最 有 趣 的 可 能 是 无 产 阶级 和 资产 阶级 的 分 布 型 有 明显 的 区 别 。 换 句 话 
说 也 就 是 ,无产 者 的 收入 是 对 数 正 态 分 布 ,而 资产 者 的 收入 则 服从 分 形 分 布 。 

对 数 正 态 分 布 只 有 在 所 考虑 的 现象 能 够 分 解 为 独立 现象 的 概率 的 积 时 才 会 经 常 
出 现 , 这 被 认为 是 由 于 下 述 情况 的 关系 。 例 如 , 某 人 的 成 功 概率 P, 可 由 此 人 具有 适 
合 工 作 才 能 的 概率 Pl ,有 好 上 级 的 概率 P 和 时 间 好 的 概率 P. 等 概率 的 积 表 现 出 
HK. RFA 

P, = P, + Py + Pree (11. 37) 
两 边 取 对 数 , 即 可 得 到 下 式 
log P, = log P, + log P; + log P, 3-57 (11. 38) 
每 个 P, 如 果 独 立 取 有 限 值 ,根据 中 心 极限 定理 ,右边 渐 接 近 高 斯 分 布 。 因 此 ,PP, 分 
布 可 成 为 对 数 正 态 分 布 。 

因为 资产 者 的 资产 超过 某 一 程度 时 ,其 收入 主要 取决 于 投资 ,所 以 就 不 能 依照 上 
述 设想 。 它 可 能 直接 反映 下 面 讨论 的 股票 价格 变动 中 所 说 的 钱 的 分 形 性 而 决定 这 些 
人 的 收入 。 另 外 ,收入 的 分 布 型 受到 国家 经 济 状态 的 影响 ,但 有 关 这 方面 的 资料 却 是 
很 难得 到 的 。 

下 面 再 讨论 股票 价格 的 变动 。 股 票 价 格 的 变动 图 昌 经 常 可 在 报纸 上 看 到 ,但 因 
价格 涨 落得 非常 厉害 ,而且 完 全 是 随机 的 ,因此 使 人 感到 几乎 无 规律 可 循 。 但 若 从 统 
计 学 观点 解析 这 一 变动 ,就 会 发 现 有 很 好 的 规律 。 下 面 是 Mandelbrot 发 现 的 两 个 
法 则 : 

COD 每 个 单位 时 间 的 股票 价格 的 变动 分 布 , 服 从 于 特性 指数 Do1. 7. 的 对 称 稳定 
分 布 。 

(2) 单位 时 间 不 论 取 多 大 或 多 小 ,其 分 布 也 是 相似 的 。 也 就 是 说 ,适当 地 改变 人 
度 , 就 可 成 为 同样 的 分 布 。 

关于 稳 态 分 布 , 只 讨论 与 分 形 有 关 的 一 些 性 质 。 若 把 单位 时 间 荆 之 间 的 股票 价 
格 变动 x 的 分 布 密度 记 为 P(x), 则 下 述 关 系 式 成 立 : 

| Panar = [baba oa? (11.39) 


此 关系 式 表 示 股 票 价格 变动 的 大 小 分 布 为 分 形 。 例 如 ,一 天 的 股票 价格 变动 在 工 元 
钱 以 上 的 次 数 , 比 2z 元 以 上 的 变动 次 数 多 2" 023. 2 fii. 


说 起 来 ,金钱 是 有 分 形 性 质 的 。 比 方 对 小 孩 ( 或 穷人 ) 来 说 ,1 元 是 个 不 太 大 的 数 
字 ,但 1000 元 就 会 被 看 成 巨 款 了 。 对 大 人 来 说 ,100 元 是 个 不 太 大 的 数字 ,但 10 万 
元 就 算得 巨 款 了 。 对 大 富豪 来 说 ,1 万 元 也 算 不 上 什么 财产 ,但 1000 万 元 也 可 能 被 
看 作 巨 金 。 可 是 从 国家 预算 来 看 ,就 连 1000 万 元 也 是 个 微不足道 的 数字 。 如 果 以 股 
票 买卖 为 例 来 说 ,有 的 人 以 1000 元 为 单位 买卖 股票 ,而 另 一 些 人 则 以 10 元 为 单位 
来 买卖 ,但 不 论 是 哪 一 方 , 只 是 交易 的 位 数 不 同 , 而 买卖 决断 的 方法 是 相同 的 。 由 
于 股票 价格 是 由 月 相似 变动 的 重合 所 决定 ,所 以 可 把 股票 价格 变动 大 小 的 分 布 看 
作 分 形 。 

法 则 C2) 表示 股票 价格 变动 在 时 间 上 也 是 分 形 。 一 天 的 股票 价格 变动 图 与 一 年 
的 股票 价格 变动 图 相 比 ,不 同 的 只 是 股票 价格 的 尺度 ,而 对 变动 情况 则 很 难 加 以 
区 别 。 

Mandelbrot 的 这 些 法 则 ,虽然 经 验证 明 很 符合 实际 资料 ,但 到 头 来 它 只 是 个 统 
计 法 则 ,这 点 必须 注意 。 若 想 用 它 来 预测 明天 的 股票 价格 ,很 遗憾 那 是 不 可 能 的 。 从 
股票 价格 变动 图 表 的 功率 谱 的 调查 来 看 ,已 知 为 og. xdg Bs omi. SX 
变动 与 过 去 无 关 地 摆动 着 。 也 就 是 说 ,股票 价格 只 取决 于 每 天 的 交易 情况 ,即使 调查 
过 去 资料 也 并 无 多 大 意义 。 有 人 句 话 说 ,外 行人 买 股票 根本 没有 好 下 场 , 这 就 是 买 股票 
难 的 原因 所 在 。 因 此 ,如 果 深 深 陷 进 去 的 话 , 由 于 金钱 的 分 形 性 ,就 会 被 金额 的 价值 
所 麻 兽 , 当 发 觉 的 时 候 可 能 已 背 上 了 巨额 的 债 (当然 股 票 业 者 在 复杂 的 股票 变动 和 社 
会 态势 上 能 找 出 微妙 的 相关 ,进而 来 预测 股票 的 价格 ) 。 


11.8 庄 言 学 与 情报 学 


调查 一 入 英文 文 章 中 单词 的 出 现 频率 时 ,就 会 发 现 ,出 现 得 最 多 的 是 thes 其 次 
是 of, 再 其 次 是 and, 等 等 。 把 这 些 单词 出 现 频率 的 顺序 和 出 现 频率 画 在 双 对 数 坐 标 
图 上 , 则 它们 都 排列 在 向 右 下 方 倾斜 45* 的 直线 
上 ,如 图 11. 16 BRAKE” > 

下 面 先 讨论 Zipf IE, Xe T 
名 请 言 学 家 Zipf 通过 大 量 统计 分 析 , 充 分 验证 了 总 
Estoup 和 Condon 等 人 的 研究 结果 ,确立 了 Zipf 3 

Egl 


单 参数 词 频 分 布 定律 : TZ 
g(r) = cr"! (11. 40) | SN 
式 中 ,g(r) 是 较 长 文章 中 每 一 个 词 出 现 的 频率 ， I 0° 


位 次 序号 /r 
;是 与 g(x) 相对 应 的 赋予 词 的 序号 。C 为 大 于 
零 的 常数 。 英 国语 言 学 家 Joos 将 式 (11.40) 推 图 11.16 英语 单词 的 出 现 频率 g0 
广 为 与 位 次 序号 > 的 关系 


Sy 


(Ei. SW) 


g(r) 一 Cr (11. 41) 
d 为 参数 。 显 然 上 式 较 式 (11. 40) 更 为 一 般 。Zipf 定律 是 从 经 验 中 总 结 出 来 的 , 它 在 
情报 学 .档案 学 以 及 相关 的 一 些 社会 科学 领域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ,对 Zipf 定律 进 
行 理论 研究 是 非常 重要 的 。 在 情报 学 界 , 许 多 学 者 试图 对 Zipf 定律 予以 理论 解释 ， 
找 出 其 数学 背景 ,但 未 得 到 令 人 满意 的 结果 ;而 害 指 数 d 的 意义 则 更 无 人 间 津 。 

当代 分 形 几 何 学 的 创立 人 Mandelbrot 对 Zipf 定律 进行 了 卓有成效 的 理论 研 
3E. TE 20 世纪 50 年 代 , 他 从 信息 论 .概率 论 出 发 ,将 词 看 成 是 以 空白 为 结尾 的 字母 
随机 序列 ,将 句子 看 成 是 用 词 来 编 了 码 的 词 的 序列 ,把 文章 看 成 是 由 句子 的 增 减 过 程 
而 形成 的 句子 序列 ,较为 严格 地 导出 了 三 参数 Zipf 定律 ， 

g(r) = C(r—a) % (11. 42) 
式 中 a 为 辅助 性 小 常数 ,其 作用 是 要 使 低频 词 的 规律 与 公式 相符 。 在 1982 年 出 版 的 
The Fractal Geometry of Nature 一 书 中 ,Mandelbrot AM Zipf 词 频 分 布 作 了 分 形 
解释 。Mandelbrot 对 Zipf 定律 的 分 形 解 释 是 认识 上 的 一 个 飞跃 ,但 对 此 ,在 情报 学 
界 却 鲜 为 人 知 ,未 见 有 文献 进行 讨论 和 报道 。 曼 氏 给 出 dz — 1/D. D 为 相似 分 维 , 我 
们 称 dz AFF ER (Zip) 分 维 。 

方 电 等 考察 了 Zipf 定律 的 一 些 实例 ,分 析 讨 论 了 齐 氏 分 维 dz 在 词 频 分 布 中 的 
意义 ,指出 dz 是 词 频 分 布 分 散 程 度 的 定量 描述 。cz 大 表示 词 频 分 布 较 分 散 , 即 大 多 
数 词 出 现 的 频率 相差 不 大 ;dz 小 反映 词 频 分 布 较 集 中 , 即 词 出 现 的 频率 相差 较 大 。 
单 参数 Zipf 定律 是 d, —1 的 特殊 情况 ,在 许多 场合 下 , 它 对 中 频 区 的 词 频 分 布 符合 
较 好 ,而 在 高 、 低 词 频 区 dz 可 能 大 于 1 或 小 于 1 ,表现 出 不 同 层次 的 自 相 似 性 。 词 频 
分 布 表 现 出 统计 自 相 似 性 是 人 们 偶然 性 、 随 机 性 行为 与 有 目的 确定 性 行为 在 著述 中 
综合 的 结果 , 它 也 许 是 人 类 头脑 思维 活动 具有 分 形 性 的 具体 反映 。 

MRAR E otko Æi., Lotka 定律 是 情报 学 和 科学 学 中 一 个 著名 的 经 验 
定律 , 它 创 造 性 地 揭示 了 科学 技术 论文 作者 与 所 著 文 献 之 间 的 数量 关系 ,反映 了 科学 
家 劳动 生产 率 的 基本 规律 。 其 数学 形式 为 

yr) = Cr" (11. 43) 
RP. y Go ERE- uu Bode — T SERA GENE RST c 篇 论文 的 作者 数 (或 作者 
频率 ) 。 对 某 特定 的 学 科 或 主题 , 和 C 为 常数 。 在 经 典 文 献计 量 学 中 ,把 n 取 为 2。 
但 实际 上 ,n 取 值 范围 在 1.2~4 之 间 , 并 且 严 格 来 说 ,n 值 几乎 都 为 非 整 数 , 这 是 经 典 
理论 所 无 法 解释 的 现象 。 下 面 在 分 形 理论 的 背景 下 对 此 作 一 些 讨论 。 

众所周知 ,在 一 定 的 时 间 、 在 某 一 确定 学 科 领 域 .专业 或 主题 范围 内 撰写 论文 多 
的 高 产 作 者 ,其 知名 度 高 ,人 数 较 少 ;而 撰写 论文 少 的 低产 作者 ,其 知名 度 低 , 人 数 较 
多 。 央 此 ,在 一 定 范围 内 ,我 们 可 以 把 作者 的 论文 数 X 作为 其 知名 度 的 表征 ,或 称 为 
“知名 半径 >。 显然 ,知名 单 径 越 大 ,其 影响 越 大 ,但 这 样 的 作者 数 却 越 少 。 设 N(x) 
为 撰写 了 篇 论文 的 作者 数 , 根 据 容 量 分 维 的 定义 ,并 结合 上 面 的 讨论 ,可 得 


Nx) cc zr P (11. 44) 
显然 式 (11. 44) 就 是 Lotka 定律 ,但 它 是 从 分 形 理论 的 原理 出 发 ,很 自然 地 推导 出 来 
的 。 因 此 , 式 (11. 44) 不 再 是 经 验 定律 ,这 就 揭示 了 Lotka 定律 所 蕴涵 的 深刻 的 社会 
意义 。 不 言 而 喻 , 式 (11. 43) 的 短 指 数 n 就 是 分 维 Di. D, 是 描述 分 形 结构 特征 的 重 
要 参数 ,在 情报 学 中 , 它 则 表示 不 同学 科 或 主题 论文 作者 分 布 结构 的 复杂 渗透 及 非 
均匀 的 程度 ,其 大 小 反映 了 论文 作者 的 分 散 和 渗透 水 平 。 它 与 各 学 科 的 复杂 性 及 发 
展现 状 和 规律 有 关 。 

利用 式 (11. 44) 很 容易 求 出 分 维 。 方 时 考察 了 不 同学 科 或 主题 大 量 统计 数据 , 绘 
出 了 log y(x)-log x 曲线 图 ,发 现 这 些 图 都 表现 出 在 7 很 大 及 较 小 时 曲线 没有 很 好 
的 线性 关系 ,而 在 中 间 很 宽 的 区 域 中 表现 为 直线 ,这 一 区 域 Lotka 定律 成 立 , 是 所 谓 
的 “无 标 度 区 ”。 用 最 小 二 乘法 求 出 直线 的 斜率 ,其 绝对 值 就 是 分 维 Di. Di 随 学 科 
或 主题 的 变化 浮动 于 1.2 一 3.7 之 间 , 大 致 按 基 础 自然 科学 .技术 科学 .社会 科学 与 人 
文科 学 的 顺序 增 大 。 这 一 -规律 也 许 反 映 了 学 科 内 容 扩 散 的 趋势 及 基础 自然 科学 与 人 
文科 学 在 对 知识 载体 修养 要 求 上 的 差异 , 它 同 时 也 为 科学 学 和 人 才学 的 研究 提供 了 
新 方法 和 新 启示 。 

在 情报 学 中 有 三 个 最 基本 的 经 验 定律 ,这 就 是 布 氏 (Bradford) 定 律 、. 齐 普 夫 
(Zipf) 定 律 和 洛 特 卡 (Lotka) 定 律 , 它 们 是 情报 学 的 分 支 科 学 一 一 文献 计量 学 核心 内 
容 之 一 。 

近年 来 国内 外 学 者 注重 于 研究 方程 式 、 参 数 估计 、 拟 合 优 度 来 寻找 解释 这 三 个 定 
律 相 互 关系 的 机 理 , 虽 然 取 得 了 不 少 成 果 , 但 对 三 个 经 验 定律 还 没 给 出 一 个 统一 的 理 
论 模 式 。 这 三 个 经 验 定 律 昌 然 是 从 不 同 对 象 中 总 结 出 来 的 ,但 其 分 布 函数 十 分 相似 。 
建立 一 个 统一 的 理论 模式 ,无 疑 对 情报 学 基本 理论 的 建立 具有 重大 的 意义 。 下 面 由 
分 形 理论 来 给 出 这 三 个 经 验 定律 的 理论 统一 模式 一 一 统计 分 形 。 

三 个 经 验 定律 中 , 布 氏 定律 是 所 谓 的 文献 分 散 规 律 , 即 用 期 刊 等 级 序号 来 测量 某 学 
科 主 题 相关 论文 累积 分 布 的 情况 ; 齐 氏 定律 是 以 赋予 词 的 序号 来 度量 文章 中 词 的 频率 
分 布 ; 而 洛 特 卡 定律 是 用 著者 所 著 论 文 数 来 衡量 作者 的 分 布 。 虽 然 它 们 处 理 的 对 象 不 
同 ,表述 各 异 , 但 都 是 用 某 -一 “尺度 ”来 度量 某 一 主体 ,而 且 观 测 值 随 “ 尺 度 ” 的 改变 而 改 
变 , “尺度 ”缩小 ,观测 值 增 大 。 因 此 ,我 们 设 f(x) 是 对 某 一 主体 用 “尺度 ”zx 来 度量 的 观 
察 分 布 密度 。 根 据 分 形 理 论 的 标 度 律 , 我 们 可 以 导出 /(x) 与 x 的 关系 为 

f(x ex? (11. 45) 
D = log f(x)/log(1/x) (11. 46) 
我 们 将 式 (11. 45) 称 为 情报 学 中 的 负 窜 律 统计 分 形 ,D 为 情报 学 中 的 分 维 。 

对 于 布 氏 定律 ,f(x) 是 相关 论文 的 累积 数 ,z 为 期 刊 等 级 序号 ;对 于 齐 氏 定律 ， 
f(x) 表示 词 频 ,x 为 词 的 序号 ;对 于 洛 氏 定律 ,f(x) 为 论文 著者 数 ,x 为 论文 数 。 对 于 
社会 科学 中 满足 式 (11. 45) 的 规律 可 作 类 似 解释 。 从 式 (11.45) 出 发 , 当 D=1 时 可 
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得 原始 Zipf 定律 ,D 不 只 等 于 1 则 为 推广 的 五 pf a£ 88: D— 1 时 对 式 (11. 45) 积 分 可 
得 布 氏 定律 ;而 D—2 就 是 原始 Lotka 定律 ;D 作为 变化 参数 则 是 推广 的 洛 氏 定律 。 
D 是 极其 重要 的 一 个 参数 , 它 有 具有 深刻 的 含义 , 它 刻画 了 分 布 的 不 平均 程度 。 人 情报 
学 三 个 经 验 定律 是 统计 分 形 模式 在 不 同 对 象 上 的 具体 表述 , 负 寡 律 统计 分 形 是 它们 
的 本 质 所 在 和 理论 基础 。 社 会 科学 中 满足 式 (11. 45) 的 现象 和 规律 十 分 普遍 , 负 宕 分 
布 是 极为 重要 的 一 种 概率 分 布 , 负 宕 律 统计 分 形 也 许 是 社会 科学 等 领域 中 的 一 个 普 
适 公 理化 模式 或 定律 。 


11.9 FER 


音乐 与 分 形 之 间 的 关系 十 分 密切 5 ,它们 之 间 存 在 不 解 之 缘 似乎 邻 人 难以 置信 ， 
但 客观 事实 表明 ,美妙 的 音乐 早 就 受到 分 形 原理 的 支配 。 为 理解 分 形 音乐 之 真 说 , 先 得 
谈 谈 有 关 噪 声 的 概念 。 物 理学 家 把 由 不 同 频率 的 成 分 随机 混合 而 组 成 的 声音 叫 噪声 ， 
这 些 噪声 随时 间 变 化 的 轨迹 都 是 分 形 曲 线 。 谱 密度 S( 亡 是 噪声 在 频率 上 处 的 均 方 根 
涨 落 ( 波 动 ), 是 表征 曝 声 时 间 相 关 性 的 一 个 量度 。S( 方 与 f 的 关系 可 写成 
SCf) oc f? (11. 47) 
Rp gd — Pin EBM. BH=OM AAR. EY TP 2C ZR FB, OO , Ze dE — 98 
阔 的 频率 范围 内 不 同 频率 成 分 的 完全 随机 混合 , 它 表 现 最 随机 、 最 不 规则 ,点 与 点 之 
间 完 全 不 相关 ,对 听 者 有 一 种 迷惑 效应 。 当 6 二 2 时 ,为 布朗 噪声 , 它 描绘 的 是 布朗 运 
动 或 随机 行走 ,在 三 种 噪声 中 它 相 关 性 最 大 ,最 规则 。 当 8=1 时 , 称 为 1/ 上 噪声 , 它 
的 不 规则 性 介 于 上 述 两 者 之 间 , 它 在 自然 界 相当 普 沉 。 图 11. 17 显示 了 三 种 噪声 及 
相应 的 log S(f)-log f 关系 。 图 11. 17(a) 为 入 噪声 音乐 ,表现 非常 随机 ; 
图 11. 17(b) 为 1/ 上 噪声 音乐 ,接近 实际 音乐 , 听 起 来 最 愉快 ;图 11. 17(c) 为 布朗 或 1/ 
f° 噪声 .相关 性 最 大 。 
大 多 数 令 人 愉快 的 音乐 都 是 1// 品 声 , 经 过 六 十 多 年 的 研究 ,其 产生 机 制 仍 是 
-一 个 来 解 之 讶 。 有 趣 的 是 , 汉 斯 和 克拉 克 发 现 ,几乎 所 有 的 音乐 旋律 都 在 模仿 L/S 
噪声 。 最 一 般 的 情形 是 0. 5 二 8 二 1. 5, 通 常 也 称 为 “1/f 噪声 ”。 在 不 同 的 1/f 噪声 
中 ,音乐 把 随机 性 与 确定 性 融 为 一 体 。 如 果 取 一 个 乐谱 , 绘 出 音符 音调 随时 间 的 变化 
曲线 ,就 会 惊人 地 看 到 它 与 1// 噪 声 何其 相似 。 由 不 同类 型 音乐 实际 测 出 的 旋律 谱 
密度 对 频率 所 作 的 双 对 数 有 曲线 图 可 知 ,尽管 旋律 不 同 ,风格 各 蜡 , 但 给 出 的 曲线 与 
1/f 噪声 几乎 无 异 。 图 11. 18 显示 了 不 同 乐曲 音调 波动 S( 亡 随 频率 f 的 变化 曲线 ， 
图 11. 18(a) 为 不 同音 乐 文 化 的 音调 波动 ,图 11. 18(b) 为 西方 音乐 的 音调 波动 。 
研究 发 现 , 分 形 维 数 D 与 8 有 简单 关系 
D=E+(3—8)/2 (11, 48) 
式 中 巨 是 欧 氏 空间 维 数 。 可 以 预料 , 随 着 分 形 音乐 研究 的 进一步 深 人 ,更 为 动听 的 
美妙 旋律 必 将 创作 出 来 。 


Geli te ee usn 
Od ttt Hast ES MS 
b. aff mtm Eri o logy 
i beers en 
bobby pp 
IE REALE o 
à LTH Tes MEE att a 
p fp 
Opphi bh ede ry sf o 


图 11.17 三 种 噪声 及 相应 的 log SC) -log f KK 
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图 11. 18 不 同 乐曲 音调 波动 SOOME f 的 变化 曲线 


(a) 不 同音 乐 文化 的 音调 波动 : OLERKIEK: 电 日 本 传统 音乐 ; @ 印 度 古 典 拉 嘉 ; 四 古老 的 


俄 网 斯 民歌 ; 四 美国 勃 鲁 斯 (她 曲 ) 


(b) 西方 音乐 的 音调 波动 : @ 中 世纪 到 1300 年 的 音乐 ; 四 贝多 芬 的 第 三 交响 曲 ; CMH WS i, 


QR. 斯 特 劳 施 的 “英雄 的 生涯 ”; © AAA E RER 


249- 


(EnH) 


ey 


250 


Be Ey “ER Th 3k AK BK CE. N. Lorenz) 在 其 著名 的 开创 性 著作 《混沌 的 本 
质 》 中 对 于 音乐 的 混沌 现象 作 了 考察 : 

“这 里 可 以 有 两 种 不 同 的 方式 涉及 混沌 。 第 一 种 是 乐器 的 音调 。 一 根 弦 、 一 个 空 
气 柱 或 小 到 一 块 注 膜 ,通常 以 一 个 强 周期 的 分 量 振 荡 , 这 一 分 量 相当 于 一 个 基本 音 : 
高 。 典 型 的 是 泛音 , 它 给 乐器 贡献 一 种 有 特色 的 声音 ,但 是 常常 有 不 规则 的 分 量 进 一 
步 修正 这 种 音调 ,这 些 不 规则 的 分 量 在 菜 些 情况 下 是 混沌 的 而 不 是 真正 随机 的 。” 
“音乐 中 相当 多 不 同形 式 的 混沌 还 没有 被 发 现 。 在 作曲 过 程 中 已 经 引进 了 这 些 
混沌 。 除 非 一 支 乐曲 有 意识 地 做 成 缺乏 结构 而 外 ,都 可 能 有 着 早先 某 些 主旋律 的 再 
现 。 这 些 主旋律 如 果 不 是 呆板 地 重复 ,而 是 包含 一 些 预 料 外 的 成 分 ,它们 是 引 人 人 胜 
的 。 请 听 趣 拉 姆 斯 (Brahms) 的 几乎 任何 一 支 主要 作品 (例如 他 的 第 一 交响 乐 第 三 乐 
章 ) ,你 能 听 到 他 在 说 着 什么 ,然后 他 义 第 二 次 用 一 种 稍 有 不 同 的 声音 说 着 它 , 第 二 次 
再 用 更 不 同一 点 的 声音 说 一 遍 。” 

“简单 的 方程 组 的 混沌 解 以 它们 常 有 的 近似 重复 但 却 不 是 完全 重复 而 著名 。 有 
时 候 要 重复 一 个 以 上 的 ' 主 旋律"…… 早期 的 作曲 家 需要 设计 变奏 则 ,而 当今 的 某 些 
作曲 家 用 多 种 办 法 把 简单 的 方程 解 的 涨 落 化 为 音调 的 序列 。” 

对 音乐 作品 的 混沌 本 质 与 分 形 特性 , 姜 万 通 进行 了 深入 的 研究 ,得 到 了 很 有 意义 
Fi Sj N28 298 。 无 规 分 形 没 有 严格 意义 上 的 自 相似 形式 的 性 质 ,表现 形式 也 十 分 复 
杂 , 因 此 只 有 在 统计 意义 上 是 和 白 相 似 的 。 他 发 现 , 无 规 分 形 是 音乐 作品 中 普遍 存在 的 
现象 ,也 是 最 主要 的 表现 形式 。 他 以 千 曼 《梦幻 曲 ) 为 例 来 说 明 分 形 的 特征 以 及 局 部 
与 整体 的 自 相 似 性 ,从 其 旋律 .和 声 .节奏 . 调 性 及 织 体 的 一 般 情况 ,进行 了 充分 的 
分 析 。 

《梦幻 由》 的 初始 条 件 是 一 个 4 小 节 的 乐句 ,也 是 它 的 最 低层 次 。 在 旋律 方面 ,由 

音 开始 进行 到 主音 ,再 过 回 上 行 达 到 乐句 高 点 , 即 峰 顶 ,然后 义 迁 回 下 行 并 结束 在 
调式 的 二 级 音 上 ,形成 起 始点 与 结束 点 (原点 与 原点 ) 之 间 的 波形 运动 。 和 声 是 一 个 
典型 的 T-S-D-(T) 序 进 ; 在 节奏 上 与 旋律 相 适应 形成 朴 - 密 - 朴 - 密 - 玻 的 关系 。 此 外 ， 
还 有 织 体 的 “ 静 ” 与 “ 动 关 系 等 相互 缠绕 在 一 起 ,从 而 形成 复杂 的 运动 过 程 和 状态 ,这 
种 过 程 和 状态 最 终 表 现 为 局 部 与 整体 的 自 相 似 性 。 

另外 , 姜 万 通 运 用 混沌 理论 的 观点 对 施 光 南 的 艺术 歌曲 $4 吐鲁番 的 葡萄 熟 
了 3 的 旋律 形态 进行 观察 和 分 析 , 从 分 形 结构 的 角度 指出 : 歌曲 的 旋律 形态 体现 
了 局 部 与 整体 的 “ 自 相似 ”性质 不 同 层 次 都 形成 了 峰 形 结构 和 抑 场 格 节奏 模式 ; 
并 且 进 一 步 提 出 ,歌曲 的 整体 结构 是 初始 条 件 映射 的 结果 。 这 首 歌 曲 之 所 以 广 为 流 
传 ,就 是 因为 作曲 家 找到 了 歌曲 所 要 表达 的 人 的 心理 状态 和 外 化 了 的 自然 物 形态 的 
一 致 性 ,以 及 二 者 与 旋律 撒 态 的 契合 点 ,并 将 真挚 的 感情 、 准 确 的 形象 与 优美 的 旋律 
有 机 地 结合 在 一 起 。 


第 12 章 分 形 理论 的 发 展 


12.1 广义 维 数 和 广 延 维 数 


分 形 维 数 是 定量 地 表示 自 相似 的 随机 形状 和 现象 的 最 基本 的 量 , 但 是 仅 利 用 分 
形 维 数 这 样 一 个 数字 去 描述 所 有 的 复杂 形状 和 现象 ,无 论 如 何 也 是 不 可 能 的 ,因此 ， 
就 产生 了 扩展 分 形 维 数 的 必要 性 。 扩 展 分 形 维 数 的 考虑 方法 大 致 有 两 种 : 一 种 是 不 
要 把 分 形 维 数 看 作 是 一 个 常数 ,而 使 其 能 有 赖 于 观测 的 尺度 ,即使 在 自 相 似 性 不 成 立 
的 那 种 范围 内 也 能 使 用 ;而 另 一 种 考虑 方法 是 ,在 自 相似 性 成 立 的 情况 下 ,为 了 获得 
只 用 分 形 维 数 不 能 描述 的 信息 ,要 重新 引进 另外 的 量 。 本 节 讨 论 g 次 的 信息 量 维 数 
D, AJ EAD., D, 又 称 为 广义 维 数 (generalized dimension) .扩展 维 数 或 Renyi 
维 数 ,Renyi 于 1970 年 首先 用 它 描述 奇异 吸引 子 的 几何 和 几率 特征 '**。 

正如 在 第 2 章 所 述 ,对 于 现实 中 存在 的 物体 ,即使 说 它 具 有 分 形 的 性 质 , 但 在 它 
成 立 的 尺度 内 ,必然 存在 上 限 和 下 限 , 只 有 在 某 种 被 限制 的 观测 尺度 的 范围 内 , 自 相 
似 性 才 成 立 , 分 形 维 数 所 具有 的 意义 当然 也 仅 在 这 个 范围 内 。 对 此 有 一 种 设想 是 ,要 
使 分 形 维 数 也 能 适用 于 自 相 似 性 不 成 立 的 那些 范围 内 。 分 形 维 数 的 倡导 者 
Mandelbrot 本 人 也 以 “有 效 维 数 ” 这 个 名 词 ,暗示 了 这 种 扩展 的 可 能 性 。 下 面 就 来 说 
明 这 种 考虑 方法 。 首 先 来 考虑 一 下 把 线 揉 成 一 个 球 的 情况 ,这 个 球 从 远 处 看 上 去 虽 
是 零 维 的 (点 ) ,但 到 了 近 处 却 成 为 三 维 的 ( 球 ) 。 如 再 用 放大 镜 看 这 个 球 ,就 成 为 一 维 
的 ( 线 ); 把 球 再 进一步 放大 ,看 上 去 就 像 圆柱 状 的 三 维 构造 。 从 这 个 例子 也 可 看 出 ， 
观察 某 物 体 时 ,能 把 它 看 成 几 维 这 一 问题 原来 是 有 赖 于 观测 的 尺度 。 关 于 依赖 于 观 
测 尺度 的 维 数 ,已 由 少数 研究 人 员 对 它 进行 过 研究 ,并 且 对 各 种 例子 作 了 定量 的 评 
价 , 下 面 将 介绍 其 中 的 一 个 例子 。 

分 形 维 数 最 基本 的 定义 可 根据 观测 的 尺度 + 和 在 此 时 被 观测 到 的 个 数 N(x) 作 
如 下 考虑 : 


—. log N@ 
log r 


— Rs V oe el UN GO A EE ER D A CE EUR ,由 于 该 公式 的 右边 不 能 
成 为 常数 ,所 以 不 能 定义 通常 的 分 形 维 数 。 因 此 ,考虑 把 式 (12.1) 扩 展 , 以 便 使 NGCr) 


D (12.1) 


ay 


(E Su) 
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在 非 寡 型 的 情况 下 也 能 定义 分 形 维 数 。 当 把 ~ 和 N(r) 标 绘 在 双 对 数 图 上 时 ， 
式 人 12.1) 中 的 忆 就 表示 其 斜率 。 若 从 这 一 点 来 加 以 考虑 ,那么 ,就 如 下 面 所 示 ,把 观 
测 尺 度 为 r 时 的 分 形 维 数 定义 在 该 点 (rx,N(r)) 上 图 的 斜率 , 那 将 是 最 自然 的 。 


dlog N(r) 
dlog r 


这 样 被 扩展 了 的 分 形 维 数 , 只 要 N(7) 是 平滑 的 函数 ,在 任何 时 候 都 是 确定 的 ,所 以 就 
不 需 再 考虑 上 限 或 下 限 问题 。 当 然 NGr) 如 为 才 型 ,Dr) 就 与 普通 的 分 形 维 数 相 一 
致 。 如 反 过 来 求解 式 (12. 2) ,就 可 得 到 下 式 


NCR) = NCr) + exp(— 


D(r) 一 一 (12.2) 


DO ge) (12.3) 
该 公式 表示 以 什么 样 的 关系 把 两 个 尺度 R 和 7 的 观测 值 N ROA N GO Sa ER 
联系 起 来 。 

现在 让 我 们 来 看 看 这 种 广义 分 形 维 数 是 怎样 应 用 到 实际 中 去 的 。 现 在 要 考虑 的 
是 平均 行程 是 有 限 的 随机 行走 ,粒子 的 平均 行程 是 指 粒子 从 一 个 碰撞 走 到 下 一 个 碰 
擅 之 间 的 距离 的 平均 值 ,对 气体 和 人 金属 粒子 来 说 ,在 0C 和 1 atm FAN 107 m. 前 
面 虽 然 说 过 数学 上 的 布朗 运动 轨迹 的 分 形 维 数 是 2， 但 平 均 行程 为 有 限时 的 分 形 维 
数 有 可 能 依赖 于 观测 尺度 。 如 果 用 比 平均 自由 行程 更 短 的 尺度 去 观测 ,粒子 的 胃 迹 
看 上 去 就 应 该 像 直线 。 反 之 ,如 果 用 非常 大 的 尺度 去 观测 ,就 应 该 和 通常 的 布朗 运动 
难以 区 别 开 来 。 对 一 维 空间 中 平均 自由 行程 为 有 限 的 随机 行走 ,利用 重 正 化 群 的 方 
法 ,可 求 得 下 面 的 严密 解 : 


(12. 4) 


其 中 ,x。 是 与 平均 行程 成 比例 的 参数 。 图 12. 1 显示 了 DGO 与 > 的 关系 ,图 中 ,x 为 观 
测 尺度 HED 为 分 形 维 数 ,m 为 D= Sh AY RIE 在 图 中 ,清楚 地 显示 了 ,D(0) 一 1 和 


D(Cco) 二 2。 由 此 可 知 ,前 面 所 说 的 直观 的 预想 是 正确 的 (这 个 D(x) 值 虽然 比 空间 的 维 
数 4 一 1 要 大 ,但 这 是 因为 这 个 量 不 是 Hausdorff 维 数 , 而 是 所 谓 的 潜在 维 数 D" )。 


M 


1 
0 a Pr 


图 12.1 平均 自由 行程 为 有 限 的 随机 行走 的 分 形 维 数 


最 近 已 确认 , 式 (12.4) 虽 然 是 相对 于 一 维 空间 中 随机 行走 的 公式 :但 对 三 维 空间 
中 的 随机 行走 也 非常 符合 。 根 据 式 (12. 4) ,可 以 如 下 式 这 样 给 出 用 单位 长 度 - 测 出 
的 随机 行走 轨迹 的 长 度 : 


L oc — (12. 5) 


图 12. 2 中 的 点 是 根据 模拟 的 设 气体 原子 为 刚体 球 的 随机 行走 的 轨迹 而 测定 的 L(x) 
的 平均 值 , 实 线 是 式 (12. 5) 给 出 的 曲线 。 -—À 
从 图 中 看 出 ,在 两 位 数 以 上 的 区 域内 ,点 与 (OFF mieti 
实 线 非常 一 致 。 即 使 对 于 实际 溶液 中 微粒 500f 
的 随机 行走 , 式 (12.5) 也 能 给 出 好 的 结果 。 200 


对 于 平均 自由 行程 是 有 限 的 并 且 用 通常 分 10 

形 维 数 不 能 定义 的 随机 行走 ,依赖 于 观测 sof 

尺度 的 广义 分 形 维 数 也 是 适用 的 ,这 对 于 2 uuu 
描述 实际 的 现象 是 非常 有 用 的 。 008 0.02 0510 20 5010.0 


r 


5 5 VES : EE 一 个 观点 ， 
另外 ,扩展 分 形 维 数 的 另 一 个 观点 ,是 eio .2 ea ai ae BLUE KE LO) 


想 利 用 引进 高 次 的 分 形 维 数 , 补 充 只 用 分 
形 维 数 表 现 不 了 的 信息 。 比 如 ,即使 知道 某 个 集合 的 分 形 维 数 是 1. 3, 但 仅 靠 这 一 点 
就 连 这 个 集合 是 分 散 点 的 集合 ,还 是 由 裙 争 不堪 的 线 组 成 的 都 不 得 而 知 。 有 关 构 成 
这 个 集合 要 素 的 信息 可 由 拓扑 维 数 Dt 给 出 ,此 维 数 是 比分 形 维 数 更 基本 的 量 , 就 如 
存 2.3 节 中 所 说 明 的 那样 ,在 至 整数 值 而 不 作 位 相 变 换 的 基础 上 是 不 变 的 。 关 于 位 
相 是 指 给 定 集合 X MY 时 ,连续 函数 1: XY SPAM. WR C. XY 也 是 
连续 时 ,X MY 的 位 相 相 同 。 应 该 可 以 不 相交 也 不 相 切 连 续 地 从 X 变形 到 Y。 通 过 
把 空间 适当 地 放大 或 缩小 ,甚至 扭转 ,可 转换 成 孤立 点 那样 的 集合 的 拓扑 维 数 是 0， 
而 可 转换 成 直线 那样 的 集合 的 拓扑 维 数 是 1。Cantor 集合 和 Koch 曲线 的 拓扑 维 数 
分 别 为 0 和 1 就 很 明显 了 。 关 于 Sierpinski 集 的 情况 ,虽然 还 不 大 清楚 ,但 已 知 为 
D+ 一 1。 分 形 维 数 与 拓扑 维 数 相 比 一 般 要 大 些 或 者 相等 。Mandelbrot 以 前 把 分 形 定 
XH Hausdorff 维 数 比 拓扑 维 数 大 (Du> Dr), 但 是 后 来 看 法 发 生 了 变化 ,不 应 把 它 
作为 分 形 的 定义 。 这 是 因为 Ds 不 能 很 好 地 被 求 出 来 ;即使 被 求 出 ,Du — Dr 的 这 些 
分 形 中 ,其 含义 也 是 很 深 的 。 对 分 形 给 予 严 密 的 定义 还 为 时 过 早 。 

在 第 2 章 中 引进 的 Hausdorff 维 数 Dn 和 容量 维 数 D. 以 及 信息 量 维 数 DEN 
之 间 是 用 不 等 号 联系 起 来 的 。 如 果 从 要 求 出 整齐 的 分 维 的 立场 出 发 ,希望 能 用 等 号 
把 这 些 量 联系 起 来 ,但 如 果 站 在 想 把 具有 相同 分 形 维 数 的 集合 作 更 详细 分 类 的 立场 
上 ,那么 最 好 是 不 要 使 这 些 量 成 为 等 号 关系 。 这 是 因为 当 集 合 具有 同一 Hausdorff 
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维 数 时 ,如 它们 的 信息 量 维 数 取 不 同 的 值 , 那 么 就 可 以 根据 信息 量 维 数 , 对 这 些 集合 
进行 分 类 。 如 果 从 这 一 观点 出 发 ,能 取 不 同 值 的 高 次 分 形 维 数 越 多 ,就 越 便于 将 相似 
的 集合 详细 区 分 开 来 。 下 面 介绍 一 个 定义 无 限 次 的 高 次 分 形 维 数 的 方法 。 

假定 在 d 维 空间 中 ,点 呈 概 率 分 布 ， 就 如 定义 信息 量 维 数 那样 ,假定 把 空间 分 
BRAKA e 的 4 维 立方 体 ,并 且 假 定点 进入 每 个 立方 体内 的 概率 为 p;。 对 任意 的 
TER aC D ,利用 下 式 定 义 次 数 q 的 信息 量 Ts)， 


1 q 
LO = jh Dp (12, 6) 
对 于 这 个 量 , 当 e>0 时 ， 
|. I,Ce) 
D, = lim aro (12.7) 


就 可 以 把 上 式 决定 的 D, 称 为 9 次 的 信息 量 维 数 。 这 个 量 是 把 信息 量 维 数 广义 化 后 
的 量 ,这 是 因为 如 果 考 虑 qom 1 极限 时 ,根据 好 一 exp(qln p;), 可 以 得 到 


1 "NE L | l 
ra » -lim| in | 82 pin p.)| 
—— Spin bi (12. 8) 


厂 (e) 与 普通 的 信息 量 一 致 。 另 外 ,不 仅 如 此 , 当 e 一 十 0 时 ,这 个 量 与 容量 维 数 一 致 。 
这 是 因为 


lim 


limp? = (9 Cp; = 9) 
mr (1 (520 
所 以 ，》)p? 只 能 等 于 包含 点 的 小 立方 体 的 数目 NG). 

就 像 上 面 那样 ,虽然 当 q—0 M.D, 为 容量 维 数 ; 当 q— 1 时 ,D, 为 信息 量 维 数 ; 
但 当 q> 且 为 整数 时 ,D, 具有 下 述 的 物理 意义 是 可 能 的 。 如 果 考 虑 的 是 从 M 个 点 
{zx} 中 ,相互 之 间距 离 为 e 以 下 这 样 的 g 个 点 的 组 合 (za sna ron ,并 且 假 定 那样 
点 的 组 合 数目 为 N,(e) ,那么 ,就 可 如 下 定义 被 称 为 次 数 q 的 相关 积分 的 量 : 


(12. 9) 


C, Ce = limM* e N, Ce) (12. 10) 
此 时 ,因为 C, Owe ATD, Ce ; 的 关系 成 立 , 如 果 能 满足 下 式 这 样 的 宕 法 则 ， 即 
C, Ce) cc e^ (12.11) 

时 ,那么 就 可 像 下 面 这 样 用 等 号 将 D, Fl v, 连结 起 来 : 
»—Q-—D-*D, (12.12) 


公式 中 的 指数 w 被 称 为 次 数 g 的 相关 指数 。 特 别 是 在 计算 混沌 中 奇异 吸引 子 的 分 
形 维 数 时 (=D) BAK MAAN. FRA E e 的 点 的 总 数 可 以 定量 地 表示 随 


e 变化 的 比例 。 这 个 量 显然 与 在 4. 1 节 中 所 介绍 的 用 相关 函数 求 出 的 分 形 维 数 几 乎 等 价 。 


4 次 的 信息 量 维 数 D, 具有 两 个 重要 的 性 质 , 一 个 是 4 MAM D 越 小 , 即 通常 满 
足下 列 不 等 式 , 即 


D: >D; (q«q) (12.13) 
根据 这 个 不 等 式 , 特 别 是 当 g=1,2,3 时 ,下 列 关系 成 立 , 即 
D. > D >» (12.14) 
一 般 地 ,Hausdorft 维 数 Dy AA D. >D zz D; ATLA q 次 的 相关 指数 v, 一 般 比 Dy 小 
或 者 相等 ( 当 点 在 欧 几 里 得 空间 R 中 均匀 地 分 布 时 ,对 所 有 的 q20, A D, =d). 

另 一 个 重要 的 性 质 是 , 当 变 形 是 根据 可 微分 的 映射 产生 时 , 则 D, 是 不 变 的 。 如 
果 空 间 急剧 变形 达到 不 可 能 微分 的 程度 ,那么 ,除了 刚才 介绍 的 拓扑 维 数 Dt 外 ,其 
余 的 量 就 完全 改变 了 。 但 是 ,当空 间 圆 滑 地 牌 扭 得 不 太 厉 害 时 , D, 是 不 变 的 。 

到 目前 为 止 ,解析 欧 几 里 得 空间 中 集合 的 维 数 时 ,虽然 都 是 以 通常 的 距离 
(r 二 VXxi 十 如 十 … 十 x ) 为 基础 ,但 通常 的 距离 并 不 一 定 对 所 有 的 问题 都 合适 。 例 
如 ,现在 来 考虑 一 下 在 5.7 节 所 介绍 的 在 格子 上 的 渗流 。 在 这 种 情况 下 ,作为 一 个 连 
结 育 集中 的 两 点 间 的 距离 , 它 不 是 通常 的 距离 ,把 它 看 成 为 连结 两 点 的 边 数 的 最 小 值 
反而 更 具有 物理 学 的 意义 。 这 是 因为 被 放置 在 某 格 点 上 的 电子 只 能 在 被 连结 的 边 上 
移动 ,因此 ,连结 两 点 的 边 数 越 少 ,就 越 能 飞快 地 在 这 两 点 之 间 移 动 。 当 考虑 这 样 的 
问题 时 ,利用 连结 的 边 数 n, 从 某 点 可 到 达 的 格子 点 的 数目 N(n) 就 是 最 基本 的 量 。 


当 N(n) 以 nn 的 取 短 增加 时 ,连结 格子 点 的 广 延 是 分 形 的 。 这 时 ,把 由 下 式 定义 的 户 
称 为 广 延 维 数 


N(n) oc n? (12. 15) 
像 这 样 在 连结 的 格子 点 上 定义 的 维 数 , 当然 与 它 填 进 
的 空间 无 关 。 所 以 ,在 平面 上 描绘 的 图 形 的 维 数 超过 
2, 也 是 完全 可 能 的 。 比 如 ,在 图 12. 3 中 所 表示 的 被 称 
为 Cayley 树 图 形 的 情况 下 ,如 果 假 定 n 一 oo 时 ,就 可 确 


定 D==co。 在 处 理 格 子 体系 问题 时 , 广 延 维 数 往往 具有 
重要 意义 。 
在 第 2 章 和 本 节 中 介绍 了 限 多 不 同 定义 的 维 数 ,有 
时 常 把 它们 笼统 地 称 为 分 形 维 数 。 下 面 简略 地 说 明 -一 图 12.3 Cayley 树 ”实际 的 
下 这 些 维 数 的 数值 之 间 的 关系 。 除 了 谱 维 数 和 广 延 维 分 校 无 限 地 继续 不断 
数 外 ,其 他 所 有 能 取 非 整数 的 维 数 都 大 于 Dr (拓扑 维 数 ) 而 小 于 4d( 欧 几 里 得 维 数 ) 
Dr S D, DsDu Des Di, Da Di S d (12. 16) 
RP D 代表 分 形 维 数 , 它 没有 严格 的 定义 ,是 能 取 非 整数 值 维 数 的 代表 。 常 把 它 与 
Hausdorff 维 数 或 容量 维 数 同样 看 待 。 对 于 填 满 欧 几 里 得 空间 那样 的 集合 , 因为 
Di; 一 ,所 以 这 些 维 数 都 取 同一 数值 。 另 外 ,下 列 不 等 式 成 立 
D. > Dr DD, (a>) (12.17) 
D, > Dy (12. 18) 
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xXO2. 180 8 D, 和 Da 不 相等 是 指 考虑 实数 轴 上 的 有 理 数 的 集合 的 时 候 。 有 理 数 的 
集合 是 自 相似 的 ,而 且 D., 二 1; 但 因为 有 理 数 是 可 数 集合 ,所 以 就 有 Du 二 0。 对 此 ,有 
理 数 的 容量 维 数 D. 二 1。 一 般 地 定义 D. 时 ,预计 有 下 列 关系 
D, = D, (12. 19) 

那么 ,如 果 把 所 考虑 的 集合 的 闭 包 ( 指 包含 A 的 所 有 闭 集 合 的 全 集 ) 作 为 对 象 , 则 下 
式 成 立 

D, = D, = Du (12. 20) 
当 处 理 实际 存 在 的 物体 时 ,因为 只 考虑 闭 集合 就 足够 了 ,所 以 ,可 认为 式 (12. 20) — $E 
是 成 立 的 。 


因为 广 延 维 数 DD 与 被 填 进 的 空间 完全 无 关 , 而 仅 取决 于 点 的 连接 ,所 以 ,一 般 与 
其 他 维 数 无 关 。 但 是 ,如 果 把 点 只 限于 Ro 中 的 格子 点 上 ,那么 下 列 关 系 成 立 


D, > D (12.21) 
这 是 因为 不 管 哪 一 个 量 都 是 由 在 某 距离 以 内 点 的 数目 而 决定 的 维 数 , 所 以 一 般 的 距 
离 总 是 比 用 边 的 数目 定义 的 距离 要 小 。 

最 后 再 看 一 下 潜在 维 数 D* 。 如 果 空 间 维 数 是 二 维 以 上 ,那么 布 裔 运动 轨迹 的 
Hausdorff 维 数 就 成 为 Ds 一 2, 这 是 大 家 都 知道 的 ,但 空间 维 数 在 2 以 下 也 把 轨迹 的 
维 数 认定 为 2 时 ,一 般 就 不 容易 为 人 们 所 接受 。 因 此 ,引进 一 个 新 的 潜在 维 数 D*， 
使 它 成 为 D" =2 就 便利 多 了 。 潜 在 维 数 可 取 负 值 ， 也 可 取 比 空间 维 数 4 大 的 值 ， 它 与 
Hausdorff 维 数 之 间 的 关系 如 下 

0 (D' <0) 
Dy —4D' (0<D* <d) (12. 22) 
d (D'md 


12.2 多 重 分 形 


分 形 概念 揭示 
形体 包括 物理 系统 的 混沌 和 由 非 线性 动力 学 控制 的 海岸 线 .闪电 、 RARE. P 
1.3 节 所 述 , 标 度 不 变性 是 指 这 些 几 何 形体 在 动力 学 演化 过 程 中 或 在 某 一 时 刻 ,在 一 
定 的 标 度 尺 度 范围 内 ,其 相应 的 测度 不 随 尺 度 的 改变 而 变化 。 人 们 通过 对 各 类 分 形 
结构 的 深入 研究 ,已 经 分 别 定义 了 各 种 分 形 维 数 。 分 形 维 数 是 在 分 形 意 义 上 由 标 度 
关系 得 出 的 一 个 定量 的 数值 ,但 在 事实 上 , 它 除 了 标志 着 该 结构 的 自 相 似 构 造 规律 
外 ,并 不 能 完全 揭示 出 产生 相应 结构 的 动力 学 过 程 。 近 年 来 的 研究 结果 表明 ,就 分 形 
几何 学 而 言 , 实 际 上 并 不 像 研究 初期 所 想象 的 那样 ,存在 着 一 个 普 适 的 分 形 维 数 。 人 
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们 发 现 , 仅 用 一 个 分 形 维 数 来 描述 经 过 复杂 的 非 线 性 动力 学 演化 过 程 而 形成 的 结构 
显然 是 不 够 的 。 而 且 ,在 各 个 复杂 形体 的 形成 过 程 中 ,其 局 域 条 件 是 十 分 重要 的 ,不 
同 的 局 域 条 件 或 者 由 涨 落 引起 的 参量 的 波动 是 造成 这 类 形体 的 形态 各 异 的 主要 原因 
之 一 。 众 所 周知 ,在 大 多 数 的 物理 现象 中 ,系统 的 行为 主要 取决 于 某 个 物理 参量 ( 通 
常 是 标量 ,如 几率 、 电 位 差 . 压 力 .浓度 等 ) 的 空间 分 布 。 因 此 ,如 果 考 虑 分 形体 的 物理 
本 质 , 在 与 分 形 生长 有 关 的 现象 中 也 应 存在 着 类 似 的 某 个 量 的 空间 分 布 。 为 了 进 一 
步 了 解 在 分 形体 形成 过 程 中 局 域 条 件 的 作用 , 人们 提出 了 多 重 分 形 Cmultifractal 
approach) ,也 称 为 分 形 测度 (fractal measure), 它 所 讨论 的 主要 是 某 个 参量 的 几率 
分 布 。 

多 重 分 形 也 被 译 为 “多 标 度 分 形 ”“ 复 分 形 ” 等 , 它 被 用 来 表示 仅 用 一 个 取决 于 整 
体 的 特征 标 度 指数 ( 即 分 形 维 数 ) 所 不 能 完全 描述 的 奇异 概率 分 布 的 形式 ,或 者 说 用 
一 个 谱 函 数 来 描述 分 形体 不 同 层次 的 生长 特征 ,从 系统 的 局 部 出 发 来 研究 其 最 终 的 
整体 特征 。Mandelbrot 在 1974 年 首先 指出 ,在 流体 发 生 汕 流 时 ,观察 到 了 这 种 多 重 
标 度 特性 !*o1 ,他 在 “自然 界 的 分 形 几何 学 一 书 中 ,用 * 非 间 承 的 *Cnon-lacunary) 一 
词 来 描述 这 一 现象 ("1 。 此 后 ,Grassberger、Hentschel 和 Procaccia 在 研究 奇异 吸引 
子 时 发 展 了 这 一 概念 ,并 给 出 了 现在 通常 使 用 的 数学 公式 '””。 而 把 这 一 概念 用 于 
实验 观测 结构 的 分 析 是 Frisch, Parisi 和 Benzi 等 在 1985 年 左右 完成 的 ?31 。 
Halsey 等 较为 系统 地 将 这 一 理论 用 于 研究 包括 有 限 扩散 凝 紊 (DLA) 集 团 在 内 的 分 
WERT, 

多 重 分 形 所 涉及 的 问题 是 某 个 参量 的 概率 分 布 , 这 点 和 统计 物理 的 正则 分 布 ( 具 
有 确定 的 粒子 数 、 体 积 和 温度 的 系统 处 在 某 微观 状态 上 的 概率 分 布 ) 是 类 似 的 。 据 
此 ,可 把 多 重 分 形 参 量 与 热力 学 和 统计 物理 有 关 参 量 进行 类 比 ,从 而 提供 研究 多 重 分 
形 的 一 种 较 有 效 的 方法 。1986 年 以 来 ,有 关 多 重 分 形 理论 及 其 应 用 报道 不 少 ,也 建 
立 了 多 重 分 形 的 一 些 热力 学 公式 ,但 未 见 其 参量 与 热力 学 和 统计 物理 参量 的 对 应 关 
系 及 有 关 参 量 物理 意义 的 报道 。 康 承 华 对 此 进行 了 较 系统 的 全 面 的 类 比 , 找 出 了 它 
ATH SA HAAT EAEE 。 

CD 描述 多 重 分 形 的 参量 

多 重 分 形 描述 的 是 分 形 几何 体 在 生长 过 程 中 不 同 层 次 和 特征 。 把 所 研究 的 对 象 
分 为 N 个 小 区 域 , 设 第 i 个 小 区 域 线 度 大 小 为 L;, 分 形体 生长 界面 在 该 小 区 域 的 生 
长 概率 为 P. ,不 同 小 区 域 生长 概率 不 同 , 可 用 不 同 标 度 指数 a; 来 表征 。 


P,=Le® (i= 1,2,3,.…,N) (12, 23) 
GRE L 的 大 小 趋 于 零 , 则 式 (12. 23) 可 写 为 
. InP 

= — 12.24 

a = lim iL (12. 24) 


3& (12. 24) d& UH ,a 是 表征 分 形体 某 小 区 域 的 分 维 , 称 为 局 部 分 维 , 其 值 大 小 反映 了 该 
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ay 


(Arg) 
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小 区 域 生 长 概率 的 大 小 。 若 实验 测 出 P. BD RISK Hi a。 

多 重 分 形 用 a 表示 分 形体 小 区 域 的 分 维 , 由 于 小 区 域 数目 很 大 ,于 是 可 得 一 个 由 
不 同 a 所 组 成 的 无 穷 序列 构成 的 谱 并 用 f Coo RMR. fla) Ala 是 描述 多 重 分 形 的 
一 套 参 量 ,/(a) 又 被 称 为 奇异 谱 。 

我 们 也 可 从 信息 论 的 角度 选择 另 一 套 描述 多 重 分 形 的 参量 。 把 式 (12. 23) 两边 
ERR 9 次 方 并 取 和 和 得 


N N 
DPI = DEL = XG) (12, 25) 
g KK BED, 的 定义 为 
oq: 1 .ln X(g) 
D, lim 7 In L 
q 7 D, 就 是 描述 多 重 分 形 的 另 一 套 参 量 , 这 在 12. 1 节 中 已 经 讨论 过 了 。 这 两 套 参 
量 间 的 联系 为 Legendre 变换 


= DQ) 《12.26) 


D, = Hle — fla] (12. 27) 


或 f(a) 二 qa 一 r(g) (其 中 (gq) 一 (g 一 1)D,) (12. 28) 
由 式 (12.27) 知 ,车 已 知 a 及 其 谱 f(a) 则 可 求 出 D,; 由 式 (12.25) 与 (12. 26) 可 
见 , 若 实验 测 出 已 也 可 求 得 D,。 若 求 得 D M o 可 由 下 式 求 出 


ag) = Seq) = Arcg— 1)D,] (12, 29) 
dq dg 


再 利用 式 (12.27) 可 求 出 fa). 
式 (12.27) 和 式 (12. 29) 是 研究 多 重 分 形 很 有 用 的 公式 。 
(2) Z3 ACRI SL PR 
在 统计 物理 中 ,有 玻 耳 效 曼 关系 


S = KlnqQ (12. 30) 
AP K—1.38X10 2J/K, £r 3 EL 25 S8 8 H8 0 称 为 系统 的 微观 状态 数 。 
1988 ^fi E JE CKohmoto) 3| A T J^ XE GREC Qte,a) ,其 定义 为 [2 
QG.a)— In (e.a) (12.31) 


RP n 为 大 数 ,s 是 对 应 线 度 L; 的 标 度 指数 。L; 二 e "QC o0 deda 是 多 重 分 形 指数 
位 于 (e,e 十 de) 和 (a,a 十 da) 内 填充 球 数 。f(a) 和 Q(e,a) 的 联系 为 


20 p NnQ(e,a) 
fla) lim " (1) (12. 32) 
X02. 320 && sr Y J- SCIES Pa Ae 3B 2 TE. f(a) 的 联系 。 
比较 式 (12. 31) (5X C12. 32) 可 知 A Ce a EK, Fa) 也 越 大 ,这 说 明 研究 对 象 
越 粗 糙 , 越 复杂 , 越 不 规则 , 越 不 均匀 。 因 此 ,jc) 的 物理 意义 是 研究 对 象 粗糙 程度 、 


复杂 程度 、 不 规则 程度 .不 均匀 程度 的 度量 
信息 维 D, 和 信息 Sn 的 联系 为 


D; = lim 一 一 一 一 


(12. 33) 


RF C 为 常数 ,L ARE GRE E RS RO, 

比较 式 (12. 32) AER C12. 33) IAN, D, 和 f(a) 对 应 ,Sn 和 Q(e,a) 相 对 应 。 信 息 
Sn AAT WM S 的 推广 ， 而 统计 物理 炉 S 是 信息 ES 的 特例 ， 因此 称 Qe, a) 
JA” SCR eR CIAR er ie A 

IE Pest C12. 32) RISE C12. 33) 还 可 知 ,D:; 是 f(a) 的 特例 。 事 实 上 ,由 式 (12. 27) 
可 知 ,g 二 0 BL. D, =D = f(a); 车 gq 二 1 Bf fla) =a 的 值 D;, 因 此 多 重 分 维 f(a) 是 简 
单 分 维 D, 和 D 的 推广 ,D。 和 Di 是 Ac) 的 特例 。 

由 式 (12. 32) 可 知 ,多 重 分形 理 论 中 的 f(a) Jc RH IE RE 9 ee BA SCARE ES 
Qe ra) J& 3 7] FA BST BD ET 

G) q 次 信息 维和 广义 自由 能 

f Ca RI SCRI PRG Q(e,a) 相 对 应 ,下 面 将 看 到 gq 次 信息 维 D, 和 广义 自由 能 
Glg) 相 对 应 。 

在 统计 物理 中 ,计算 配 分 函数 是 非常 重要 的 。 若 已 知 配 分 函数 ,所 有 重要 热力 学 
量 均 可 求 得。 正则 分 布 的 配 分 函数 Z 和 自由 能 下 的 联系 为 


1 
gln Z 


式 中 path, 本 分 别 为 玻 耳 兹 曼 常 数 和 热力 学 温度 )。 


F =— (12. 34) 


在 多 重 分 形 理论 中 ， 定义 配 分 函数 XCD) D P! ,定义 广义 自由 能 GQ) 


G(q) =— Lin X(q) (12. 35) 
ng 


利用 式 (12. 26), 20012. 28) 与 式 (12. 35) 可 得 


cQ) = D,(— 1) = lim mag 

In (I) 
st (12. 36) 表 明 ,r(o) 或 D, 和 广义 日 由 能 有 联系 。 

dE 38 Hy SERVE V E p HS B HE eR A EU li SA Be aS Fe (SI 
ARDARA CG. A AED Je AR EE BIE Og 27 48. THEE ,在 多 重 分 形 
理论 中 ,由 于 D, 包含 了 分 形 理论 所 涉及 的 全 部 维 数 ,同时 由 于 D, 容易 测量 , 若 测 得 
T D, 值 ,就 可 通过 式 (12. 29) 得 到 alg), 进 而 申 式 (12. 27) 来 得 到 f(a)。 因 此 ,多 重 
分 形 理论 中 某 些 问题 使 用 9 SD, 来 描述 也 是 方便 的 。 


(12. 36) 


Ap 


(ENH) 


在 多 重 分 形 理 论 中 ,利用 式 (12. 23) 及 配 分 函数 X(gq) 的 定义 可 得 


xo = XP = DE)’ ji (12. 37) 
在 统计 物理 中 ,正则 分 布 的 配 分 函数 Z 的 定义 为 
Z= ef = (et (12. 38) 


式 中 B=, e 为 正则 系统 处 于 第 S 状态 的 能 量 。 比 较 式 (12. 370 与 式 (12. 38) T 


知 , 多 重 分 形 参 量 w( 标 度 指数 ) 和 正则 系统 的 能 量 s, 相对 应 ,多重 分 形 的 参量 g ME 
则 系统 的 8 相对 应 。 又 据 式 (12. 340 与 式 (12. 35) ,确切 地 说 ,8 应 和 ng 相对 应 。 再 据 


式 (12. 30) 与 式 (12. 31) T W n -xf s E q 应 和 温度 工 的 倒数 相对 应 。 


的 确 , 在 多 重 分 形 理论 中 ,一 维 映 象 的 内 能 U(g) 可 表 为 
Ut) = lim aln gun 
RP g A AERA Xu g XO BJ PUR BE. Zn 为 配 分 国 数 。 在 统计 物理 中 ,正则 
系统 内 能 UC DRA 


(12. 39) 


din Z 
ap 

式 中 B- ip 为 正则 系统 的 配 分 函数 。 比 较 式 (12. 390 5 35 C12. 40) ,ng 确 和 8p 相对 
应 。 

(5) fa) RAE A — KA RE CE AE AE 

在 热力 学 中 ,一 级 相 变 的 特征 是 : 相 变 时 两 相 的 化 学 势 连续 ,但 化 学 势 的 一 阶 偏 
导数 不 连续 (突变 ) , 即 在 某 一 临界 温度 T. hb SARE., 

在 多 重 分 形 理论 中 ,所 谓 相 变 是 指 系统 发 展 到 一 定 程 度 后 , f(a) 不 连续 。 此 时 
有 一 临界 值 9.。 对 一 维 映 象 ,在 qg =1 处 有 

flag] = : um 5 (12.41) 

3X O2. 4D iE E gq. = 1 处 , f(a) 有 突变 。 据 式 (12. 32) RHA” SC ER C Q(e,a) 也 有 
R278 PORT MA 7] 2 ep il Se ERK ioc Ie E 3E 3E PRG T B] — ERR SE. 

由 上 面 的 讨论 可 得 如 下 三 点 结论 : 

D 多 重 分 形 理论 的 参量 与 热力 学 和 统计 物理 参量 有 对 应 关系 。 

O 把 多 重 分 形 理论 与 热力 学 和 统计 物理 进行 热力 学 类 比 , 可 对 多 重 分 形 的 参量 
物理 意义 有 较 深 刻 的 理解 与 体会 。 

Q 对 多 重 分 形 进行 热力 学 类 比 , 为 进一步 分 析 分 形体 的 特征 提供 新 的 途径 。 


U(g 一 一 


(12.40) 


综 上 所 述 ,多 重 分 形 描述 的 是 一 个 具有 标 度 特性 的 分 形 几 何 体 在 生长 过 程 中 不 
同 层 次 的 特征 。 每 一 个 不 同 的 层次 用 不 同 的 参量 来 表示 ,这 些 不 同 的 参量 构成 一 个 
集合 。 为 了 在 数学 上 对 这 样 的 集合 在 分 形体 上 的 分 布 进行 定量 描述 ,多 重 分 形 理论 
假设 所 讨论 的 对 象 的 每 一 个 层次 都 具有 标 度 性 。 因 此 ,可 以 将 研究 的 对 象 分 成 不 同 
线 度 的 小 区 域 并 将 具有 生长 概率 的 那些 区 域 用 特征 标 度 指数 a 来 表征 ,这 样 就 得 到 
了 一 个 由 不 同 的 “组 成 的 集合 性 7 。 

为 了 理解 这 样 一 个 集合 的 物理 意义 ,可 以 考虑 一 个 在 自然 界 中 形成 的 分 形体 的 
实际 情况 ,如 以 海岸 线 为 例 , 两 段 完全 相同 的 海岸 线 是 不 存在 的 。 因 此 ,可 以 理解 ,在 
我 们 所 选取 的 研究 对 象 上 的 两 个 相同 大 小 但 不 同位 置 的 小 区 域 中 的 情况 是 各 不 相同 
的 ,因而 用 来 描述 它们 的 参量 a 也 是 不 一 样 的 。 此 外 ,由 于 这 样 的 小 区 域 的 数 是 通常 
是 很 大 的 ,从 而 由 这 些 a 所 组 成 的 集合 可 以 看 作 是 由 一 个 无 限 的 序列 构成 的 ,这 一 个 
序列 构成 了 一 个 谱 f(a), 它 的 性 质 反映 了 所 研究 的 问题 的 某 种 有 区 别 的 特性 。 

在 有 具体 研究 一 个 分 形体 的 生长 特性 时 ,必须 将 f(a) 与 可 观测 的 量 相 联系 。 对 于 
生长 现象 ,容易 想到 ,生长 概率 或 其 他 定义 在 结构 上 的 具有 概率 性 质 的 某 种 测度 ,如 
归 一 化 的 质量 .电荷 等 是 一 个 可 以 观测 到 的 量 , 而 且 它 也 决定 了 所 划分 的 小 区 域内 的 
标 度 指数 。 如 果 将 生长 概率 作为 可 观测 量 , 但 它 并 不 能 直接 与 /(a) 相 联系 ,因为 
fla) 只 表征 了 a 的 奇异 值 所 在 集合 的 差别 ,因而 它 只 与 gq 次 信息 量 维 数 DD, MKS. 
由 式 (12. 25) 和 式 (12. 26) 可 知 ,由 实验 测 出 生长 概率 P,, 即 可 求 得 D,。 再 由 
式 (12. 29) 求 出 ec, 由 式 (12.27) 求 出 f(a)。 

对 于 一 个 分 形体 的 演化 过 程 , 如 DLA EK EB RAF HK OR 
生长 的 前 沿 部 分 。 在 一 个 真实 的 生长 过 程 中 ,这 些 活跃 区 域 的 局 域 条 件 是 各 不 相同 
的 。 图 12. 4 是 DLA 凝聚 体 的 D, 曲线 和 (a) 曲线 。 
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图 12.4 DLA 凝聚 体 的 D, 曲线 和 f Coo HA 
(a) DLA 凝聚 体 的 D, 曲线 ; Cb) DLA 凝聚 体 的 fC 曲线 
一 般 地 , ro) 是 一 个 凸 曲线 ,其 峰值 f Cao) — D, ,就 是 通常 所 说 的 分 形 维 数 。 在 
曲线 的 末端 处 斜率 为 无 穷 大 。 而 f (a) 二 a BUE Di , 即 信息 维 数 。 
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多 重 分 形 理论 在 描述 分 形体 的 几何 特征 时 的 意义 ,特别 明显 地 表现 在 当 单 个 分 
形 维 数 对 所 关心 的 问题 的 描述 失效 时 。 例如 , 当 两 个 分 形体 的 分 形 维 数 在 数值 上 十 
分 相近 而 其 几何 形态 却 大 不 一 样 时 , 单 标 度 的 分 形 理 论 显然 无 能 为 力 。 下 面 以 yy 模 
KI (5—2) fll Botet-Jullien 模型 所 获得 的 分 形 集团 为 例 ( 见 图 12.5), q 模型 即 广义 
DLA 模型 ,按照 这 个 模型 ,在 集团 任 一 周 界 点 XX 处 的 生长 概率 正比 于 Laplace 场 的 


梯度 , 即 


P,G) œ| Bx) |" (12. 42) 


7 模型 的 分 形 维 数 依赖 于 参量 7。 


(a) (b) 
2.0 
eee pe MN 
[Po _ 
e un" 
~aol’ *, 
. . 
. a 
. 
e. e 
1 1 
ony 4 6 *8 10 
[$4 


K 12.5 了 模型 和 Botet-Jullien 模型 产生 的 分 形体 
(a) 7 模型 产生 的 分 形体 ;(b) Botet-Jullicn 模型 产 咎 的 分 形体 ; (ce) 与 (a) 和 (bp) 所 示 分 形体 相对 应 的 多 重 分 形 谱 


Botet-Jullien 模型 是 以 稳定 (平衡 ) 的 方式 来 产生 凝聚 集团 的 ,7 模型 却 是 非 乎 衡 
的 。 从 图 12.5(a) 和 (b) 中 可 以 清楚 地 看 到 ,这 两 个 分 形 集团 的 几何 特征 具有 相当 大 
的 差别 ,但 它们 的 分 形 维 数 却 是 几乎 相同 的 。 上 面 已 经 指出 ,它们 的 形成 机 制 是 完全 
不 同 的 ,因此 单 标 度 分 形 理论 在 本 例 中 是 不 能 区 别 地 描述 这 两 个 模型 产生 的 分 形 
集团 。 

但 是 ,从 图 12.5(c) 中 可 以 看 到 ,在 这 两 个 分 形 集团 的 多 重 分 形 谱 上 却 清 楚 地 反 
映 了 它们 的 差别 。 由 Botet-Jullien 模型 得 到 的 集团 的 屏蔽 区 和 生长 区 的 面积 是 相当 
的 , 即 被 屏蔽 的 点 和 生长 点 的 比 接近 于 1, 从 而 这 个 集团 几乎 是 无 屏 珊 地 生长 的 , 因 


此 它 应 当 是 "平衡 态 ”; 而 7 了 模型 的 屏 藏 区 则 远 远 大 于 生长 区 ,显示 了 其 " 非 平 衡 ” 的 性 
质 。 这 里 的 “平衡 与 “ 非 平衡 "的 物理 意义 之 一 是 其 生长 概率 分 布 为 均匀 或 不 
鬼 匀 01237854 。 


12.3 分 形 子 与 无 序 系统 


12.3.1 分 形 固体 的 振动 (分 形 子 的 引入 ) 


我 们 考虑 无 序 体系 (分 形 结构 固体 ), 在 长 度 /范围 内 为 自 相 似 的 ,7 处 在 它们 的 
粒子 (或 分 子 ) 大 小 4 和 它们 的 相关 长 度 & ieee, gH 和 固体 是 均匀 的 。 殿 


aN 


型 地 ,在 实际 固体 里 , 比 /a 最 多 是 大 约 10 ,是 由 于 热 振 动 与 引力 稳定 性 所 施加 的 影 
Wi. 长波 声 学 振动 ,波长 ATH EL UE g= T RE v= ow/q, 声 学 声 子 的 态 密度 


Na Coo ow! ,d 是 嵌 人 空间 的 欧 几 里 得 维 数 。 平 面 波 激发 是 被 固体 的 不 均匀 而 散 
射 。 PUn a RIE 这 成 为 增 宽 的 主要 机 制 ,引导 出 一 个 弹性 线 宽度 Pccw 或 散射 
E 。 因 此 ,平面 波 不 是 振动 的 本 征 模 ,后 者 是 安德森 意义 的 局 域 态 ,具有 

" w Vn E ,一 日 达到 渡 越 (crossover) 频 率 wa .此 时 gf 二 1， 这 一 点 上 ， 
人 们 希望 此 波 也 变 得 很 强烈 地 散射 ,具有 sls1, 这 后 一 条 件 相 应 于 所 谓 loffe- 
Regel 极限 .进入 一 个 具有 TT 一 ww 的 新 状态 。 在 这 点 附近 或 超出 这 一 点 ,有 关 振 动 的 
所 有 长 度 标 度 是 期 望 归 结 为 一 个 ,qls 守 ql 之 ql 王 1, 此 处 /是 测 出 激发 的 空间 范围 。 
这 些 激发 被 称 为 分 形 子 (fracton)。 它 们 的 态 密 度假 设 以 w 标 度 , Ni Co) Cw! !. 3X 

是 称 为 谱 维 数 , 不 同 于 D( 分 形 的 Hausdorff O. d <DE 2.3 节 中 , 谱 维 数 
H DER) KEER: XR SIE FAE w. 其 关系 为 wl U" 。 分 形 子 是 强烈 地 
局 域 化 的 本 征 模 , 当 频率 进一步 增加 ,第 二 个 渡 越 在 wo 发 和 牛 , 标 志 分 形 子 范围 的 结 
WR. We ar CE/ o2. 

分 形 结构 的 振动 性 质 可 由 频率 w 来 表征 。 利 用 模式 特征 长 度 1 来 建立 色散 关系 
w=alar) ,人 在 4 污 E 和 XE 之 间 有 一 个 从 均匀 色散 关系 到 分 形 色 散 关 系 的 渡 越 。 分 形 
结构 上 振动 激发 从 长 波长 (低频 ) 声 子 到 短波 长 (高 频 ) 分 形 子 之 间 渡 越 的 概念 首先 由 
Alexander 和 Orbach Ji t 2192792891, 


12.3.2 分 形 子 的 实验 观察 


Alexander 和 Orbach 提出 了 无 序 系统 振动 态 强 烈 局 域 化 ( 称 为 分 形 子 ) ,那么 如 
何 从 实验 上 来 观察 验证 ? 1985 年 加 拿 大 Queen 大 学 M.C. Maliepaard 等 做 了 烧结 
铜 粉末 在 低温 下 超声 语 减 测量 ,发 现 对 于 长 波长 端 ,超声 衰减 是 低 的 。 振 动 模 是 用 声 
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子 来 描述 .以 比 块 状 金属 “ 软 ” 的 声 子 速度 来 传播 。 他 们 发 现 ; 当 波 长 变 短 时 ,超声 信 
号 通过 烧结 体 突 然 减 少 。 后 来 ,J. H. Page 等 改进 实验 装置 ,采用 相干 灵敏 传感器 来 
作 多 孔 钢 粉末 烧结 体 的 超声 衰减 随 频 率 变 化 的 实验 研究 ,得 到 衰减 对 超声 频率 反常 
宕 规律 依赖 关系 ,与 由 渗流 体系 激发 谱 理 论 预 言 可 定量 好 比较 。 观 察 到 渗流 相关 长 
度 的 三 们 的 因子 内 ,在 长 度 上 局 域 化 开始 ,这 是 作为 声 子 -分 形 子 渡 越 。 在 渡 越 频率 
处 ,粉末 烧结 体 的 振动 态 密度 有 一 突变 ,不 是 金属 块 状 里 普通 声 子 吸收 机 制 ,而 是 由 
于 强烈 局 域 化 的 分 形 子 的 吸收 。 

在 无 序 稀土 反 铁 磁体 Mn. Zn F: 的 实验 中 ,稀土 反 铁 磁体 形成 最 完美 的 渗流 
网 络 ,振动 激发 是 局 域 化 磁 振 子 。R. A. Cowley 和 合作 者 特别 做 了 这 方面 的 工作 。 
磁性 原子 Mn 随机 地 替代 非 磁 性 原子 Zn, 使 得 系统 与 bec 结构 上 的 格 点 渗流 问题 
相 联 系 。 实 验 是 在 T 王 5 K 时 对 (Mno ;Zn ;)F; 单 晶 进行 高 分 辩 非 弹性 中 子 散 射 研 
究 , 已 揭示 自 旋 波 在 区 域 中 心 相当 尖锐 。 实验 结果 表明 存在 磁 振 子 -- 一 分 形 子 

T. Freltoft 等 在 经 过 羟基 化 处 理 的 二 氧化 硅 晰 粒 形成 的 烟 粒 聚集 体 上 进行 冷 中 
子 非 弹 性 非 相 干 散射 实验 ,第 一 次 直接 观察 到 分 形 子 态 密度 ,反映 出 从 德 拜 幸 谱 
Nw) oca! 的 显著 偏离 ,并 得 到 =1.8 和 2.1。 这 些 都 大 于 4/3 的 理论 值 。 应 该 指 
出 的 是 ,与 前 面 提 到 的 材料 不 同 ,这 种 二 氧化 硅 颗粒 聚集 体 样品 确实 具有 分 形 结构 ， 
其 分 维 由 小 角 中 子 散 射 确定 7D = 2.1640.1, 

凝 胶 里 分 形 子 的 观察 ; 1987 年 以 来 ,瑞士 的 下 . Courtens, E. Stoll 和 法 国 的 Rene 
Vacher 等 致力 于 研究 分 形 结 构 也 已 清楚 地 表征 了 硅 气 凝 胶 (silicaaerogel)。 用 可 见 
光 的 布 里 渊 (Brillouin) 散 射 , 在 实验 上 第 一 次 测 得 分 形 子 色 散曲 线 wg?! (q 为 波 
撩 )。 下 面 以 中 性 反应 制备 的 材料 为 研究 对 象 。 中 性 反应 制备 的 凝 胶 具 有 ont 
0. 3 um 用 可 见 光 的 布 里 渊 散射 来 研究 ,发 现 所 有 的 点 都 聚集 在 曲线 o — g^" 上， 从 
曲线 可 知 D, /d 一 1.9, 此 处 D,. 是 声学 分 形 维 ,相对 于 连通 性 而 不 是 对 质量 。 渡 越 波 矢 
gq 等 于 1/&, ,此 处 .是 一 个 声学 关联 长 度 。 从 布 里 渊 谱 数据 ,可 得 声学 值 D. 二 2. 46x 
0.03。 人 们 推出 4==1.3 士 0.1, 这 个 值 碰巧 接近 于 弹性 标 度 预言 d —4/3. 

人 们 用 飞行 时 间 谱 仪 (time-of-Hight spectrometer) 测 量 证 实 , 状 态 密度 几乎 不 
依赖 于 测量 温度 。 最 近 用 更 加 精确 的 分 辩 率 ,测量 用 不 同方 法 制备 的 试 样 , 已 确认 一 
个 更 广 的 分 形 子 的 区 域 。 在 分 形 子 范围 观察 到 宕 规律 , 它 有 一 个 斜率 d 一 1 一 0. 85， 
而 不 是 0.3, 这 反映 了 材料 不 同 的 微 结构 。 人 们 预料 小 聚 团 的 更 大 相对 密度 在 高 频 
模 产 生 一 个 更 大 的 有 效 d ,因此 ,d 不 是 普遍 的 维 数 ,而 是 附加 一 个 分 形 微 结构 灵敏 


d. 


12.3.3 分 形 子 动力 学 理论 


OD 分 形 子 激发 
下 面 讨论 硅 气 凝 胶 和 稀土 反 铁 磁 体 Mn,Zni. ,F; ,它们 在 比特 征 长 度 & 更 短 的 长 
度 标 度 上 显示 自 相 似 的 几何 特性 。 在 这 范围 内 ,质量 密度 是 依赖 于 长 度 标 度 ,变化 如 
pC7) = M(r)/V(r) = BrP /eré oc p^ 4 (12, 43) 
这 里 刀 是 分 形 维 数 ,Q& 是 有 襄 入 欧 几 里 得 维 数 。 对 于 比 &E 更 大 长 度 标 度 , 几何 渡 越 到 欧 
几 里 得 ,o(r) 为 常数 。 对 于 渗流 网 络 ,< 依赖 于 点 (或 键 ) 占 有 率 的 浓度 P,P : t= 
a/ CP— PO ilb v—4/3 (d=2) iX, vez0. 88(d=3),P. 是 临界 渗流 浓度 。 对 于 硅 气 
凝 胶 , 不 确定 是 渗流 网 络 ,& 能 通过 改变 微观 试 样 密度 而 在 很 宽 范 围 内 变化 。 按 照 
Rammal 和 Toulouse 同样 的 标 度 分 析 , 激 发 频率 随 波 矢 的 变化 如 
eq) = JA/qqoc a =q (pu) (12. 44) 
式 中 分 形 子 维 d =2D/(2+-0 ;对 于 r>e(0=0) .d 5 D 两 者 相等 ”|，。 
(2) 分 形 子 波 函数 
动力 学 计算 要 求 分 形 子 波 函数 的 特殊 形式 ,已 经 使 用 超 局 域 形 式 来 计算 在 分 形 
网 络 里 局 域 化 动量 儿 驳 和 网 络 非 谐 效应 的 特别 求 值 。Williams 和 Maris 的 算法 已 经 
使 Nakayama 等 能 求解 >10 个 原子 构成 的 点 渗流 网 络 的 体系 本 征 函 数 。 对 这 些 
原子 来 说 ,两 个 最 近邻 原子 以 线性 弹簧 连接 ,原子 具有 单位 质量 。 原 子 的 运动 方程 是 
U,CO + SKU) 一 0 (12. 45) 
此 处 U, 是 在 第 i 点 原子 的 标量 位 移 。K, 为 力 常数 ,假如 i 或 j BAK, m0 
之 K; 一 1。 对 角 元 素 满足 关系 K; 二 一 Zi;; 此 处 Z, dé Dr i 的 坐标 数 。 
得 到 分 形 子 波 珊 数 如 下 
$,(r) ~ expi—[r/ACw) ]^ ) (12. 46) 
此 处 Alo —q !'(w)。A(w) 等 同 于 局 域 长 度 ,是 ww 的 函数 ,A(w) 一 w ^A —0. 71. 
AMwca"!?.d/D=0.705. d, 称 为 超 局 域 指 数 ( 也 有 称 为 第 四 个 维 数 ), 用 以 决定 
局 域 分 形 子 波 函 数 的 范围 。 


12.3.4 分 形 子 与 谱 维 数 


Alexander 和 Orbach 应 用 无 规 行走 理论 导 得 下 式 


= 2D 
一 2 (12.47) 
D D,. 


RPD 为 分 形体 的 分 形 维 数 , D。 为 行走 分 维 , 它 与 分 形体 的 分 维 D 有 关 。D 即 为 
谱 维 数 , 它 与 在 分 形 上 元 激发 的 频谱 有 关 , 这 种 元 激发 就 是 分 形 子 。 对 渗流 集团 ,如 
2.3 节 所 述 ,可 求 出 谱 维 数 为 


ay 


(RNS) 


p= 2D _ 2ldv —B) 
D. 2v—fB^p 

近年 来 科学 家 对 研究 谱 维 数 非 常 感 兴趣 ,这 有 两 个 方面 的 原因 。 一 方面 是 由 于 

人 们 在 渗流 集团 上 进行 反常 扩散 及 电导 的 计算 后 惊奇 地 发 现 ,对 于 d 一 6 的 渗流 集 


MD- MFI <de 的 渗流 集团 , 忆 RH EFS. KE, Alexander 和 


(12. 48) 


Orbach 提出 了 一 个 猜想 ,他 们 认为 一 六 是 一 个 与 空间 维 数 无 关 的 超 普 适 常数 ,这 


个 猜想 称 为 AO 猜想 。 人 们 在 渗流 集团 和 其 他 无 规 分 形 上 进行 了 大 基 的 实验 和 数值 
模拟 工作 ,有 一 部 分 工作 支持 AO 猜想 ,但 有 些 结 果 是 否定 的 。 所 以 直到 现在 ， 
AO 猜想 还 是 一 个 尚未 解决 的 课题 。 另 一 方面 的 原因 是 由 于 谱 维 数 联系 着 静态 的 分 
HE D 和 动态 的 行走 分 维 D。。 如 果 AO 猜想 是 正确 的 ,那么 就 可 以 找到 一 条 “几何 结 
构 ” 与 “动力 学 行为 " 相 联 系 的 途径 。 这 将 对 认识 无 序 材料 的 物理 及 化 学 性 质 带 来 重 
KR ge Ut, 


12.4 小 波 变 换 的 应 用 


现在 人 们 已 清楚 地 知道 , 像 Cantor f£, Koch 折线 这 样 简单 而 且 数 学 上 严格 自 相 
似 的 分 形体 ,在 自然 界 中 几乎 不 存在 ,广泛 存在 的 是 不 能 仅 用 一 个 分 形 维 数 撒 述 的 既 
复杂 又 不 均匀 的 分 形体 。g 次 的 信息 量 维 数 D, 和 多 重 分 形 的 多 标 度 连续 谱 为 不 均 
匀 分 形体 的 总 体 描述 提供 了 有 效 的 数学 工具 。 对 由 不 同 “组 成 的 无 穷 序列 构成 的 谱 
f/ (oo) 来 说 ,局 部 分 维 ( 局 域 标 度 指数 )a 可 以 出 现在 很 多 地 方 , f(a) 可 以 粗略 地 看 成 
a 的 出 现 频率 ,然而 这 种 统计 性 的 描述 不 能 提供 有 关 局 部 分 维 在 空间 分 布 的 任何 信 
息 。 类 似 的 情况 在 信号 处 理 中 也 存在 , 即 如 何 把 一 个 信号 表示 为 时 间 和 频率 的 二 元 消 
数 。 在 傅 里 时 (Fourier) 变 换 基 础 上 发 展 起 来 的 小 波 变 换 (wavelet transformation) 为 这 
类 问题 的 解决 提供 了 可 能 。 

小 波 变 换 是 最 近 七 八 年 才 发 展 起 来 的 一 种 新 的 数学 工具 i* ,在 频谱 分 析 中 它 
可 以 将 一 个 一 维 信和 号 分 解 成 时 间 和 频率 的 独立 贡献 ,同时 又 不 失去 原 有 信号 所 包含 
的 信息 。 这 种 分 解 的 方法 是 选 定 适当 的 小 波 后 ,通过 平移 和 伸缩 来 进行 的 。 因 此 , 它 
相当 于 一 个 数学 显微镜 ,具有 放大 和 位 移 功 能 。 通 过 检查 在 不 同 的 放大 倍数 下 系统 
的 行为 ,还 可 以 进一步 推测 其 动力 学 根源 。 由 于 这 些 原因 , 它 对 于 研究 多 重 ( 多 标 度 ) 
分 形 显然 是 十 分 重要 的 。Arneodo 等 把 小 波 变 换 的 方法 用 到 多 重 分 形 的 描述 上 ,并 
试图 用 图 像 肯 观 地 显示 局 部 分 维 ( 局 域 标 度 指 数 )a 的 空间 分 布 ,以 及 它 和 局 域 自 相 
似 性 的 联系 ,以 便 进 一 步 了 解 分 形体 的 复杂 性 "2 。 王 建 忠 对 小 波 理论 及 其 在 物理 
和 工程 中 的 应 用 作 了 详细 的 阐述 |!。 


什么 是 小 波 ? 概括 地 说 ,小 波 是 由 一 个 满足 条 件 [A (dr = 0 BU BECA SEE 


移 和 放 缩 而 产生 的 一 个 函数 族 Aus h 称 为 小 波 母 函数 (mother wavelet), A, C RS 
形式 如 下 


has (x) =| a pa (£7). asb E R,a £0 (12.49) 


为 什么 小 波 会 引起 人 们 如 此 广泛 的 兴趣 呢 ? 下 面 以 信号 分 析 为 例 来 说 明 它 的 作 
用 。 为 方便 起 见 ,假定 信号 是 一 维 的 (实际 的 信号 往往 是 多 维 的 ,不 过 分 析 的 基本 原 
理 是 相同 的 )。 

信号 分 析 的 一 个 重要 课题 是 研究 f (2) 的 频率 特性 。 设 1 (是 一 个 给 定 的 ( 比 
如 ,依赖 时 间 的 ) 信 号 ,假定 信和 号 的 能 量 为 有 限 , 即 设 POE LCR). RATRI 
析 的 工具 是 傅 里 叶 变 换 , 记 /2 的 傅 里 时 变换 为 


- res 
Flw) = fw) =Í Se "dt (12. 50) 


则 FCw) 包 含 了 信号 fC) AAR 

容易 看 出 FC(w) 仪 仅 确 定 了 信号 ji 在 整个 时 间 域 R 上 的 频率 特征 。 但 是 ,在 
许多 实际 问题 中 ,往往 需要 知道 的 是 信号 在 任 一 时 刻 ( 实 际 是 任 一 短暂 的 时 间 间 隔 
内 ) 的 频率 特性 。 比 如 ,要 处 理 的 是 一 个 音乐 或 语言 过 程 , 则 感 兴趣 的 当然 是 全 过 程 
中 任 一 时 刻 音 调 或 声调 的 构成 情况 。 又 如 ,用 计算 机 作 图 像 处理 时 ,也 需要 在 图 像 信 
号 输入 的 每 一 瞬时 ,及 时 地 对 处 于 不 同 空间 .频率 的 图 像 信 号 成 分 作 不 同方 式 的 处 
理 。 简 而 言 之 ,在 信号 分 析 时 ,经 常 需要 同时 对 信号 在 时 间 域 (或 空间 域 ) 和 频率 域 上 
实行 局 部 化 ,这 是 傅 里 时 变换 做 不 到 的 。 因 此 ,需要 寻找 一 种 能 对 信和 号 实行 时 频 局 部 
化 分 析 的 新 方法 。 

在 讨论 对 信号 实行 时 频 局 部 化 之 前 ,首先 要 给 “局 部 化 ”概念 一 个 精确 的 定义 。 
从 直观 上 看 ,信号 /(4) 在 时 域 与 频 域 上 都 是 局 部 的 ,/ 与 它 的 傅 里 叶 变 换 f 应 该 都 
有 紧 支 集 。 但 由 解析 函数 理论 知道 ,这样 的 非 零 函数 是 不 存在 的 。 因 此 ,只 能 在 概率 
分 布 的 意义 上 去 刻画 信和 号 的 时 频 局 部 性 ,在 信号 分 析 理 论 中 ,对 给 定 的 信号 ga), 
通常 用 相 平面 ( 即 tf-w OF BPA RC, wg): 


t, =|! | te) |?de/ | gll i 
R 《12.51) 
ww = [o | Hw) [Pdo/ | eM i 
来 表示 g OD BS" rPob" mHE 
1/2 
A, = (| G—2,)» | ga) ^ar) /l gle 
R (12.52) 


1/2 
Ag = (| o o> | gCo) |? dw) /| elle 
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分 别 表示 信和 号 g 的 时 域 宽 度 melee 直观 上 ,时 域 宽度 表示 信号 [OAR ES 
“集中 ”在 以 上 为 中 心 的 区 间 [ —A,. t 十 4A,] 内 ,而 频 域 宽 度 则 表示 信号 f 的 频谱 
了 主要 “集中 ”在 以 w 为 中 心 的 区 间 [u — Az es 十 Ai 内。 它们 的 大 小 表征 信号 在 
时 域 及 频 域 上 局 部 性 的 好 坏 。 可 以 证 明 ; 只 有 当 gELmnL: REL 时 A RASA 
同时 为 有 限 , 也 就 是 g 在 时 域 . 频 域 上 同时 为 局 部 的 。A， 及 As 同时 为 有 限 的 函数 
g 称 为 窗口 函数 。 所 谓 对 一 个 信号 f 实行 时 频 局 部 化 ,就 是 把 f£ dic Ot SE UO s S 
散 的 ?窗口 函数 展开 ,而 根据 展开 的 系数 (连续 的 或 离散 的 ) 可 以 知道 了 在 某 一 局 部 
时 间 内 ,位 于 某 局 部 频段 的 信号 成 分 有 多 少 。 

因此 ,对 信号 实行 时 频 局 部 化 时 ,如 何 选取 基本 函数 g( 它 实质 上 替代 了 傅 里 叶 
变换 中 的 基本 函数 e ”“) 是 十 分 重要 的 。 一 种 最 为 直观 的 信号 局 部 化 方式 fo 
Giy en cO 从 上 述 观点 来 看 并 不 是 一 种 有 效 的 时 频 局 部 化 方式 ,因为 其 中 变换 
函数 gp aC) * e 的 频 域 宽度 为 无 穷 ,因此 不 能 给 出 频 域 上 的 局 部 化 。 

这 一 点 也 可 以 直接 从 传 里 叶 变 换 式 


Xu, eni lw) = 2e w Sar (12.53) 
Ww 


看 出 : lu suia l) E lol oo BT ERIRE A Tf Je PB EIRE « 

Gabor 在 1946 年 首先 用 Gabor 变换 来 对 信和 号 作 局 部 化 分 析 ,后 来 发 展 为 熟知 的 
加 窗 傅 里 时 变换 (也 称 为 短 时 傅 里 叶 变换 ) ,可 以 把 它 简 述 如 下 。 

jig 是 一 个 ( 实 ) 窗 口 函数 , 即 A, oo. A: co. Eo IE n Pb HEAR TT 


| | g(t) | d = 1 (12.54) 
及 
F t| g@) [* dt = 0, f w | lw) | dw = 0 (12. 55) 


BI g 的 中 心 是 原点 。 

下 面 假定 g 总 是 满足 以 上 标准 化 条 件 。 这 样 的 窗口 函数 的 一 个 典型 例子 是 
Gabor 变换 中 的 基本 函数 eC) Ce?" ;a270, 

对 VY FELsGR), 它 的 加 窗 傅 时 叶 变 换 定 义 为 


D wt) = | e gD Wd, ix v] (12.56) 


id ga (一 g(t 一 De 7,W O lwt) =S Buds TERE gu CO Bro Cera vfi 
Ay, =Ay ,Ai_ =A,, 因 此 ,@r(owo,r) 实 质 上 反映 了 信号 SCO FEL Ag et tA X — Be 
apa A. deg "EIE Ags ot As ] 的 成 分 的 多 少 ;也 就 是 说 o, Go. co Aim T CO AY 
Jg sp Hp URL. HEP b Go. du! E T fim FORAS SEG B eR AA TAM RBA 
式 成 立 : 


fi = [ao fare “ge — DP, (wrt) (12.57) 
相应 地 ,离散 加 窗 Fourier 变换 定义 为 
Caan 一 [oem gt— nio) f(Ddt, n,mcZz (12. 58) 


其 中 ty sco 270 , XE AS E eT] ABT eB YT) KAARE. RT PAE AA 4 anto 2x 
时 ,AD 可 由 (Co CP) sez EA Eo ELI HDL. RC, CP RR TS fC fet 
刻 nt; 时 ,频率 成 分 mex 在 总 频谱 中 所 占 的 “比率 ”。 因 此 ,与 p(w) FAC, CO 
也 刻画 了 信号 在 时 间 域 和 频率 域 上 的 局 部 化 特征 。 

在 理论 物理 和 工程 中 ,常用 相 空 间 ( 对 一 维 时 频 信 号 而 言 , 它 就 是 时 间 - 频 率 两 
维 空间 ,) 来 表征 信号 的 状态 ,而 信号 局 部 化 的 情况 则 可 以 用 相 空 间 中 相应 的 局 部 化 
格 点 来 作 真 观 表示 。 格 点 的 朴 密 反映 局 部 化 程度 的 高 低 。 

离散 加 窗 健 里 叶 变 换 式 (12. 58) 对 应 的 局 部 化 格 点 是 : 


(its mao) = (| ， | go. CO paf w d. l'de) — (12.59) 
其 中 
Emin (0) = e mmt (tr — nn) (12. 60) 
可 以 看 出 ,离散 加 窗 傅 里 时 变换 的 局 部 化 格 点 在 整个 相 空 间 里 是 等 均 分 布 的 ,也 就 是 
它 的 时 间 .频率 局 部 化 的 格式 与 格 点 位 置 无 关 , 它 的 这 种 局 部 化 格式 固定 不 变 的 特 
性 ,在 应 用 中 受到 相当 的 限制 。 比 如 ,用 加 窗 傅 里 叶 变 换 分 析 频 域 宽 .频率 变 化 激烈 
的 信号 时 ,由 于 要 遵循 信号 测 不 准 原理 (the uncertainty principle? ,为 了 能 正确 获得 
高 频 的 信息 ,时 间 局 部 化 参数 不 得 不 取 很 小 ,于 是 系数 C,., MARIK. ARH 
在 信号 分 析 时 ,样本 点 要 取得 相当 多 , 既 不 经 济 又 费时 间 ,不 是 理想 的 方法 。 因 此 ,用 
加 窗 傅 里 叶 变 换 处 理 有 奇异 性 的 信号 不 很 有 效 , 而 在 语 声 合成 .地 层 分 析 .边缘 探测 
等 领域 里 , 却 经 常 需要 处 理 这 类 信号。 
小 波 变 换 首先 就 是 作为 处 理 这 类 信号 的 有 力 工 具 产 生 和 发 展 起 来 的 。 信 号 SO 
的 小 波 变 换 定 义 为 


Wcb,a) =| a | ep A a0 (12. 61) 
其 中 有 是 小 波 母 函数 。 
相应 地 ,离散 小 波 变换 定义 为 
Conf) =| hu CD fat (12. 62) 
其 中 
hunt) = as"? hC(as"t — nb), Loa >0, b #0 (12. 63) 


与 加 窗 傅 里 时 变换 相 类 似 , 可 以 对 小 波 母 函数 疡 用 如 下 条 件 标准 化 : 
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| LACO [2dr — 1. | 1 | aCe) [dr 0 (12. 64) 
R R 


注意 到 函数 ACO BEE | AOd = 0 ,因此 它 具有 一 定 振 荡 性 ,这 一 振荡 性 表 


PER h 的 某 种 频率 特性 。 若 记 |a| A (E) mnis CO IE has CO REPERI 1/ lal 


的 增 大 而 增 大 。 因 此 ,a 是 频率 参数 ,而 5 是 时 间 参 数 。 在 实际 应 用 中 ,h 取 为 有 紧 支 
集 的 或 训 减 较 快 的 函数 ,也 就 是 疡 是 时 间 频 率 均 具 局 部 性 的 蚂 数 。 因 此 ,小 波 变换 同 
样 可 以 实现 信号 的 时 频 局 部 化 ,但 小 波 变换 与 加 窗 傅 里 叶 变 换 的 局 部 化 方式 有 明显 
不 同 , 小 波 变换 的 时 频 局 部 化 格式 是 与 频率 高 低 密 切 相 关 的 。 在 频率 高 的 区 域 上 ,时 
间 局 部 化 程度 也 高 。 形 象 地 说 ,小 波 变换 有 “" 变 焦距? 的 镜头 ,对 高 频 部 分 , 它 有 " 显 
微 ”"(zooming) 能 力 。 下 面 ,从 数学 上 更 精确 地 说 明 这 一 点 

小 波 玉 数 既然 也 是 时 间 与 频率 都 有 局 部 性 的 少数 ,因此 ,类 似 于 窗口 函数 ,可 以 
定义 它 的 中 心 及 相应 的 时 域 宽度 和 频 域 宽度 ,用 这 些 值 来 量化 它 的 局 部 性 。 但 是 ,由 


于 小 波 函 数 应 满足 | A CO de = 0. 即 它 的 频率 Cond HE o 一 0 附近 几乎 为 0, 所 以 它 的 


中 心 的 频率 坐标 以 及 它 的 频 域 宽度 的 定义 要 与 一 般 窗口 函数 不 同 。 对 小 波 消 数 , 比 
Wy EM PaaS. BDC, of ) ,其 中 心 定义 同窗 口 也 数 ,而 (假定 yy 已 标准 化 ) 


wy = ‘| w | pw) |? dw (12.65) 
同样 , 它 的 时 域 宽度 的 定义 不 变 ,而 频 域 宽度 也 按 正 频段 与 负 频段 分 成 两 个 : 
ab-( [ 40249) (12. 66) 


0<Stu< 


BUDE RE AME WEA CP JE CO, + oy) AY BIE HED Ah 及 AŽ LE ay fU b D 
(ot) ,时 频 宽度 为 le1a, Beye 。 即 时 域 宽度 随 T 增 大 而 缩小 ,这 就 表明 小 
nea eH 

而 给 出 离散 小 波 变换 式 (12. 62) 的 局 部 化 格 点 : 

Gbsat s as ai) = (f 21 haD Vds | wl hantad de) 2.67) 


OS test 


可 以 看 出 , 格 点 在 相 平面 上 不 是 等 均 分 布 的 , 当 m BO GE Oa D RA TE CR 

方向 上 分 布 越 密 。 由 于 小 波 变 换 具有 这 种 “变焦 距 ” 的 特性 , 它 成 为 语 声 合成 .图 像 处 

理 .边缘 探测 .数据 压缩 等 领域 中 的 有 力 工 具 。 

在 量子 理论 中 ,小 波 表示 了 一 种 新 的 凝聚 态 (coherent states)。 通 常 ,凝聚 态 是 

指 由 一 个 L^ 函数 g MrS E A go P m E R RRR gO. loner C 
三 ,其 中 


g”? Cr) = e” g(r —q) (12. 68) 


借助 凝聚 态 ,可 以 在 相 空间 的 框架 中 去 研究 量子 现象 。 因 为 这 种 凝聚 态 可 以 看 作 是 
Weyl-Heisenberg 群 的 平方 可 积 表示 (本 表示 ), 所 以 常 称 之 为 Weyl-Heisenberg #€ 

不 难看 出 ,小 波 函 数 族 式 (12.49) 给 出 了 与 式 (12. 68) 不 同 的 另 一 类 凝聚 态 。 而 
这 种 凝聚 态 则 是 仿 射 群 (ax 十 b 群 ) 的 西 表示 ,可 称 为 仿 射 凝聚 态 。 上 面 已 经 提 到 过 ， 
小 波 有 具有 “变焦 ”性 质 , 因 此 更 适合 于 处 理 半 经 典 场 的 问题 。 

小波 的 概念 首先 由 地 质 学 家 J. Worlet 和 A. Grossmann 在 处 理 地 震 数 据 时 引 

进 , 并 成 功 地 运用 于 地 震 信 号 的 分 析 。 稍 后 ,法 国 著名 数学 家 Y. Meyer 得 知 他 们 的 
工作 后 ,从 理论 上 对 小 波 作 了 一 系列 研究 ,他 指出 小 波 理论 和 奇异 积分 算 子 理论 之 间 
存在 着 深刻 的 联系 ,他 的 研究 大 大 地 丰富 了 现代 调和 分 析 的 内 容 。Y. Meyer 的 专著 
详细 地 介绍 了 他 和 他 的 同事 及 学 生 们 在 这 方面 的 研究 成 果 。 在 小 波 的 纯 数 学 理论 发 
展 的 同时 , 它 在 工程 和 物理 上 的 应 用 研究 也 发 展 得 异常 迅速 。I. Daubechies 在 小 波 
专题 研讨 会 的 演讲 稿 中 ,对 小 波 理论 及 其 发 展 的 过 程 和 作出 重要 工作 的 科学 家 有 概 
略 的 介绍 。 

从 上 面 的 介绍 可 以 看 到 ,小波 分 析 来 自 傅 里 时分 析 。 小 波 函 数 存在 性 的 证 明 依 
赖 于 健 里 叶 分 析 , 它 的 思路 也 来 源 于 傅 里 叶 分 析 。 因 此 , 它 不 能 代替 傅 里 叶 分 析 , 它 
是 傅 里 叶 分 析 的 新 发 展 ,与 传 里 叶 分 析 相 辅 相 成 ,为 纯 数 学 与 应 用 数学 提供 新 的 强 有 
力 的 于 有 具 。 小 波 分 析 在 量子 场 论 .信号 分 析 .图 像 识 别 .声学 .逼近 论 .数值 分 析 中 都 
有 许多 应 用 ,有 待 于 人 们 去 进一步 掌握 和 发 展 '**1，。 

任 一 函数 f(x) 的 小 波 变换 函数 定义 为 


T(a,b) = 并 | 如 f fada, a>0, LER (12.69) 


其 中 波 包 & 是 0 附近 的 正则 复 值 函数 ,g 是 g BUE UE. s 至 少 要 满足 零 平 均 条 
件 , 即 
fedr = o (12. 70) 
式 (12. 69) 变 换 的 效果 相当 于 一 台数 学 显微镜 ,其 观察 位 置 是 56, 放大 倍数 是 1/4, 光 
学 特性 由 波 包 g thee. UDUAUEBIUSU, 2548 26 (12. 69) 对 一 大 类 函数 都 是 可 逆 的 ,说 
Hj /的 有 效 信息 不 会 因为 小 波 变换 而 丢失 .。 
类 似 地 ,对 一 个 分 形 测度 dy(x) ,可 定义 变换 
T(a,b) = |a[ ew, a>0, bER (12.71) 


AP 1/a" 是 归 一 化 因子 。 大 家 知道 ,分 形体 的 重要 特征 是 在 小 尺度 上 (e->0) 具 有 自 
相似 性 , 即 
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Sin, AD) ~ AU fy Ce) (12.72) 
其 中 f(z) 二 f(x 十 zo) 一 fxo)。 把 式 (12.72) 代 入 式 (12,71) 可 得 类 似 的 标 度 不 变 
行为 
TGa , xy FAD) ~ AT Ca, xo +8) (12.73) 
因此 分 析 小 波 变换 T(a,5) 的 标 度 性 可 得 到 原 分 形体 的 局 部 维 数 a。 在 应 用 中 ,通过 
变换 1/a 和 6 这 两 个 参量 , 即 可 以 研究 其 局 域 的 标 度 性 质 。 可 以 固定 位 置 5, 用 
In| Tla b=b" )| 对 In a 作 图 来 观察 变换 了 随 放 大 倍数 1/a 的 变化 情况 。 在 
In | T| —1n a 图 中 ,通常 会 出 现 振荡 。 对 严格 自 相 似 的 分 形体 ,会 出 现 周 期 为 In 8 的 
周期 性 振荡 ,其 中 参数 8 是 使 图 形 能 重复 出 现 的 放大 倍数 ,如 对 Cantor 集 8 一 3。 指 
Palro) n 可 通过 lnlTI 一 ina 图 中 的 斜率 来 确定 。 还 可 以 固定 放大 倍数 1/a 来 观 
察 Ta,b) 随 位 置 5 的 变化 。Tia,o) 一 图 一 般 呈 出 峰 状 ,并 且 随 着 放大 倍数 的 增 
大 ,山峰 变 得 越 来 越 陡 , 越 来 越 破碎 。 
在 小 波 变换 中 ,满足 式 (12. 70) 的 波 包 g 的 选择 具有 很 大 的 任意 性 。 文 献 中 常 
RHAH (Gaussian) A 3 £u. 


gr) 一 (一 | x [De t? (12. 74) 
小 波 变换 的 应 用 使 人 们 能 够 从 新 的 角度 去 形象 地 把 握 分 形体 的 标 度 特征 ,但 是 初步 
的 波 包 分 析 并 不 能 揭示 出 比 多 标 度 分 析 更 多 的 或 者 其 他 有 效 的 普 适 性 常数 ,所 以 现 
在 波 包 分 析 在 分 形 领 域 中 的 应 用 还 仅仅 是 唯 象 的 。 

段 磺 荣 等 用 分 形 理 论 和 小 波 变换 相 结 合 的 方法 来 选择 油气 田 的 勘探 井 位 52) 。 
根据 岩石 断裂 力学 和 石油 .天然气 的 地 质 结构 理论 ,石油 .天 然 气 一 般 存 储 在 地 层 断 
B) SES PRA RAE’ EAA PEE PE, RA RMD. 
通过 搜集 地 震波 沿 地 壳 不 同 地 质 年 代 岩 石 传播 ,经 吸收 .折射 和 反射 后 得 到 的 信号 进 
行 分 析 并 通过 复杂 程序 的 物理 解释 ,可 预测 石油 .天 然 气 的 储 层 位 置 和 储量 。 但 是 ， 
由 于 地 震波 的 波长 很 长 ,由 此 预测 出 的 储 层 范围 过 大 ,往往 导致 选择 勘探 井 位 的 位 置 
不 够 精确 ,命中 率 不 高 或 漏 掉 矿 源 ,造成 人 力 .物力 、 财 力 和 时 间 上 的 极 大 浪费 。 利 用 
地 震波 在 地 层 断 层 冲 面 上 的 时 间 分 形 和 能 量 分 形 ,利用 它们 在 统计 上 的 自 相 似 性 ,可 
以 用 不 同 的 尺度 ( 标 度 ) ,在 无 标记 成 内 适当 放大 或 缩小 分 形 对 象 的 几何 尺寸 ,这 样 就 
可 以 不 断 缩小 钻井 的 范围 , 即 提高 选择 钻井 位 置 的 精度 。 另 外 ,将 分 形 理论 与 高 分 辨 
率 地 震波 的 小 波 变 换 有 机 地 结合 起 来 ,以便 更 准确 地 选择 油气 井 的 钻井 位 置 。 在 地 
震波 资料 的 最 新 分 析 里 ,小 波 变换 能 将 信号 作为 一 个 既是 时 间 又 是 频率 的 函数 ,因此 
小 波 变 换 可 作为 研究 分 形体 (天 然 气 ,石油 储量 质量 分 布 ) 在 不 同 的 长 度 标 度 的 自 相 
似 性 的 一 种 合乎 自然 规律 的 工具 。 地 震波 信号 的 一 个 适当 的 图 像 时 标 表示 是 小 波 变 
换 的 平方 模 , 它 是 一 种 能 量 表示 , 标 模 图 提供 了 地 震波 信号 的 能 量 在 时 标 平面 上 传播 
的 一 种 图 像 形 象 。 由 于 地 层 断 层 岩 石 的 各 向 异性 ,地 震波 通过 时 波形 被 扩张 或 压缩 
而 变形 ,因此 地 震波 能 量 分 形 具 有 自 仿 射 相似 性 ,从 而 可 将 小 波 变换 作为 一 台数 学 显 


微 镜 , 它 非常 适宜 于 研究 具有 分 形 性 质 的 油气 田 储 层 的 勘探 钻井 定位 。 
12.5 thie SAE 


12.5.1 涨 落 


混沌 .分形 . 耗 散 结构 .协同 学 等 一 系列 新 理论 的 诞生 ,对 包括 物理 科学 在 内 的 各 
学 科 均 产生 了 深远 的 影响 ,物理 科学 正在 从 决定 论 的 可 逆 过 程 走向 随机 的 和 不 可 逆 
的 过 程 。 而 在 随机 的 和 不 可 逆 的 过 程 中 , 涨 落 的 作用 已 逐步 为 人 们 所 重视 。 在 本 书 
的 前 面 几 章 中 已 多 次 提 到 过 涨 落 ,在 这 一 节 中 将 较 详 细 地 讨论 “通过 涨 落 达 到 有 序 ”。 
下 面 概括 一 下 涨 落 的 某 些 较 突出 的 特点 “i。 每 当 系 统 达 到 一 个 分 叉 点 ,决定 论 的 措 
述 便 不 适用 了 ,系统 中 存在 的 涨 藩 的 类 型 影响 着 对 于 将 遵循 的 分 支 的 选择 。 化 学 混 
沌 给 出 了 一 个 例子 (如 B-Z 反应 ), 这 里 不 再 遵循 某 一 条 单独 的 化 学 轨道 ,所 以 无 法 
预言 随时 间 而 演变 的 详情 ,只 有 统计 的 描述 才 是 可 行 的 。 某 种 不 稳定 性 的 存在 可 被 
看 作 是 某 个 涨 落 的 结果 ,这 涨 落 起 初 局 限 在 系统 的 一 小 部 分 内 ,随后 扩展 开 来 ,并 引 
出 一 个 新 的 宏观 态 。 

这 种 情形 改变 了 对 微观 层次 (用 分 子 或 原子 来 描述 的 层次 ) 和 宏观 层次 (用 浓度 
这 样 一 类 全 局 变量 来 描述 的 层次 ) 之 间 关 系 的 传统 观点 。 在 许多 情形 中 , 涨 落 只 相当 
于 小 的 校正 。 作 为 一 个 例子 ,考虑 体积 为 V 的 容器 中 的 由 六 个 分 子 组 成 的 气体 ,把 
这 个 体积 划分 为 两 个 相等 的 部 分 ,其 中 一 个 部 分 内 的 粒子 数 X 是 多 少 ? 这 里 变量 X 
是 一 个 “随机 ?变量 ,可 以 期 望 其 值 在 N/2 左右 。 

概率 论 中 的 一 个 基本 定理 , 即 大 数 定律 , 给 出 对 由 涨 落 造 成 的 “误差 ”的 一 个 估 
计 。 实 际 上 , 大 数 定律 指出 , 如果 我 们 测量 X, 那么 必须 期 望 数量 为 NM2 士 VNV2 的 
值 。 假 如 N 是 个 很 大 的 数 , 则 由 涨 落 VN/2 所 引 人 和 人 的 差 值 可 能 也 很 大 ( 若 六 一 10”， 
WU N= 109»; 但 是 由 涨 落 所 引起 的 相对 误差 具有 VN72/(NV2) 或 1/VN72 的 数 
量 , 因而 对 于 足够 大 的 N 值 , 它 趋 近 于 零 。 只 要 系统 变 得 足够 大 , 根据 大 数 定律 便 
可 在 均值 和 涨 落 之 间作 出 清晰 的 区 分 ,而 把 涨 落 略 去 。 

但 是 在 非 平衡 过 程 中 ,可 能 发 现 刚好 相反 的 情形 , 涨 落 可 以 决定 全 局 的 结果 。 可 
以 说 , 涨 落 在 此 时 并 不 是 平均 值 中 的 校正 值 ,而 是 改变 了 这 些 均值 。 这 是 一 种 新 的 情 
形 , 人 们 引入 一 个 新 词 , 把 这 种 情形 称 为 “通过 涨 落 达 到 有 序 ”。 在 给 出 一 些 例 子 之 
前 , 先 作 某 些 一 般 解 释 , 以 便 说 明 这 种 情形 的 概念 上 的 新 奇 性 。 

读者 可 能 熟悉 海 森 堡 (Heisenberg) 测 不 准 关系 , 它 以 引 人 注 目的 方式 表达 出 量 
子 论 的 概率 特点 。 由 于 在 量子 论 中 不 骨 能 同时 测量 位 置 和 动量 ,因而 经 典 的 决定 论 
被 打破 了 。 人 们 曾 相 信 这 一 点 对 于 描述 如 生命 系统 那样 的 宏观 客体 来 说 并 不 重要 ， 
但 涨 落 在 非 平衡 系统 中 的 作用 表明 事情 并 非 如 此 。 在 宏观 层次 上 随机 性 仍然 是 主要 
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的 。 值 得 注意 的 是 和 量子 论 ( 它 赋予 所 有 的 基本 粒子 以 波 的 性 质 )? 的 另 一 个 类 比 。 如 
我 们 已 经 看 到 的 ,远离 平衡 态 的 化 学 系统 也 可 能 引出 相 于 的 波 的 状态 ,这 就 是 1.1 节 
中 讨论 过 的 化 学 钟 。 我 们 再 次 看 到 ,量子 力学 在 微观 层次 上 所 发 现 的 某 些 性 质 现在 
在 宏观 层次 上 也 出 现 了 。 


12.5.2 涨 落 和 关联 


为 了 找 出 一 个 特例 ,考虑 A==X= 政 这样 一 个 反应 链 , 在 给 定时 刻 :该 组 分 的 浓 
度 为 X 的 概率 是 多 少 ? 显然 这 个 概率 将 是 有 涨 落 的 ,就 像 所 涉及 的 不 同 分 子 间 的 碰 
撞 数 一 样 。 很 容易 写 出 一 个 方程 来 描述 由 产生 分 子 X 的 过 程 和 消灭 分 子 X 的 过 程 
而 得 出 的 这 一 概率 分 布 P(X,1) 的 变化 。 可 以 对 平衡 系统 或 稳 恒 态 系 统 进行 计算 ， 
下 面 是 对 平衡 系统 得 出 的 结果 。 

在 平衡 态 ,实际 上 采用 一 种 经 典 的 概率 分 布 , 即 泊 松 分 布 ,因为 它 在 很 多 不 同情 
形 中 都 是 成 立 的 ,例如 电话 呼叫 的 分 布 ,或 在 某 气体 或 液体 中 粒子 浓度 的 涨 落 。 此 
处 ,该 分 布 的 数学 形式 是 无 关 紧 要 的 。 我 们 只 想 强 调 它 的 两 个 方面 : 首先 , 它 导 出 大 
数 定律 ,因此 ,在 大 系统 中 涨 落 确实 成 为 可 以 忽略 的 ;其 次 这 一 定律 使 我 们 能 够 计算 
在 相距 r 的 空间 两 个 不 同 点 处 ,粒子 数 X 之 间 的 关联 。 计 算 表明 ,在 平衡 态 , 不 存在 
这 样 的 关联 。 在 两 个 不 同 点 x 和 x 处 找到 两 个 分 子 X 和 XX’ 的 概率 等 于 在 r 找到 XX 
和 在 rx 找到 X 的 概率 之 积 (假定 r 与 r 间 的 距离 大 于 分 子 间作 用 力 的 范围 )。 

在 最 近 的 研究 中 最 没有 料 到 的 结果 之 一 是 , 当 进 入 非 平衡 态 时 ,这 种 情形 发 生 了 
剧烈 的 变化 。 首 先 , 当 接近 分 又 点 时 , 涨 落 变 得 异常 地 大 ,而 且 大 数 定律 也 被 违反 了 。 
这 一 点 是 意料 中 的 ,因为 此 时 系统 可 能 在 不 同 的 状态 之 间作 出 "选择 "”。 涨 落 甚至 可 
能 达到 和 平均 宏观 值 同样 的 数量 级 ,于 是 涨 落 与 均值 之 间 的 区 分 被 打破 了 。 此 外 ,在 
非 线 性 的 化 学 反应 中 ,长 程 关 联 出 现 了 。 相 隔 宏 观 距离 的 粒子 变 成 相关 的 ,局 域 的 事 
件 在 整个 系统 中 得 到 反响 。 值 得 注意 的 是 ,这 种 长 程 关联 精确 地 发 生 在 从 平衡 态 到 
非 平衡 态 的 过 渡 点 上 。 从 这 种 观点 看 ,这 种 过 渡 好 像 是 一 种 相 过 渡 。 不 过 ,这 些 长 程 
关联 的 幅度 起 初 较 小 ,但 随 着 与 平衡 态 的 距离 增加 而 增 大 ,并 可 能 在 分 义 点 处 变 为 无 
FK. 

可 以 相信 ,这 种 类 型 的 行为 是 非常 令 人 感 兴趣 的 ,因为 它 为 我 们 在 讨论 化 学 钟 时 
提 到 的 相互 联系 问题 提供 了 一 个 分 子 的 基础 。 甚 至 在 宏观 分 叉 点 之 前 ,系统 也 能 通 
过 这 些 长 程 关 联 而 组 织 起 来 。 让 我 们 回顾 本 书 的 主要 思想 之 一 : 非 平衡 是 有 序 的 源 
泉 , 在 此 处 这 种 情形 是 特别 清楚 的 。 在 平衡 态 , 分 子 作 为 基本 上 是 独立 的 实体 而 动 
作 ,它们 互 不 关联 ,虽然 它们 当中 的 每 一 个 都 可 能 像 我 们 所 希望 的 那样 复杂 ,但 它们 
互 不 干涉 。 但 是 , 非 平衡 却 把 它们 引入 了 一 种 和 平衡 态 大 不 相同 的 相干 性 。 

物质 的 活性 和 它 本 身 可 能 产生 的 非 平衡 条 件 有 关 。 正 如 宏观 状态 一 样 , 涨 落 和 
关联 的 规律 在 平衡 态 ( 此 时 得 到 泊 松 分 布 ) 是 普 适 的 ; 当 我 们 越过 平衡 态 与 非 平衡 态 


间 的 边界 时 ,它们 随 着 所 含 非 线 性 的 类 型 而 变 得 非常 特殊 。 
12.5.3 涨 落 的 放大 


首先 看 两 个 例子 ,其 中 形成 新 结构 之 前 的 涨 落 的 增长 过 程 能 被 详细 地 描述 。 第 
一 个 例子 是 粘 菌 的 聚集 , 当 受 到 饥饿 的 威胁 时 ,它们 便 聚 集成 一 个 超 细 胞 的 团 块 。 这 
是 生物 系统 中 一 个 特别 引 人 注 目的 自 组 织 现象 。 阿 米 巴 粘 菌 出 自 芽 孢 ,作为 单 细胞 
的 有 机 体 而 生长 和 繁殖 ,这 种 情形 一 直 延 续 到 主要 由 细菌 提供 的 食物 变 得 缺乏 时 为 
止 。 然 后 ,这 些 阿 米 巴 粘 菌 停止 再 生 , 并 进入 一 个 中 间 阶 段 ,这 阶段 持续 约 8 小 时 。 
在 这 时 期 的 末尾 ,这 些 粘 落 开始 在 作为 聚集 中 心 的 一 些 细胞 的 周围 察 集 起 来 ,这 个 聚 
集 的 发 生 是 由 于 响应 那些 中 心 所 发 出 的 趋向 信号 (位 移 波 )。 这 样 形成 的 聚集 体 开始 
迁移 ,直到 形成 “果实 体 ” 的 条 件 得 到 满足 时 为 止 。 然 后 ,细胞 团 块 分 化 ,形成 一 个 由 
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对 一 个 聚集 过 程 模型 的 分 析 揭 示 出 在 在 两 类 分 又 。 首 先 , 聚 集 本 身 代 表 了 一 种 

空间 对 称 的 破 缺 ;第 二 种 分 又 则 打破 了 时 间 的 对 称 性 。 对 聚集 过 程 的 第 一 阶段 的 研 
究 表明 , 育 集 是 从 阿 米 巴 粘 菌 群体 内 发 出 位 移 波 开始 的 ,是 从 阿 米 巴 粘 菌 聚 向 某 个 像 
是 自发 产生 的 “吸引 中 心 ” 的 脉动 运动 开始 的 。 在 本 例 中 , 自 组 织 机 制 引 起 了 细胞 间 
的 相互 联系 (通信 ) ,显示 了 与 化 学 钟 类 似 的 结果 。 粘 菌 聚 集 是 通过 涨 落 达 到 有 序 的 
一 个 典型 例子 : 释放 位 移 波 的 吸引 中 心 的 建立 表明 ,由 于 富 于 营养 的 环境 的 消失 ,和 
正常 的 营养 环境 相应 的 代谢 秩序 已 经 变 成 不 稳定 的 了 。 在 这 种 食物 短缺 的 条 件 下 ， 
任何 一 个 阿 米 巴 粘 菌 都 可 能 第 一 个 出 来 发 射 位 移 波 并 因而 成 为 一 个 吸引 中 心 , 这 个 
事实 相当 于 涨 落 的 随机 行为 。 然 后 ,这 个 涨 落 被 放大 ,并 将 媒质 组 织 起 来 。 

涨 落 作 用 的 另 一 个 例证 是 白蚁 筑 帘 的 第 -阶段 。 这 是 由 格拉 塞 CGrasse) 首 先 描 
述 的 , 迪 诺 伯 (Deneubourg) 从 我 们 感 兴趣 的 观点 出 发 对 它 进行 了 研究 。 白 蚁 窜 的 建 
筑 过 程 是 协调 活动 之 一 ,这 些 活动 引导 一 些 科学 家 大 推测 昆虫 社会 中 的 “集体 思想 ”。 

但 奇怪 的 是 ,似乎 在 事实 上 白蚁 只 需 很 少 的 信息 去 参加 建设 如 此 宏伟 和 复杂 的 大 厦 
作为 它们 的 窝 。 这 个 活动 的 第 一 阶段 , 即 打 基础 的 阶段 ,已 被 格拉 赛 证 明 是 白蚁 的 似 
平 无 序 的 行为 的 结果 。 存 此 阶段 ,白蚁 以 随机 的 方式 搬运 和 缉 放 土 块 , 但 在 这 样 做 的 
时 候 , 它 们 用 激素 浸 湿 了 土 块 ,从 而 能 吸引 其 他 白蚁 。 情 形 可 以 表示 如 下 : 初始 的 
“ 涨 落 "是 土 块 稍 大 的 浓度 ,这 件 事 会 不 可 避免 地 在 某 一 时 刻 某 一 地 点 发 生 。 此 事件 
的 放大 是 由 于 该 区 域 中 受到 稍 高 激素 浓度 吸引 的 白蚁 密度 增加 而 产生 的 , 当 该 区 域 
中 白蚁 的 数目 增多 时 ,它们 在 那里 印 放 士 块 的 概率 也 就 增 大 ,这 反 过 来 又 使 激素 的 浓 
度 进一步 提高 。 这 样 ,一 些 “ 柱 子 "形成 了 ,彼此 相隔 一 定 距离 ,这 距离 与 激素 散布 的 
范围 有 关 。 

虽然 玻 耳 效 曼 的 有 序 EVERSE ERM IRE GE TS MMC RE TET E UE 

差别 被 夷 平 ,初始 条 件 被 遗忘 ,但 它 无 法 解释 这 种 情形 ,例如 在 不 稳定 状况 下 的 少数 
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“决策 ”会 便 由 大 量 相互 作用 的 实体 所 组 成 的 系统 走向 一 个 全 局 的 结构 。 

当 一 个 新 的 结构 出 内 某 个 有 限 的 扰动 时 ,从 一 个 状态 引 身 另 一 个 状态 的 涨 落 大 
概 不 会 在 一 步 之 内 就 使 初始 状态 消失 。 它 首先 必须 存 一 个 有 限 的 区 域内 把 自己 建立 
起 来 ,然后 再 侵入 整个 空间 -一 这 里 有 一 个 成 核 机 制 。 根 据 初始 涨 落 区 域 的 尺寸 是 
低 于 还 是 高 于 某 个 临界 值 ( 在 化 学 耗 散 结 构 的 情形 ,这 个 阔 值 特别 与 动力 常数 及 扩散 
系数 有 关 ) ,该 涨 落 或 是 衰退 下 去 ,或 是 进一步 扩展 到 整个 系统 。 我 们 熟悉 经 典 相 变 
理论 中 的 成 核 现象 : 例如 在 气体 中 ,凝结 的 小 液 滴 不 断 地 形成 ,又 不 断 地 蒸发 。 温 度 
和 压力 达到 某 一 点 时 液态 将 变 成 稳定 的 ,这 说 明 可 以 确定 出 一 个 临界 的 液 滴 尺 寸 ( 温 
度 越 低 和 压力 越 大 ,这 个 临界 尺寸 越 小 )。 如 果 液 滴 的 尺寸 超过 这 个 “成 核 阅 ”, 该 气 
体 几 乎 一 下 子 就 转变 成 液体 。 

此 外 ,理论 研究 和 数字 模拟 表明 ,临界 核 尺 寸 随 着 连接 系统 各 区 域 的 扩散 机 制 的 
效能 而 增 大 。 换 句 话 说 ,系统 内 部 发 生 的 影响 越 快 ,不 成 功 的 涨 落 所 占 的 百分比 就 越 
大 ,因而 系统 就 越 加 稳定 。 临 界 尺寸 问题 的 这 一 方面 意味 着 在 这 种 情形 下 ,“ 外 部 世 
界 ” 即 涨 落 区 域 的 环境 总 是 倾向 于 阻尼 这 些 涨 落 。 根 据 涨 落 区 域 和 外 部 世界 之 间 关 
联 的 效率 , 涨 落 可 能 被 抑制 ,也 可 能 被 放大 。 因 此 ,临界 尺寸 取决 于 系统 的 "一体 化 能 
力 ” 和 放大 涨 落 的 化 学 机 制 之 间 的 竞争 。 

这 个 模型 适用 于 最 近 在 对 肿瘤 的 发 生 所 作 的 试管 内 的 实验 研究 中 得 到 的 结果 。 
个 别 的 肿瘤 细胞 被 看 作 是 一 个 “ 涨 落 " ,这 个 涨 落 能 够 通过 复制 而 不 受 控 制 地 和 永久 
地 发 生 和 发 展 。 然 而 它 面 对 着 免疫 的 细胞 群体 ,免疫 细胞 群体 可 能 成 功 地 把 它 消 灭 ， 
也 可 能 遭 到 失败 。 跟 踪 复 制 过 程 和 破坏 过 程 的 不 同 的 特征 参量 值 ,可 以 预言 该 肿瘤 
是 衰亡 还 是 放大 。 这 类 动力 学 的 研究 使 我 们 认识 到 免疫 细胞 和 肿瘤 之 间 相 互 作用 的 
一 些 意 想 不 到 的 特点 。 似 乎 免疫 细胞 会 将 死亡 的 和 活着 的 种 痛 细 胞 混淆 起 来 ,结果 
使 得 癌 细 胞 的 消灭 越 来 越 困难 。 

复杂 性 的 限度 问题 经 常 被 提起 。 的 确 , 系 统 越 复杂 ,威胁 系统 稳定 性 的 涨 落 的 类 
型 就 越 多 。 那 么 ,人 们 会 问 , 像 生态 组 织 或 人 类 组 织 那样 复杂 的 系统 怎么 可 能 存在 
WE? 它们 怎样 设法 去 避免 永久 的 混沌 呢 ? 关联 的 稳定 化 作用 ,扩散 过 程 的 稳定 化 作 
用 ,可 能 是 对 这 些 问 题 的 一 个 不 全 面 的 回答 。 在 复杂 的 系统 中 ,物种 和 个 体 以 多 种 不 
同 的 方式 相互 作用 着 ,系统 的 各 个 部 分 间 的 扩散 和 关联 大 概 都 是 有 效 的 。 通 过 关联 
的 稳定 化 与 通过 涨 落 的 不 稳定 性 之 间 存 在 着 竞争 ,竞争 的 结果 决定 着 稳定 性 的 网 。 

可 以 相信 ,由 “通过 涨 落 达 到 有 序 ” 的 概念 启发 出 来 的 模型 帮助 我 们 能 在 某 些 情 
况 下 ,对 行为 的 个 体 和 集体 方面 之 间 的 复杂 相互 作用 给 出 一 个 更 加 精确 的 表述 。 从 
物理 学 家 的 观点 来 看 ,这 涉及 两 个 方面 之 间 的 区 分 : 一 方面 是 系统 的 状态 ,在 这 些 状 
态 中 ,所 有 个 体 的 主动 性 都 必然 变 得 无 意义 ; 另 一 方面 是 分 又 区 域 ,其 中 一 个 个 体 .一 
种 思想 或 一 个 新 行为 能 打 乱 全 局 状态 。 即 使 在 这 些 区 域 中 , 仅 靠 任何 个 体 .思想 或 行 
为 ,放大 显然 不 会 发 后 ,只 有 靠 那 些 “ 危 险 " 的 个 体 . 思 想 或 行为 ,就 是 说 , 靠 那些 能 够 


为 了 自己 的 利益 而 利用 使 原先 状态 的 稳定 性 得 到 保证 的 非 线性 关系 的 个 体 . 思 想 或 
行为 ,放大 才 会 发 生 。 这 样 , 便 引导 我 们 得 出 结论 : 一 些 非 线性 可 能 从 基本 过 程 的 混 
沌 中 产生 出 秩序 ,也 可 能 在 不 同 的 环境 中 成 为 破坏 秩序 的 原因 ,并 最 终 在 另 一 分 又 之 
外 产生 新 的 一 致 性 。 

“通过 涨 落 达到 有 序 ” 的 模型 引入 了 一 个 不 稳定 的 世界 ,在 那里 ,小 的 原因 可 能 产 
生 大 的 效果 ,但 这 个 世界 并 非 是 任意 而 为 的 。 相 反 , 小 事件 放大 的 原因 对 于 合理 的 研 
究 而 言 是 正当 的 事情 。 涨 落 并 不 引起 系统 活动 性 的 改变 ,而 且 ,不 能 控制 涨 落 这 个 事 
实 并 不 意味 着 我 们 不 能 找 出 涨 落 放 大 所 引起 的 不 稳定 性 的 原因 来 。 


12.6 WREATH 


正如 本 书 在 绪论 中 所 指出 的 ,分 形 理论 是 近 二 三 十 年 才 发 展 起 来 的 一 门 新 的 理 
论 ,因而 目前 仍 处 于 不 断 发 展 之 中 。 自 然 科 学 领域 (如 物理 .化 学 .地球 物理 学 及 生物 
学 等 ) 中 的 分 形 学 术 论 文 不 断 增加 ,社会 科学 领域 涉及 分 形 的 论文 和 书籍 也 越 来 越 
多 。 有 关 分 形 的 国际 会 议 及 各 种 专题 讨论 会 有 增 无 减 。 国 际 学 术 刊 物 《 温 沌 、 孤 子 和 
分 形 》(Chaos，Solitons and Fractals) 和 《分 形 学 了 (Fractals 一 An Interdisciplinary 
Journal on the Complex Geometry of Nature) 先 后 于 1991 年 和 1993 年 正式 创刊 。 

但 是 ,这 些 年 来 关于 分 形 的 争论 也 很 多 。 特 别 是 1988 年 以 来 , Mandelbrot 与 
Krantz 一 直 在 为 分 形 的 价值 而 争论 不 休 - 。Krantz 认为 :“ 对 分 形 一 词 没 有 明确 
的 定义 ,作为 一 个 数学 家 ,我 觉得 这 不 是 一 个 好 兆头 .而 Mandelbrot 则 认为 ,分 形 工 
作 是 充满 想象 力 、 具 有 挑战 性 的 ,这 方面 的 研究 加 深 了 我 们 对 自然 的 理解 。“ 如 果 我 
只 是 证 明了 少数 几 个 定理 的 话 , 那 么 用 这 些 定理 很 难 发 现 现在 还 没有 创立 的 或 潜在 
的 研究 领域 ", “我 的 一 个 定理 回答 了 自从 Poincare 定义 了 克 莱 因 和 群 的 极限 集 后 一 直 
处 于 未 解决 状态 的 一 个 问题 ”。 

Krantz 提出 的 问题 是 值得 我 们 认真 思考 的 。 一 般 地 说 ,下 列 问题 需要 人 们 花 精 
Jj USE [E] ERA ET EE 。 

(1) 如 何 判断 一 个 对 象 是 分 形 或 多 重 分 形 

Mandelbrot 在 1982 448 H , Hausdorff-Besicovitch 维 数 严格 大 于 其 拓扑 维 数 的 
集合 称 为 分 形 。 但 这 仅 是 试验 性 定义 ,很 不 严格 ,也 无 可 操作 性 。1986 年 ,他 修改 了 
这 个 尝试 性 定义 ,提出 “其 组 成 部 分 以 某 种 方式 与 整体 相似 的 形体 叫 分 形 ”。 总 之 ,他 
自己 也 认为 ,目前 仍然 没有 关于 分 形 的 完整 而 精确 的 定义 。 

不 少 学 者 认为 ,分 形 是 “看 ”出 来 的 ,而 无 法 严格 证 明 “ 什 么 ”是 “分 形 ”。 因 此 ,给 
分 形 一 个 严谨 的 定义 ,还 需 努 力 。 没 有 分 形 的 定义 之 前 ,要 判断 分 形 与 非 分 形 是 有 困 
难 的 。 当 然 , 也 有 学 者 如 K. Falconer 认为 ,无 须 给 分 形 一 个 严格 的 定义 ,只 要 理解 其 
含义 就 行 了 ,正如 “生命 ”一 词 一 样 ,虽然 目前 尚 无 一 致 公 认 的 定义 ,但 人 们 照 用 不 误 。 
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(2) 分 形 维 数 的 物理 意义 

分 形 维 数 是 描述 分 形 特征 的 定量 参数 。 但 如 何 理解 分 维 确切 的 物理 意义 ,这 是 
人 们 经 常 提 到 的 问题 。Hausdorff 维 数 的 意义 似乎 明确 一 些 , 它 定量 地 描述 出 一 个 
集 规则 或 不 规则 的 几何 尺度 ,同时 其 整数 部 分 反映 出 图 形 的 空间 规模 。 对 动力 系统 
而 言 , Hausdorff 维 数 大 体 上 表示 独立 变量 的 数目 。 广义 维 数 D, 或 奇异 谱 / GO. E 
要 表征 多 重 分 形 的 非 均 衡 性 和 奇异 性 。 在 材料 科学 中 ,发 现 分 维 与 材料 的 某 些 性 质 
参数 有 关 ; 在 化 学 领域 ,发 现 分 维 同 催化 剂 的 催化 性 和 选择 性 有 关 。 但 是 ,分 维 能 否 
作为 一 个 独立 参数 存在 ,现在 还 不 太 清 楚 。 在 时 间 序 列 分 析 中 ,关联 维 数 D, 或 广义 
维 数 D, 似乎 有 其 独特 的 作用 。 寻 找 分 维 的 更 深刻 的 意义 和 实际 的 用 途 , 对 分 形 理 
论 的 发 展 是 一 个 极为 重要 的 问题 。 

(3) 分 形 的 动力 学 机 制 

分 形 理 论 主要 致力 于 形态 的 描述 (当然 也 对 过 程 进行 一 些 分 析 ), 对 动力 学 机 制 
(包括 产生 分 形 的 充 要 条 件 ) 则 很 少 涉及 。 为 改变 这 种 “ 知 其 然 , 而 不 知 其 所 以 然 ” 的 
状况 ,有 必要 引入 非 平衡 态 物 理学 、 协 同学 等 学 科 中 的 一 些 概念 和 方法 ,还 要 把 时 间 
参量 纳入 研究 之 中 。 同 时 ,应 对 分 数 阶 微分 方程 、 非 线性 发 展 方程 . 辛 几何 等 方面 的 
进展 给 予 关注 。 目 前 ,在 化 学 动力 学 及 酶 动力 学 领域 已 有 发 展 ,主要 是 通过 分 形 子 维 
数 DD( 谱 维 数 , 有 时 以 d 表示 ) 沟 通 时 间 与 概率 之 间 的 关系 。 但 这 远 远 不 能 说 明 分 形 
的 生长 动力 学 。 下 一 步 应 加 强 以 下 三 个 方面 的 研究 : 中 用 专门 的 仪器 设备 (如 高 速 
摄影 机 ) 详 细 记 录 DLA 等 生长 过 程 ,由 实验 观测 资料 建立 其 生长 动力 学 模型 ,而 不 
是 仅仅 依靠 Laplace 方程 。 换 句 话 说 ,必须 研究 集团 生长 的 时 间 演 化 规律 和 集团 的 
结构 标 度 行为 。 四 应 当 考 虑 耗 散 结构 及 自 组 织 临 界 (SOC,self organization critical) 
理论 ,进行 有 效 的 解析 和 数值 研究 。 同 时 ,要 重视 随机 力 和 涨 落 对 系统 的 影响 。 电 从 
细胞 自动 机 (CA ,cellular automata) All ff 4 P] (NN. neural network) 方 面 对 生 长 问 
题 进行 模拟 研究 。 总 之 ,分 形 动力 学 是 急需 努力 开拓 的 领域 。 

(4) 分 形 重 构 问 题 

分 形 集 有 多 种 形成 方式 ,但 基本 上 都 与 迭代 和 递归 过 程 有 关 , 所 形成 的 分 形 集 都 
表现 出 荣 种 自 相 似 性 或 拟 自 相似 性 (quasi-selfsimilar)。 分 形 重 构 问题 广义 而 言 是 指 
任 给 一 个 几何 上 认为 是 分 形 的 图 形 , 能 否 以 某 个 指定 的 方式 生成 它 ; 狭 义 而 言 则 是 指 
能 否 通 过 映射 迭代 来 实现 这 一 分 形 图 形 , 这 是 动力 学 研究 的 逆 问 题 。 

对 于 自 相似 的 分 形 ,目前 已 有 “ 拼 贴 定理 ”( 参 见 11.6 节 ), 即 任意 分 形 集 总 可 以 
用 一 系列 白 相 似 分 形 来 逼近 。 若 把 分 形 重 构 问 题 再 扩大 . 则 是 “如 何 由 分 形 维 数 来 重 
构 分 形 ”, 即 已 知 一 个 分 形 的 维 数 , 如 何 重新 构建 (还 原 ) 这 个 分 形 。 目 前 关于 时 间 序 
列 的 动力 学 重 构 已 有 一 些 进展 ,但 还 限于 已 知 系统 。 显 然 , 由 于 存在 “一 因 多 果 " 或 
“一 果 多 因 ”, 由 分 形 维 数 来 重 构 分 形 还 必须 有 其 他 的 辅助 参数 , 仅 靠 一 个 分 维 是 不 
够 的 。 


(5) 关于 Julia #2 fll Mandelbrot 集 的 问题 

Julia ROCH J 集 ) 和 Mandelbrot 集 ( 记 为 M 集 ) 是 复数 二 次 多 项 式 f (x) 二 
zz 十 c 迭代 的 结果 ,两 者 密切 相关 。 适 代 序 列 保持 有 界 的 复数 Z 的 集合 叫 Julia 填充 
集 , 记 为 K.。 J 本 集 是 闭 子 集 且 有 界 , 它 有 完全 不 连通 的 Cantor 型 和 拟 圆 周 形状 的 连 
通 型 两 类 ,取决 于 复数 C 的 取 值 范围 。M 集 定义 为 由 复 平面 的 使 Julia 填充 集 K, 成 
为 连通 集 的 复数 C 构成 的 集合 , 它 本 身 是 一 个 平面 紧 致 集 ,又 是 连通 的 ,但 其 内 部 似 
平 是 不 连通 的 。 当 C 是 M 集 的 一 点 , 则 它 也 是 Julia 填充 集 K. 的 一 点 。M 集 是 否 
是 局 部 连通 的 以 及 其 边界 维 数 的 计算 ,是 值得 研究 的 问题 。 最 近 有 人 证 明 M SL 
是 局 部 连通 的 ,又 有 人 提出 M 集 边 界 的 分 维 是 2。 另外 ,对 于 临界 有 限 的 整 超越 函 
数 族 的 Julia 集 , 当 参数 变化 时 ,其 Julia 集 可 能 发 生 “ 爆 炸 ”, 在 复 指 数 函 数 族 和 复 正 
纺 函 数 族 中 都 发 现 了 这 种 现象 。 这 些 都 是 需要 进一步 研究 的 问题 。 

(6) 其 他 问题 

(D 随机 多 重 分 形 的 数学 问题 ; 

© 分 形 曲线 的 导数 问题 (如 Gibbs 导数 ); 

Q 分 维 计算 的 方法 特别 是 由 混沌 时 序 计 算 分 维 的 可 信和 度 问 题 ; 

@ 多 重 分 形 的 热力 学 、 相 变 实质 及 相 变 普 适 性 划分 判 据 问 题 ; 

C 分 形 的 小 波 分 析 及 小 波 变 换 产 生 分 形 的 问题 53 ; 

© 生物 膜 的 分 形 结构 及 其 与 细胞 膜 病 变 的 关系 问题 ; 

C) 原子 .分子 的 分 形 问 题 ( 包 括 量子 混沌 ); 

®© EDE Cat fractal) & E IE 4E ili Yi (renormchaos) PAU] ; 

© ARRAZA (SOO RARE; 

图 像 的 分 形 压 缩 问 题 。 

总 之 ,上 面 提 到 的 这 些 问题 对 于 分 形 理论 的 发 展 至 关 重 要 ,需要 人 们 深入 进行 探 
讨 和 研究 。 而 分 形 理论 作为 非 线 性 科学 的 一 个 组 成 部 分 , 它 必 将 在 发 展 中 不 断 完善 
和 走向 成 熟 。 

近期 ,我 国学 者 在 相关 的 专业 领域 已 经 发 表 了 一 些 专著 (1。 
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附录 计算 机 模拟 源 程序 


1. Mandelbrot 集 


(1) Quick BASIC i& A 
REM Mandelbrot Set 


DIM ao(100) 

xl=10; yl—10; num 一 0 
SCREEN 1. 1 

COLOR 0 

tx=—2; txl=1 

ty 一 一 1: tyl=1 

WINDOW (1x, ty)— (txl, tyl) 

50 FOR i=tx TO txl STEP (ix1— tx2/321 
FOR j=ty TO tyl STEP (1yl—ty)/201 
x=i; y5j 
FOR k=1 TO 100 
rr x2; riy 
]F(rr-F r0 223 AND k>3 THEN 10 
yc2xxxyrtj 
x-rr-—riti 
NEXT k 

10 colo=3 
IF k«100 THEN colo—2 
IF k<35 THEN colo—1 
IF k<15 THEN colo=0 
PSET (i,j), colo 
NEXT j 
NEXT i 
IF num <> 0 THEN 30 

25 LINE (PMAP(10,2), PMAP(C10,3)» — (PMAP(18,2», PMAP(15,3)),,B 
GET (PMAP(10,2), PMAP(10.3)) — (PMAP(18,2), PMAP(15;3)), ao 


30 xb=xl: yb 一 yl 
aY —INKEY X ; IF aX =""THEN 30 
IF a¥ —"i" THEN yl=yi—1: o=l+o 
IF aX ="k" THEN yl=yl+1; o 一 1 十 o 
IF a¥ ="j" THEN xl=xl—1: o 一 1 十 o 
IF aX —"I" THEN 对 一 xl 十 1: o 一 1 十 o 
IF o<2 THEN 60 
PUT(x,tyl),ao, XOR 

60  tx-PMAP(x1,2) : txl=PMAP(x1+8,2) 
ty=PMAP(y1,3): tyl=PMAP(y1+5,3) 
PUT(tx,tyl),ao, XOR 
IF a¥ <> "t" THEN 30 


num=num+ 1 


CLS 
o=0; xl=10; yl=10 
GOTO 50 


(2) C++ if zi (Borland), FJ Windows 操作 


EXETYPE WINDOWS 

CODE PRELOAD MOVEABLE DISCARDABLE 
DATA PRELOAD MOVEABLE MULTIPLE 
HEAPSIZE 5120 

STACKSIZE 8192 


# define STRICT 
# define... MANDELBROTSET 


# include « windwos. h> 
# include «complex. h> ， 


# define XWIDTH 160 

# define YHEIGHT 160 

# define ID. TIMER 101 

# define TIMER. OUT 0. 0002 

# define X- BLANK 8 

# define X- BLANK 27 

#ifdef-- MANDELBROTSET // Mandelbrot Set 
# define REGISTERCLASSNAME "MANDBROT" 
# define TITLEBARNAME “Mandelbrot Set" 
# define COMPLEXFUNCTION z*ztc 

t define FXBEGIN 0. 65625 
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// nXBegin— FXBEGIN x nXWidth 


3t define FYBEGIN 0.5 
//nYBegin — FYEIGHT x nYHeight 
# define FDIVIDER 0. 3125 


/ /fDivider— FDIVIDER x nX Width 
3 endif 


long FAR PASCAL CALLBACK MainWndProc 
(HWND, unsigned, WPARAM, LPARAM); 
BOOL InitApplication e HINSTANCE) ; 


char CalculateColor (int, int); 


complex ICON mandbrot. ico 

mandbrot BITMAP mandbrot. bmp 

//Contains the necessary headers and 
//definitions for this program 

it include "mandbrot. h" 


/* x x Global Variables x x * / 
HGLOBAL hglb; 
/ / Handle of memory block 

void huge * IpvBuffer; 

/ / Pointer to allocated memory block 
/ /for data-storage 

int nX, nY; 

/ / Current point to calculate and paint(if possible) 
/ / See complex. h for XBEGIN, YBEGIN, 
//DIVIDER, XWIDTH, YHEIGHT 

int nXBegin, nYBegin; 

float fXDivider, fYDivider; 

int nX Width, nYHeight; 

// Counter of Drawed points 


long ICount; 
static HANDLE hMandelbrot; 
HINSTANCE hlnst; // current instance 


BOOL InitApplicationC HINSTANCE hInstance) 


{ 
WNDCLASS we; 


//Fill in window class structure with 


//parameters that describe the main window. 


we. style=CS_ HREDRAW |CS- VREDRAW|CS. GLOBAL- 
CLASS; 
//Class style(s). 
we. lpfnWndProc= (long (FAR PASCAL CALLBACK >») 
(HWND, unsigned, WPARAM, LPARAM)) MainWndProc; 


// Function to retrieve messages for 


we. cbClsExtra=0; //No per-class extra data. 
wc. cbWndExtra=0; //No per-window extra data. 
we. hInstance — hInstance; l 

// Application that owns the class. 
wc. hlcon= Loadlcon( NULL, IDI- APPLICATION); 
wc. hicon= LoadIconChInstance, "complex"); 
wc. hCursor = LoadCursor( NULL. IDC- ARROW); 
we. hbrBackground= 

(HBRUSHD GetStockObject( WHITE- BRUSH); 
wc. lpszMenuName= NULL; 

// Name of menu resource in. RC file. 
wc. lpszClassName= REGISTERCLASSNAME; 

// Name used in call to CreateWindow. 
/ * Register the window class and 


return success/failure code. * / 


return CRegisterClassC & we)) ; 
} 


[X X OX X XX X OX X OX X ER XOXOX X X X HK He / 
BOOL InitInstance( HINSTANCE hlnstance, int nCmdShow) 
{ 

HWND hWnd; / / Main window handle. 
/ * Save the instance handle in static variable, 

which will be used in many subsequence calls 


[rom this application to Windows. */ 
hInst = hInstance; 


/ * Create a main window for 


this application instance. * / 


hWnd= CreateWindow( 
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// 


REGISTERCLASSNAME, 

// See RegisterClass ( call. 
TITLEBARNAME, 

// Text for window title bar. 
WS. CAPTION | WS.. THICKFRAME | WS. MINIMIZE- 

BOX, 
WS. OVERLAPPED | WS. SYSMENU | WS. MINIMIZE- 
BOX, 

// Window style. 
CW. USEDEFAULT, 

/ / Default horizontal position. 
CW- USEDEFAULT, 

/ / Default vertical position. 
XWIDTH-- X. BLANK, / / Width. 
YHEIGHT+ Y. BLANK, // Height. 
NULL,  //Overlapped windows have no parent. 
NULL, //Use the window class menu. 
hInstance, 

// This instance owns this window. 
NULL //Pointer not needed. 

) 5 


/x lí window could not be created, 


return "failure" * / 


if (f hWnd) 
return (FALSE); 


hMandelbrot= LoadBitmap(hInst, "mandbrot") ; 


/ * Make the window visible; update its client area; 


and return "success" * / 


ShowWindow(hWnd, nCmdShow) ; 
// Show the window 
UpdateWindow(hWnd) ; 
// Sends WM.. PAINT message 


return (TRUE); 


// Returns the value from PostQuitMessage 


[X * X X X Xx X X X RR HH X Xx X & x * * KR KKH 
FUNCTION: MainWndProcCHWND, unsigned. WORD, LONG) 
KO X X X X OX X X X X XO KO X X X 4 X XOX Kox Xox / 
long FAR PASCAL CALLBACK MainWndProc 

(HWND hWnd. unsigned message, 

WPARAM wParam, LPARAM lParam) 


int i,j; 


unsigned char ch; 


float Í; 

DWORD !; 

COLORREF crColor; 

HDC hdc; // HDC for Window 


HDC hMemDe; 
PAINTSTRUCT ps; 


// Paint Struct for BeginPaint call 


switch (message) ( 

case WM. CREATE; // Initialize Global vars 
1=(DWORD) (XWIDTH+1); 
] x =(DWORD) (YHEIGHT+1); 
hglb=GlobalAlloc (GHND, 1); 
IpvBuffer— GlobalLock (hglb); 


nX=0; 

nY=0; 

nXWidth — XWIDTH; 

nYHeight— YHEIGHT; ` 


nXBegin=FXBEGIN * nXWidth; 

nYBegin=FYBEGIN * nYHeight; 

fXDivider = FDIVIDER * nXWidth; 

fYDivider=FDIVIDER * nYHeight; 

1Count —0; 

SetTimerChWnd, ID. TIMER, TIMER- OUT, 
NULL); 

return NULL; 


case WM. PAINT: 
hdc=BeginPaint( hWnd &ps) ; 
if (nXWidth= —XWIDTH &8. 
nYHeight- = YHEIGHT) 
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{ 
hMemDc- CreateCompatibleDC (hdc) ; 
SelectObjectchMemDc, hMandelbrot) ; 
BitBltChdc, 0, 0, nX Width, 
nY Height, hMemDc, 0, 
0, SRCCOPY); 
DeleteDC (hMemDc) ; 
nX=nXWidth; 
nY=nYHeight; 
} 
else 
( 
1—0; 
for(i—0; 1 « nX Width; i+ 二) 
for(j=0; j «nYHeight; j++) 
( 
if(1— — Count? break; 
SetPixel(hdc, i,j, 
PALETTEINDEX (x 
Cunsigned char huge * ) 
\pvBuffer+1))); 
1 十 十 ; 


} 
EndPaint (hWnd , &ps); 
break; 


case WM- DESTROY: 
// message: window being destroyed 
KillTimer(hWnd, ID. TIMER); 
GlobalUnlock(hglb) ; 
GlobalFreeChglb) ; 
DeleteObject( hMandelbrot) ; 
PostQuitMessage(0) ; 
break; 


case WM_ MOVE, 
if(nXWidth ! —XWIDTHII 
nYHeight ! = YHEIGHT) 


} 
return (NULL); 


hdc=GetDC( hWnd) ; 

] 一 0 

for(1—0; i < nXWidth; i++) 

for(j—0; j«nYHeight; j++) 

1 
if( l= =]Count) break; 
SetPixelChde, i, j, 
PALETTEINDEX( x ( 
(unsigned char huge x ) 
lpvBuffer 122); 
I++; 

} 

ReleaseDC( hWnd, hdc); 


case WM. SIZE: 
if (wParam= — SIZE RESTORED 
& & CLOWORD (lParam) ! = 


} 


nXWidth | HIWORD (lParam) ! = 
nY Height) ) 


nX=0; 

nY-0; 

nXWidth— LOWORDC(lParam) ; 
nYHeight— HIWORD(lParam) ; 
nXBegin— FXBEGIN * nXWidth; 
nYBegin=FYBEGIN * nYHeight; 
fXDivider— FDIVIDER * nXWidth; 
fYDivider=FDIVIDER * nYHeight; 


ICount-0; 


1=(DWORD) (nXWidth+1); 

] * =CDWORD) (nYHeight+1); 
GlobalUniock(Chglb) ; 
GlobalFreeChglb) ; 

hglb= GlobalAllocCGHND, D; 
IpvBuffer— GlobalLock(hglb) ; 


break; 
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case WM TIMER: 
if (nX !  nXWidth |: nY ! =nYHeight) 
{ 
ch=CalculateColor (nX,nY); 
l=CDWORD) nx; 
1* =(DWORD)nYHeight; 
I+ =(DWORD)nY; 
* (Cunsigned char huge * ) 
IpvBuflfer+ 1) =ch; 
hde=GetDC( hWnd) ; 
SetPixel (hdc, nX, nY, 
PALETTEINDEX (ch)); 
ReleaseDC( hWnd. hde); 
nY ++; 
if (nY— —nYHeight && 
nX | =nXWidth) 


nX 十 十 ; 
nY=0; 
} 
ICount ++; 
} 
break; 


default : 
// Passes it on if unproccessed 
return (De[WindowProc( hWnd, message, 
wParam, |Param)); 
} 
return(NULL); 


it pragma argsused 
int PASCAL WinMain (HINSTANCE hlnstance, 
HINSTANCE hPrevInstance, 
LPSTR lpCmdLine, int nCmdShow) 


MSG msg; 


// message 


if (1 hPrevinstance) 
// Other instances of app running? 
if (! InitApplicationChInstance) ) 
// Initialize shared things 
return (FALSE); 


/ / Exits if unable to initialize 


/ * Perform initializations that apply to a 


specific instance * / 


if (! InitInstanceChInstance, nCmdShow)) 
return (FALSE); 


/* Acquire and dispatch messages until a WM . QUIT 


message is received. * / 


while (GetMessage(& msg, // message structure 
NULL, 

// handle of window receiving the message 
NULL, 

// lowest message to examine 
NULL)) 

// highest message to examine 

{ 

TranslateMessage( & msg) ; 

// Translates virtual key codes 

DispatchMessage( & msg) ; 

// Dispatches message to window 

》 

return (msg. wParam) ; 


//Returns the value from PostQuitMessage 


[RR X X 0X X X X XXX XXX HR XX XX X X X x x / 
char CalculateColor (int nX, int nY) 
{ 

int k; 

unsigned char ch; 

double a, b; 

struct complex z.c; 


a= (nX— nXBegin) /fXDivider; 
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b— — (nY — nYBegin) /fYDivider; 
c— complex(a, b); 

z— complex (le—5,le—5); 
for(k=1; k«:—100; k++) 


z=COMPLEXFUNCTION; 
if Cabs(z) > 2. 30668) break; 
} 
ch=k; 
if(ch==1) ch 十 十 ; 
if(ch= =100)ch=0; 


return ch; 


} 
// End of file mandbrot. cpP 


2. Julia & 
Quick BASIC 语言 
REM Julia Set 


ar 一 3.3: ai 一 0 
xs= 330; ys=210; r—4: tm 一 50 
x0—0; xl 一 1: y0 一 一 .5: yl=.25 
SCREEN 1, 0 
WINDOW(x0, —yl —.1)— (xl, —y0 —.1) 
dx= (xl— x0)/xs; dy= Cyl— y0)/ys 
FOR i=x0+dx TO x1— dx STEP dx 
FOR j=y0+dy TO yl 一 dy STEP dy 
ZR=i; zi—j: t=O 
zZ—ZR* ZR: z2 一 zix zi 
20 zzr=ZR—zr2?+z2: ZZI=zi* (1—2 x ZR) 
ZR-ar* zzr— ai * ZZ]; zi=ar * ZZl-- ai * zzr 
zr? =ZR * ZR: z2—zi* zi 
IF(zr2+ 22) >r GOTO 10 
t=it+1l 
IF t«ctm GOTO 20 
PSET (i, —5D.1 
10 NEXT j 


NEXT i 
END 


3. DLA HE 


C++ 语言 (Borland) ,用 Windows 操作 


EXETYPE WINDOWS 

CODE PRELOAD MOVEABLE DISCARDABLE 
DATA PRELOAD MOVEABLE MULTIPLE 
HEAPSIZE 5120 

STACKSIZE 8192 


# define STRICT 


t include « windows. h> 
# include «complex. h> 
# include «stdlib. h> 

# include «string. h> 

# include —stdio, h> 


define X WIDTH 150 

# define YHEIGHT 150 

+ define HALFX 75 

# define HALFY 75 

# define R 100 

# define STAND- COLOR 5 

# define ID- TIMER 101 

# define TIMER. OUT 0, 0002 

# define X- BLANK 2 

# define Y- BLANK 21 

it define REGISTERCLASSNAME "DLAMODEL" 
# define TITLEBARNAME "DLA Model" 


long FAR PASCAL CALLBACK MainWndProc( HWND, 
unsigned, WPARAM, LPARAM); 

BOOL InitApplicationCHINSTANCE) ; 

int CalculatePoint(int &, int &); 


complex ICON dlamodel. ico 


//Contains the necessary headers and definitions 
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/ /for this program 
tt include "dlamodel. h" 


/* x * Global Variables x x */ 
unsigned char szPoints[ XWIDTH J| YHEIGHT]; 
int nX, nY; 
/ / Current point to calculate 
//and paint(if possible) 
long 1Count; 
char szlIconName[ ] =" complex"; 


const float pi—3. 1415926536; 
HINSTANCE hinst; // current instance 


BOOL InitApplication( HINSTANCE hlInstance) 
{ 
WNDCLASS we; 


//Fill in window class structure with 
//parameters that describe the 


//main window. 


wc. style= CS_ GLOBALCLASS; 
// Class style(s). 
wc. lpfnWndProc= (long(FAR PASCAL CALLBACK *) 
(HWND, unsigned. WPARAM, LPARAM)) 
MainWndProc; 
/ /Function to retrieve messages for 
wc. cbClsExtra=0; 
// No per-class extra data. 
we, cbWndExtra=0; 
// No per-window extra data. 
we. hInstance= hÍnstance; 
// Application that owns the class. 
wc. hIcon= LoadIcon(hInstance, szIconName) ; 
we, hCursor= LoadCursor(NULL, IDC . ARROW); 
we. hbrBackground= (HBRUSH)GetStockObject 
(DKGRAY. BRUSH); 
we. IpszMenuName= NULL; 
// Name of menu resource in . RC file. 
wc. lpszClassName— REGISTERCLASSNAME ; 


// Name used in call 1o CreateWindow. 
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/* Register the window class and 


} 


return success/failure code. * / 


return( RegisterClass( &we)); 


[> X* X X X X 0X X* Xx X X X KEK HH HR x * HH x */ 


BOOL InitInstance( HINSTANCE hInstance, int nCmdShow? 


{ 


HWND hWnd;  // Main window handel. 


Save the instance handel in static variable, 
which will be used in * / 
many subsequence calls from this 


application to Windows. 关 / 


hInst— hInstance; 
Create a main window for this 


application instance. * / 


hWnd= CreateWindow( 
REGISTERCLASSNAME, 


// See RegisterClass() call. 


TITLEBARNAME, 


// Text for window title bar. 


// WS. CAPTION | WS.. THICKFRAME | WS- MINIMIZEBOX, 


WS.OVERLAPPED | WS. MINIMIZEBOX, 

// Window style. 

CW- USEDEFAULT, 

// Default horizontal position. 
CW USEDEFAULT, 

// Default vertical position. 
XWIDTH-+ X. BLANK, / / Width. 
YHEIGHT-- Y BLANK, / / Height. 
NULL. 

// Overlapped windows 

// have no parent. 

NULL. 
// Use the window class menu. 


hInstance, 
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// This instance owns this window. 
NULL 
// Pointer not needed. 
)5 


/ * If window could not be created, 


return "failure" * / 


if (1. hWnd) 
return (FALSE); 


/ * Make the Window visible; update its client area; 


and return "success" * / 


Show Window(hWnd, nCmdShow) ; 
// Show the window 
UpdateWindow( hWnd) ; 
// Sends WM.. PAINT message 


return (TRUE); 


// Returns the value from PostQuitMessage 


[RRR RK KH MK HR HH RN HH HR X HR x 
FUNCTION; MainWndProc( HWND, unsigned. WORD, LONG) 
XOX X OX X X X X X X X XOK OX X X X X X X X X X ok ox x xk xox/ 
long FAR PASCAL CALLBACK MainWndProc 
(HWND hWnd, unsigned message, WPARAM wParam, 
LPARAM lParam) 


int i, js nFlag; 

long l; 

HDC hdc; // HDC for Window 
PAINTSTRUCT ps; 


// Paint Struct for BeginPaint call 


switch (message) 1 

case WM..CREATE: // Initialize Global vars 

for(i-0; i XWIDTH; i ++) 

forGj=0; jC YHEIGHT:; j++) 
szPoints[i Lj ]=0; 

szPoints| XWIDTH/2][ YHEIGHT/2]— 


STAND COLOR; 
nX=0; 
nY=0; 
ICount=0; 
SetTimer( hWnd, ID TIMER, 
TIMER- OUT, NULL); 
return NULL; 


case WM. PAINT: 
hdc— BeginPaint (hWnd, & ps); 
170; 
for(1—0; i« XWIDTH; i++) 
for (j =0; JC YHEIGHT ; j++) 
SetPixelChdc. i,j. 
PALETTEINDEX(2)); 
for(i—0; i<CXWIDTH; i++) 
forGj=0; j« YHEIGHT; j++) 
{ 
if(l= = Count) break; 
ifCszPoints[1]Lj] — =STAND COLOR) 
{ 
SetPixel (hdc. i,j, 
PALETTEINDEX szPoints[1]03]5) ; 
1 ++; 


} 
EndPaint(hWnd, &ps); 
break; 


case WM_ DESTROY: 
// message: window being destroyed 
KillTimer (hWnd, ID. TIMER); 
PostQuitMessage(0) ; 
break; 


case WM MOVE: 
hde=GetDC( hWnd) ; 
170; 
forGi=0; i« XWIDTH; i++) 
for(j —0; jC YHEIGHT; j++) 
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SetPixelChdc, i, j, 
PALETTEINDEX(2)); 
for(i—0; i«cXWIDTH ; i ++) 
for(j=0; je YHEIGHT; j++) 


{ 
ifd= = |Count) break; 
if(szPoints[i]J[j]= =STAND. COLOR) 
{ 
SetPixel (hdc. i, j, 
PALETTEINDEX (szPointsLi][j])); 
I++; 
} 
} 


ReleaseDCChWnd, hdc); 
return (NULL); 


case WM_ TIMER: 

nFlag=CalculatePoint (nX, nY); 

if(nFlag= =0) 

i . 
hdc— GetDCCh Wn); 
SetPixel(hdc. nX, nY, 

PALETTEINDEX(szPoints[nX][nY])); 
ReleaseDC( hWnd, hdc) ; 
Count ++; 

} 

break; 


default: 
// Passes it on if unproccessed 
return CDefWindowProcChWnd, message; 
wParam, lParam)); 
} 
return(NULL); 


# pragma argsused 

[RRR X X X X X X X X X X KK X* * X X koX HR He / 

int PASCAL WinMain( HINSTANCE hlnstance, 
HINSTANCE hPrevInstance, 


LPSTR IpCmdLine, int nCmdShow) 


MSG msg; // message 


randomize() ; 


if€! hPrevInstance) 
// Other instances of app running? 
if(! InitApplication( hInstance) ) 
// Initialize shared things 
return (FALSE); 


// Exits if unable to initialize 


/* Perform initializations that apply to a 


specific instance * / 


if(! InitInstance( hInstance, nCmdShow) ) 
return (FALSE); 


/x* Acquire and dispatch messages until a WM- QUIT 


message is received. * / 


while(GetMessage( & msg, // message structure 
NULL, // handle of window 
// receiving the message 
NULL, // lowest message to examine 


NULL) // highest message to examine 


TranslateMessage( & msg) ; 
// Translates virtual key codes 
DispatchMessage( & msg) ; 
// Dispatches message to window 
} 
return (msg. wParam); 
// Returns the value from 


// PostQuitMessage 


fO 08 OX ER KK HR RHR RRR KH HK € x € / 
int CalculatePoint(int & nX, int & nY) 
{ 

static int sav- x, sav . y, flag; 


int X, y, sita, ran, count=0; 
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if(flag= = 1) 
{ 
X= sav- X; 
y 一 Sav y; 
goto next. step; 
} 
sita= random(360) ; 
x= HELFK+R * cos(sita/pi/2. 5; 
y= HALFY-+R x sin(sita/pi/2.); 
next step: 
count ++; 
if Ccount— = 1000) 
{ 
sav- x^ x; 
sav- y^ ys 
flag=1; 
return(]); 
》 
ran=random(100); 
if(ran<34) 
{ 
f(x<l=XWIDTH/2)x++; 
else x— —; 
) 
else if(ran>66) 
{ 
if(x<i=XWIDTH/2) x 一 一 ; 
else xt +; 
} 
ran=random(100); 
ifCran<i 34) 
{ 
if(y<i= YHEIGHT/2) yt t; 
else y— —; 
} 
else if(ran>>66) 
{ 
if(y<= YHEIGHT/2) y——; 


else y+ +; 
} 
ifC x<1 || x: —XWIDTH- 1|| 
y<1| |y>=YHEIGTH— 1) 
goto next_ steps 
if € szPoints[x — 1)[ y]! =STAND_- COLOR 
& & szPoints[ x--1]Ly]! —- STAND. COLOR 
& &.szPoints[ x][ y 1]! - STAND. COLOR 
& &szPointsL x]Ly--1]! — STAND. COLOR 
& &szPointslx— 1]L[y—1]! —STAND- COLOR 
& &szPoints[ x—1][y--1]! —STAND. COLOR 
& & szPoints[ x--1][y—1]! =STAND_ COLOR 
&.&.szPoints[ x2- 1][ y-- 1]! - STAND. COLOR) 
goto next. step; 
szPoints[ x |Ly |^ STAND- COLOR; 


nX=x; 


nY=y; 
flag=0; 


return(0) ; 


4. Koch 树 
Quick BASIC 语言 
REM Koch Tree 


pi 一 3. 14159265 tt : n— 12 

DIM x(2*(n+1)—2), yCZz (Xn 10—2) 
SCREEN 2, 0: CLS 

WINDOW (—.333, 00—(. 3333, D 
a=SQR(1/3) * COS(pi/6) 
b=SQR(1/3) x SINCpi/65 

al=a; a2=b; a3=b: a4 a 

bl =. 6667; b2=—bl 

x(0)}=90; y(0)=0 

FOR M—1 TOn 

L2—2(M—15—1: LI=L2*2+1: L3=L1*2 
FOR k=0 TO L2 

x0— x(L2-4- ko: yO=y(L2+k) 
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y(LI+K)=al x y0 十 a2 * x0 
x(L1+K)=a3 * y0-d- a4 * x0 
y(L3— KO — bl * y0 十 1 一 bl 
x(L3—K) — b2 * x0 

PSET (—x(€L1+k), y(L1+k)) 
PSET (—x(L3—k), y(L3—k)) 
NEXT k 

NEXT M 

END 
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